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Trabalho apresentado no ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023.
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Resumo: A lei de Newcomb-Benford é um fendmeno estatistico que descreve a distribuicdo das frequéncias dos
digitos iniciais em conjuntos de dados provenientes de uma ampla gama de fendmenos do mundo real. Essa lei tem
sido aplicada com sucesso em diversas dreas, incluindo auditorias financeiras, andlise de dados, deteccao de fraudes
e investigacdes forenses, mas alguns abusos sdo cometidos, o que nos leva a discussao do mau uso das ferramentas
matematicas na tomada de decisdes em problemas reais. Neste trabalho, relatamos a experiéncia na realizago
de uma atividade com uma turma de ingressantes do curso de Matemadtica, da UFRRJ, no qual mostramos as
distribui¢cdes de dados numéricos em diferentes contextos e suas similaridades com a previsdo da lei, discutimos
os limites do uso de argumentos matematicos na modelagem matemadtica em problemas reais, em acordo com
as preocupagdes da Matemdtica Critica, e propomos um experimento feito pelos préprios alunos envolvendo a
distribuicdo dos primeiros digitos significativos dos niimeros de seguidores nas redes sociais.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Educa¢do Matemadtica Critica. Probabilidade. Lei de Newcomb-Benford.

Introducao

A lei de Newcomb-Benford estabelece que, em muitos conjuntos de dados numéricos, as frequéncias
relativas de ocorréncia dos digitos iniciais seguem um padrdo especifico, diferente de uma distribui¢do
equiprovavel, que seria o mais natural, a priori. De acordo com essa lei, o digito “1” ocorre como o
primeiro digito significativo em cerca de 30,1% dos casos; o digito “2” aparece menos, aproximada-
mente em 17,6% das ocorréncias, e decresce sucessivamente até o digito “9”, com cerca de 4,6% de
frequéncia relativa. Assim, a probabilidade de ocorréncia de um digito inicial ndo é uniforme e segue
uma distribuicao logaritmica (BENFORD, 1938).

A observacdo dessa lei remonta ao trabalho de Simon Newcomb (1835-1909), um astrénomo e ma-
temadtico canadense, que observou a tendéncia de certos digitos ocorrerem com mais frequéncia em ta-
belas de logaritmos consultadas por diversos pesquisadores de diferentes dreas do conhecimento, pois as
paginas que traziam nimeros comecados com o digito “1” estavam mais desgastadas por serem as mais
usadas, seguidas pelas paginas de nimeros iniciados em “2”, e assim sucessivamente até o 9 (NEW-
COMB, 1881). No entanto, foi o matemitico Frank Benford (1883-1948) que, em 1938, popularizou
essa observacdo empirica e formulou uma explicagdo tedrica para o fendmeno. Desde entdo, a lei de
Newcomb-Benford tem sido objeto de extenso estudo e aplicagdo em vdrias dreas do conhecimento.

Além da fundamentagao tedrica, tem sido confirmada empiricamente em uma ampla variedade de
conjuntos de dados reais. Estudos tém mostrado que essa distribui¢do é observada em fendmenos tdao
diversos como populagdes de cidades, ndmeros contidos em jornais, valores de contas bancdrias, com-
primentos de rios, entre outros (BENFORD, 1938; GONSALVES, 2020).
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Embora a Lei de Newcomb-Benford tenha se mostrado eficaz em vdrias 4reas, aplicacdes equivoca-
das e controversas t€m conquistado grande repercussdo nas midias. Um caso emblemético se refere a
uma tentativa de imputar fraudes aos resultados das elei¢des presidenciais brasileiras de 2014, que foi
utilizado para descredibilizar o processo eleitoral de 2018 e, também, o de 2022. Um video produzido
em 2015, de poucos minutos, se propagou nas redes sociais de apoiadores de um candidato marcado
pelas constantes declaracdes contrarias as urnas eletronicas, em épocas proximas aos pleitos de 2018 e
2022. A tética de descredibilizar as eleicdes tem sido usada recorrentemente por candidatos de extrema-
direita, em diversos paises do mundo, nos dltimos anos. Paises com Peru, Alemanha, Estados Unidos da
América, Bolivia e Israel tiveram resultados de pleitos presidenciais questionados (GIOVANAZ, 2021).

A justificativa da probabilidade de fraude nas elei¢cdes de 2014 no Brasil ter sido grande, dada por um
suposto especialista, que posteriormente se mostrou associado ideologicamente ao espectro politico do
proprio candidato que alegava fraude no processo eleitoral, envolvia argumentos estatisticos e o uso
da Lei de Newcomb-Benford ndo explicitados. Diversas matérias veiculadas na imprensa brasileira
apontaram a falsidade das alegagcdes do video (MOTA, 2018; UOL, 2018). A ampla divulgacdo do
video de caréter cientifico fraudulento levou a maior instincia da Justica Eleitoral brasileira, responsdvel
por organizar o sistema eleitoral do Brasil, a se manifestar oficialmente, em seu sitio: “a simples analise
por secao de votacdo ou por zonas eleitorais, que possuem poucas urnas, nio € eficaz, pois o universo
amostral é muito pequeno” (TRIBUNAL SUPERIOR ELEITORAL, 2022).

Sabemos como resultados matemadticos e estatisticos sdo parte da estrutura de argumentacdes de di-
versas naturezas. Ver a Matematica como um sistema infalivel, livre de influéncias e interesses, onde se
valoriza solu¢des matematizadas de modelos em detrimento a outras solucdes obtidas por técnicas ndo
matematizadas limita a capacidade de interpretacio da realidade em sua enorme complexidade. Bassa-
nezi (2010) nos alerta para este fato ao considerar a modelagem como processo de criacdo de modelos
onde estdo definidas as estratégias de acdo do individuo sobre a realidade, carregada de interpretacdes e
subjetividades do préprio modelador.

Diversos pensadores buscam refletir sobre a finalidade da educa¢do matematica promovendo postu-
ras democréticas, debatendo questdes sociais, econdmicas, culturais, cidadania e estruturas de poder que
de certo modo sdo perpetuadas com o uso da Matemadtica. Essas atitudes educacionais tém em Skovs-
mose (1996, 2000, 2001, 2007) um dos seus mais importantes proponentes. Para o autor, no trabalho
pedagdégico, professor e alunos devem assumir o papel de investigadores da sua realidade social, criando
possibilidades miiltiplas para a constru¢cao do conhecimento. Ele propde uma exploragdo matematica na
qual o objetivo principal € criar uma contraposi¢do ao que denomina paradigma do exercicio, que pres-
supde uma organizacdo da aula em que os exercicios matematicos sé apontam para uma resposta correta
Unica e definitiva, fazendo com que a matematica ndo permita didlogo.

H4 na obra de Skovsmose uma preocupacdo com o desenvolvimento da materacia, capacidade de
interpretar € manejar sinais e codigos e de propor e utilizar modelos para encontrar solugdes para os
problemas enfrentados diariamente e, também, elaborar abstracdes sobre as representacdes propostas
para os sistemas retirados da realidade (D’AMBROSIO, 2004). “Materacia ndo se refere apenas as
habilidades matematicas, mas também a competéncia de interpretar e agir numa situagao social e politica
estruturada pela matematica.” (SKOVSMOSE, 2000, p. 68).

Borba e Skovsmose (2001) chamam de “ideologia da certeza a estrutura geral e fundamental de
interpretacdo para [...] questdes que transformam a matemadtica em uma linguagem de poder.” Para os
autores, os alunos deveriam ser persuadidos contra ideias de que o argumento matemadtico é superior
por sua propria natureza e convencidos que a matematica é somente uma maneira possivel de olhar o
fendmeno.

Com essas mesmas preocupacdes em torno dos objetivos da educagdo matematica, desenvolvemos
uma atividade com a turma de 25 ingressantes do segundo semestre letivo de 2023 do curso de Ma-
temadtica, da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Campus Nova Iguagu. Ela teve como obje-
tivo propor uma reflexdo sobre a aplicabilidade da matematica na tentativa de se estabelecer uma visao
definitiva da realidade. Usamos a Lei de Newcomb-Benford por enxergar um potencial para trazer tais
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reflexdes a respeito dos limites do uso de argumentos matemédticos na tomada de decisdes frente a um
problema real.

Faremos o relato da nossa experiéncia, onde introduzimos o funcionamento dessa lei, mediante o
estudo de logaritmos, unindo conceitos matematicos e tecnologia (programacgdo na linguagem Python),
explicitando situacdes nas quais a Lei de Newcomb-Benford é aplicada com sucesso, mas também mos-
traremos os limites da aplicabilidade com uma compilagcdo dos dados obtidos na atividade.

A Lei de Newcomb-Benford

A Lei de Newcomb-Benford descreve uma distribui¢do de frequéncias dos digitos iniciais diferente
daquela esperada em uma distribuicao uniforme (com probabilidade % para cadadigito de 1 a9). Segundo
a lei, dado um digito significativo a, sua frequéncia de ocorréncia se dé pela expressao:

p-toe(“21) g (1+).

paraa € {1,2,3,---,9} (BENFORD, 1938).

Khosravani e Rasinariu (2018) destacam que também existe uma expressdo logaritmica para o se-
gundo, terceiro e para o n-ésimo digito. A regra geral usando logaritmos é basicamente a mesma utilizada
apenas para o primeiro digito. Tome a; sendo o primeiro e a; sendo o segundo digito. Dessa forma, a
regra geral logaritmica se d4 por:

1
P(ajay) =log (1 + ) ,
aaz

paraa; € {1,2,3,--- 9} eap € {0,1,2,---,9}.

A Lei de Newcomb-Benford tem sido demonstrada e justificada através de diversas abordagens
tedricas ao longo dos anos. Uma importante contribui¢do para a validagdo tedrica dessa lei foi feita por
Hill (1995), cuja prova parte do pressuposto de que uma distribui¢do de digitos € invariante em relagao
a base se, e somente se, satisfaz a Lei de Newcomb-Benford, resultado provado por Pinkham (1961).
Desse modo, Hill fornece uma base matematica solida para a referida lei, mostrando que a distribui¢ao
de digitos iniciais é uma consequéncia natural da invariancia de base. Santos et al. (2003), por sua vez,
destrincha a prova de Hill.

Metodologia da Atividade

A palestra “A Lei de Newcomb-Benford e Aplicagdes” foi planejada para ser realizada em um
periodo de 50 minutos. Consistiu de uma apresentacdo de 30 minutos (com o auxilio de data show
e slides) e de uma atividade didatica de 20 minutos. Na apresentacdo, falamos resumidamente sobre
a historia dos logaritmos; as propriedades operacionais dos logaritmos decimais (caracteristica e man-
tissa); a disposicao das mantissas dos logaritmos decimais em tabelas de logaritmos; a revolugdo técnica
e tecnoldgica propiciada pela invengdo; a observacdo das pdginas mais usadas de uma tabela de loga-
ritmos por Simon Newcomb e sua posterior conjectura; o enunciado da lei de Newcomb-Benford, e
diversas aplica¢des em conjuntos de dados mais variados, bem como casos nos quais a lei ndo se aplica
(por exemplo, na escolha do nono digito que compde o Cadastro da Pessoa Fisica-CPF) e casos em que
a lei pode levar a conclusdes falsas (o caso da suposta fraude nas urnas eletrdnicas brasileiras). Apds a
apresentacdo, abrimos um espago para que os discentes mostrassem suas percepcoes e dividas. Demons-
traram muita receptividade, interesse e espanto com as previsdes de distribuicdes dos primeiros digitos
propostas da Lei de Newcomb-Benford em diversos conjuntos de dados (4reas de terrenos da Unido,
populacdes das cidades brasileiras, nimeros da sequéncia de Fibonacci, dura¢des de notas musicais nas
sinfonias de Beethoven, entre outros). Em seguida, passamos a explicac¢do da atividade.
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A atividade didatica teve como referéncia uma informacgdo vista no documentario A Era dos Da-
dos (2020), no episddio intitulado Digitos (Temporada 1, Episédio 4), exibido através da plataforma de
streaming Netflix. Uma das entrevistadas, a professora Jennifer Golbeck, da Faculdade de Estudos da
Informacg@o na Universidade de Maryland, EUA, diz que utilizando como espaco amostral uma quanti-
dade consideravel de modelos, na rede social Instagram, ou em qualquer outra, os nimeros de seguidores
de um conjunto de pessoas (escolhidas de forma aleatdria) seguird a Lei de Newcomb-Benford.

Antes de comecgarmos a atividade, verificamos se a turma tinha acesso a internet, o que era essencial
para a realizacdo da atividade. Vimos que a grande maioria da turma tinha smartphones com acesso a
internet. Aos discentes que ndo tinham acesso a internet, pedimos que se sentassem juntos aos colegas
com acesso a rede. Distribuimos uma ficha contendo uma tabela na qual os estudantes marcariam nas
linhas enumeradas de 1 a 9, representando os primeiros digitos significativos dos dados que seriam
coletados.

Solicitamos aos alunos e as alunas que acessassem suas contas do Instagram (todos tinham acesso
a rede social, por isso a escolha). Passamos as instru¢des da atividade: cada discente deveria escolher
aleatoriamente o perfil de um seguidor seu e anotar o primeiro digito significativo do nimero de segui-
dores do escolhido; em seguida, pedimos que escolhessem aleatoriamente um seguidor do seu seguidor,
e novamente anotassem o primeiro digito do nimero de seguidores; procedendo assim, sucessivamente,
até analisar 15 contas. Foram coletados ao todo 282 dados numéricos. Levamos pouco mais de 10 mi-
nutos para que todos os discentes anotassem os dados observados, mostrando como a atividade pode ser
rapidamente realizada.

Em seguida, coletamos os dados registrados pela turma, obtivemos as frequéncias dos primeiros
digitos significativos e passamos a etapa final da atividade que era a andlise dos dados coletados. Rea-
lizamos uma implementacdo na linguagem de programacgdo Python. O cédigo, que analisamos abaixo,
jé estava pré-programado, faltando somente o preenchimento das frequéncias observadas de cada digito
significativo dentro do conjunto de dados. Antes do preenchimento, fizemos uma explicacdo de cada
linha do cédigo para a turma.

Cédigo 1: Coédigo em Python para tratamento dos dados e comparacdo com o previsto para a Lei de
Newcomb-Benford.

import matplotlib.pyplot as plt #biblioteca para plotagem de graficos
from math import * #biblioteca para operacoes matematicas
import numpy as np #biblioteca para operacoes com vetores

b = [81, 44, 35, 28, 25, 25, 11, 20, 13] #quantidade de cada digito

observed np.array (b)/sum(b) #proporcao observada em cada digito
expected = np.array ([log((i + 1)/i, 10) for i in range(1,10)]) #benford

digitos = [’1’, ’2°, ’3°, *4°, °5°, °6’, ’7°, ’8’, °9’] #lista de digitos
largura = 0.3 #parametro para largura das barras no grafico
posicoes = np.arange(9) #parametro para posicoes das barras no grafico

plt.bar(posicoes , expected, largura, label="Frequencia teorica’)
plt.bar(posicoes+largura, observed, largura, label=’Frequencia observada’)
plt.xticks (posicoes+largura, digitos)

plt.xlabel (' Digitos’) #legenda do eixo x

plt.ylabel (’Frequencia’) #legenda do eixo y

plt.legend ()

plt.show ()

Analisando o Cédigo 1, tem-se a importacdo de bibliotecas pertinentes nas linhas 1-3. Elas sdo res-
ponsaveis, respectivamente, pela representacdo dos dados na forma de graficos de barras, por operagcdes
matemdticas como o cdlculo do logaritmo decimal de um nimero real e por operagdes envolvendo ve-
tores. Na linha 5, é definido um vetor de 9 posi¢des associadas aos 9 digitos a serem analisados: cada
posicao receberd a quantidade de vezes que determinado digito foi o digito significativo no nimero de

4
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seguidores de uma conta no Instagram.

Na linha 7, o vetor com a frequéncia de cada digito na primeira posi¢ao € efetivamente calculado com
base nos resultados obtidos da amostra de dados analisada. Como indicado, a operagdo € feita a partir da
razdo entre o ndmero de vezes em que cada digito ocupou a primeira posi¢ao e o nimero total de digitos.
Na sequéncia, a distribui¢ao conforme a Lei de Newcomb-Benford € calculada para cada digitode 1 a 9,
e é armazenada em outro vetor de 9 posi¢des, que posteriormente serd comparado ao primeiro.

Da linha 10 a linha 20, a representagao grafica dos dados encontrados é construida e exibida a partir
de alguns parametros necessdrios para o uso da biblioteca importada na linha 1. Entre eles estdo a largura
das barras, as legendas associadas a cada uma, e outros. Essa sequéncia de comandos permite plotar o
gréfico que associa a cada digito duas barras: uma representando a frequéncia observada desse digito na
amostra de dados (na primeira posicdo), e outra representando a frequéncia tedrica prevista pela Lei de
Newcomb-Benford.

Como se pode perceber na Tabela 1 e na Figura 1, as frequéncias relativas dos primeiros digitos foram
proximas as previsdes da Lei de Newcomb-Benford, mas ndo tiveram o comportamento decrescente de
frequéncia relativa prevista pelo modelo. Iniciamos uma discussdo com os alunos sobre as incompatibi-
lidades encontradas. O primeiro questionamento, feito pelos proprios alunos, foi sobre a obrigatoriedade
do conjunto de todos os nimeros de seguidores de uma rede social seguir a distribuicao prevista para a
lei, e se seguisse por qual o motivo nao encontramos a distribuicdo. A amostra de dados coletados poderia
ser considerada pequena e, se continudssemos a coleta, a tendéncia era a convergéncia entre as previsdes
tedricas e as frequéncias relativas observadas, o que demonstra um raciocinio probabilistico baseado na
chamada Lei Fraca dos Grandes Nimeros (ROSS, 2010). Segundo Kruger e Yavadalli (2017), ndo ha
consenso na literatura para que o tamanho de uma amostra seja adequada, mas que seja de pelo menos
50 a 100 para lei a ser observada (caso seja seguida), e que um tamanho de amostra de 500 ou mais pode
ser preferido para uma andlise adequada.

0.30 B Frequéncia tedrica
Frequéncia observada

Tabela 1: Frequéncia relativa observada
na atividade e a previsdo tedrica pela lei
de Newcomb-Benford.

0.25 4

) Frequéncia | Previsdo e o
Digito | Relativa Teérica .
1 28,72% 30,1% )
2 1560% | 17,60% o
3 12,41% 12,49% 0.05
4 9,92% 9,69%
5 8,86% 7,91% 0.00 4
6 8,86% 6,69% Digitos
7 3,9% 5,79%
8 7,09% 5,11% Figura 1: Gréfico obtido a partir do Algoritmo 1, con-
9 4,60% 4,57% tendo a frequéncia relativa dos primeiros digitos signifi-

cativos obtidas na atividade.

Outros apontamentos feitos pela turma merecem mengao: algumas contas de seguidores utilizadas
pelos discentes eram privadas, ou possuiam outra ferramenta que no se permitia ver os seguidores, o
que acarretaria uma ideia irreal do ndmero de seguidores; outros levantaram a hipdtese de contas terem
um numero falso de genuinos seguidores, tendo em vista que a rede social analisada permite compra de
pacotes de seguidores.

No fechamento da atividade, mostramos como o levantamento dessas questdes torna evidente o
fato de como uma tomada de decisdo com o auxilio de ferramentas matemaéticas poderosas t€ém suas
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limitagdes de uso, podendo nos levar a diversas conclusdes. Finalizamos a atividade sem fazer apon-
tamentos para as verdadeiras causas da (in)compatibilidade, como alids defendem Alrg e Skovsmose
(2002), ao realcar o elemento bésico na realizacdo de uma investigacdo: as atividades devem ser abertas,
de tal forma que os caminhos a seguir e as possiveis conclusdes a que se pode chegar ndo sejam conhe-
cidos de antemao.

Conclusoes

Este trabalho busca combinar a andlise empirica da Lei de Newcomb-Benford em conjuntos de da-
dos diversos com a proposta de uma atividade diddtica que promova a compreensio e o interesse dos
alunos pelo tema e que introduza o ensino de logaritmos, ou probabilidade, fornecendo uma visdo da sua
aplicacdo tanto em um contexto de pesquisa quanto de educacdo matemdtica.

Borba e Skovsmose (2001) dizem que “por meio de modelos matemadticos, também nos tornamos
capazes de ’projetar’ uma parte do que se torna realidade. Tomamos decisdes baseados em modelos
matematicos e, dessa forma, a matemdtica molda a realidade”. Devemos como educadores desafiar a
ideologia da certeza e esse poder formatador da matematica por meio de um curriculo baseado na incer-
teza, com trabalhos com situagdes abertas, nas quais surgem ambiguidades, evidenciando os limites da
Matematica na solucdo de um problema real, pelo questionamento dos interesses envolvidos na escolha
de modelos matematicos, néo aceitando a neutralidade da matematica e suas solugdes infaliveis. E assim
que enxergamos a proposta de Borba e Skovsmose (2001) para propiciar uma formagao critica em Ma-
temadtica. E o fato do nosso experimento ter resultado em uma distribui¢c@o da frequéncia relativa distinta
da prevista, podendo parecer inconsistente a primeira vista, real¢ca exatamente o que queriamos discutir:
os limites da aplicabilidade da Matemitica.

Consideramos que a atividade foi atrativa por ter despertado interesses diversos nos alunos da turma:
se interessaram sobre a coleta de dados das aplicacdes trabalhadas, pediram detalhes da programacdo do
Cédigo 1, pediram a indicacao do documentdrio, referéncias a livros, etc.

E interessante também notar que esta atividade pode ser desenvolvida e adaptada para turmas do
Ensino Médio, por ser este tema motivador para se trabalhar Histéria da Matematica, logaritmos e pro-
babilidades. E sugerimos um cuidado especial, que nos gerou uma certa apreensao durante a realizacio
da atividade, na certificacdo prévia do acesso a internet por parte dos alunos ou da instituicao.
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Resumo: O objetivo deste estudo é empregar a criptografia, mais especificamente o método de Shamir Secret
Sharing, como uma ferramenta educacional para enriquecer o engajamento nas aulas de matematica. A intencdo é
utilizar essa abordagem para introduzir, revisitar, consolidar e aprofundar conceitos matematicos, concentrando-se
especialmente no ensino do polindmio interpolador de Lagrange e Corpo Finito, base do método criptografico em
questdo. Isso proporcionard uma compreensdo mais profunda e significativa destes topicos, a0 mesmo tempo em
que demonstra uma aplicag@o pratica no cotidiano dos alunos. Além disso, essa abordagem estimula o desenvol-
vimento do raciocinio 16gico, a resolucdo de problemas e a colaboracio em trabalho em equipe.

Palavras-chave: Educacdo Matemdtica. Shamir Secret Sharing. Criptografia. Polindmio Interpolador de La-
grange. Corpo Finito.

Introducao

Um dos grandes desafios do ensino da matemadtica é a motivag¢do dos alunos, principalmente quando
se € utilizado as abordagens tradicionais de ensino, como defende D’ambrosio (2007). E como algumas
tematicas dentro da matemdtica sdo, por si sd, abstratas, tal dificuldade fica mais evidente. Pouco se é
mostrado da aplicag@o do que € estudado em aula. E quando isso ocorre, € de maneira superficial.

Conforme a perspectiva de Borges (2008), o educando nio ird aprender algebra booleana ou calculo,
por exemplo, apenas com a justificativa que € a base da computacdo e a base de uma méquina que calcula
seno, respectivamente. Ele precisa ver acontecer, ver uma aplica¢do daquilo que estuda em sala de aula.

Com isso, muito € debatido acerca do tratamento de temadticas transversais de forma integradora ao
curriculo, que contribuem para plena formacao do educando, explorando a conexao entre os conceitos
discutidos em sala de aula e como eles se aplicam na sociedade. Isso ocorre porque esses componentes
ja estdo integrados em vdarios documentos curriculares da educacdo bdsica no Brasil, onde podemos
citar a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e a
Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (LDB), conforme Brasil (2018); Brasil (2008) e Brasil (1996),
respectivamente.

Neste cendrio, a criptografia entra como uma ferramenta para auxiliar a motivar os alunos no estudo
da matematica. Com ela conseguimos abordar tematicas importantes de algebra, teoria dos nimeros
e matemadtica discreta. Além de contribuir para o aprimoramento de competéncias essenciais, como
raciocinio 1égico, resolug@o de problemas e colaboracio no trabalho em equipe.

Portanto, o propdsito deste estudo é empregar a criptografia como meio para introduzir, rever, con-
solidar e até mesmo aprofundar tépicos matematicos, com foco particular no ensino do polindmio inter-
polador de Lagrange e Corpo Finito, conferindo-lhe maior relevancia e significado.

Sendo assim, as secdes subsequentes estdo organizadas da seguinte forma: Primeiramente é apresen-
tado um resumo da criptografia e como ela pode ser utilizada como elemento motivador para o ensino. A
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Secdo seguinte apresenta a relagdo dos contelidos matematicos que se baseia o0 método criptogréfico utili-
zado, a saber, o polindmio interpolador de Lagrange e Corpo Finito. Para na secio posterior apresentar o
método criptogrifico de Multiplas Partes Shamir Secret Sharing. E por fim, apresentar as consideracdes
finais e as perspectivas para possiveis trabalhos futuros.

Criptografia

A origem do termo “Criptografia” vem das palavras gregas “kryptds”, que significa “escondido”,
e “graphein”, que significa “escrita”, como visto em Yan (2013). Consiste na habilidade de reescrever
mensagens, nimeros e até mesmo efetuar operacdes matemdticas de maneira incompreensivel, tornando-
as legiveis somente para o destinatirio autorizado a decifra-las e compreendé-las. E segundo Singh
(2014), diferente da esteganografia que tem objetivo de esconder uma informagdo, a criptografia tem
como objetivo ocultar seu significado, ou seja, a mensagem que for transmitida estard toda misturada e
sem sentido para quem ndo conhece o protocolo de decriptacao.

A criptografia foi primordialmente empregada para fins militares, sendo um exemplo o uso da Ma-
quina Enigma durante o contexto da Segunda Guerra Mundial para a comunicacdo das forcas alemas,
conforme afirma Tavares (2017). Entretanto, atualmente, estd presente nas mais diversas atividades do
cotidiano, como por exemplo transacdes bancdrias, votagdes, comunicagdo, assinatura digital, entre ou-
tros.

A criptografia se torna um excelente elemento motivador para o ensino de matematica, porque, con-
forme afirma Borges (2008), ela consegue abordar desde temdticas mais simples, como o conceito ele-
mentar da contagem, como tematicas bem mais complexas, como curvas elipticas e computacao quantica,
tudo dependendo do método criptografico utilizado.

Em Tavares (2017) e Olgin e Groenwald (2011), temos a utilizacao da criptografia direcionado a ma-
temadtica abordada na educacgdo bésica, mais especificamente as temdticas operagdes matriciais e fungdes,
respectivamente. Assim como em Carvalho (2020), com €nfase em cursos técnicos, temos a utilizacio da
criptografia direcionado a andlise combinatdria, porcentagem e nimeros bindrios. J4 em Lunkes (2022)
e Fusco (2005), os autores abordam a criptografia como motivador no estudo do homomorfismo e das
estruturas algébricas, respectivamente, no contexto do ensino superior.

Assim, destacamos a atualidade e a relevancia desta tematica no dia a dia dos estudantes, abrindo
caminho para atividades pedagégicas em matematica que abordem a codificagdo e decodificacdo de
mensagens. [sso capacita os alunos a desenvolverem tanto a independéncia para comunicar de maneira
cifrada, quanto a habilidade de criar estratégias para resolver desafios.

Relacionando o Conteado

Dentre as varias temdticas da matematica em que a criptografia se fundamenta, concentraremos nossa
discussdo naquela que serve de base para o método criptografico empregado neste trabalho, a interpola-
¢do de Lagrange e Corpo Finito.

A interpolagdo é um método muito utilizado na matematica para se encontrar uma fungdo g(x) que
se aproxima da fung@o f(x), quando a funcéo f(x) possui operagdes de integracdo ou diferencia¢o ex-
tremamente dificil, ou até mesmo impossivel, ou quando sdo conhecidos apenas um conjunto de valores
numéricos da funcido dada um conjunto de pontos especificos, como explica Ruggiero e Lopes (1997).
Dentre tantos métodos de interpolag¢des disponiveis na literatura, podemos citar o Polindmio Interpola-
dor de Lagrange.

Conforme apresentado em Burden (2016), temos o seguinte teorema para tal método:

Teorema 1: Se xg,x1,...,x,, sdo n+ 1 pontos distintos, e f uma fun¢do cujo valores sdo dados para
esses nimeros, entdo existe um dnico polindmio P(x) de grau n maximo com

fxx) = P(xx) parak=0,1,...,n.
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Este polindémio € dado por
Pfl(x) - f(XO)Ln,O (X) +eeet f(xn)Ln,n (X) = Z f(xk)Ln,k(x); (1)

e L, x(x) é definido por

(x—x0)(x—x1) .. (x—=x%—1) (X —2Xpg1) ... (X —x5)
(5t —30) (e 1) -+~ 5t — 51 (o) -t — 5

Lyi(x) = 2)

n

(2 —xi)
Lix)= ] —=. (3)
i=0, j#i (%) —xi)

Entretanto, assim como aplicado por Burden (2016), iremos utilizar daqui por diante L, x(x) como
Ly (x) com o objetivo de evitar possiveis confusdes quanto ao seu grau. Bem como, ao longo deste texto,
nao faremos distin¢do entre polindmios e fun¢des polinomiais.

Utilizando o conjunto de pontos (1,2), (3,4), (5,1), (7,3) e (8,9), é possivel realizar uma repre-
sentacdo geométrica do método em questdo, por meio da Figura 1 com base na Equagdo 1. Em outras
palavras, ao calcular cada valor de n, obteremos um correspondente P, (x,) e, posteriormente, o valor de
P(x) = % - % + % —4, indicado no grafico pela cor preta.

Figura 1: Representacéio Geométrica do Exemplo do Polindmio Interpolador de Lagrange.
Fonte: autores.

Dizemos que um determinado conjunto nio-vazio é um corpo quando se verifica a satisfacio das
propriedades algébricas das operagdes de adicdo e multiplicagdo, as quais consistem na associatividade,
comutatividade, existéncia de elemento neutro e inversos aditivos para a adicdo, bem como a associ-
atividade, comutatividade, existéncia de elemento neutro e inversos multiplicativos, juntamente com
a propriedade distributiva em relacdo a operag¢do de adicdo, de acordo com Garcia e Lequain (2006).
Sendo assim, Corpo Finito consiste em um corpo que possui um conjunto finito de elementos, diferente
do conjunto dos nimeros reais R, por exemplo, que possui um ndmero infinito de elementos. Dentre as
defini¢cdes e teoremas referentes a tematica, baseada em Howie (2005), podemos destacar:

Teorema 2.1: Seja K um corpo finito, se |K| = p™ para algum primo p e inteiro m > 1, entdo todo
elemento de K é raiz do polindmio X”" — X sobre subcorpo primo Z -

Teorema 2.2: Seja p um primo e m > 1 um inteiro, entdo existe, a menos de isomorfismos, exatamente
um corpo de ordem p™.

Definicao 1: Dado p primo e um inteiro m > 1, o corpo de ordem p"” é chamado de Corpo de Galois de
ordem p™, e é denotado por GF (p™).

Defini¢do 2: Seja @ € K*, onde K* = K — {0} é um corpo finito, define-se a ordem do elemento & como
sendo o menor inteiro m tal que " = 1.

Teorema 3: Seja & um elemento ndo-nulo do corpo finito GF(q), entdo od~! = 1.

Com o objetivo de ilustrar as operac¢des de adicdo e multiplicagdo definias, bem como a ordem e
elemento primitivo do corpo finito, consideraremos o GF(5) com as operagdes definidas na Tabela 1
abaixo.
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Tabela 1: Operacdes mod 5

() Adigao mod 5 (b) Multiplicagdo mod 5

+[0]1]2|3|4 0T1T2T1314
0(0]1]2|3]4 olololololo
1111231410 170123 |4
21213141011 210(214]11]3
3/3[4/0[1]2 3/0(3]1]4]2

Tomando o elemento 3, utilizando a Tabela 1b, temos as Equagdes (4) a (9), nos oferece a informacdo
de que 4 ¢ a ordem do elemento 3, como afirmam os teoremas e defini¢cdes citadas anteriormente.

3l=3 (4)
32=3.3=4 mod5 (5)
33=3.32=2 mod5 (6)
3*=3.3=1 mod5 (7)
33=3.3*=3 mod5 (8)
36=3.33=4 mod5 9)

Shamir Secret Sharing

Na criptografia, temos a drea de Computagao Segura de Multiplas Partes, que permite que vdrias
partes colaborem na computac@o sem revelar suas entradas individuais, mantendo a privacidade das in-
formagdes enquanto obtém resultados precisos. Um 6timo exemplo sdo os métodos de Secret Sharing,
que particionam um dado sigiloso em partes e distribuem para diferentes entidades. S6 € possivel re-
construir o dado sigiloso combinando um niimero suficiente destas partes.

Na Figura 2 temos uma ilustragdo de um esquema de Secret Sharing baseado em um limiar, onde
podemos notar que o segredo € particionado em quatro chaves, um para cada participante, onde para
recuperacdo do segredo é necessdrio a unido de pelo menos dois destes. E vilido reforcar que, por ser
baseado em um limiar, qualquer subconjunto de dois participantes, ou mais, é suficiente para recuperar
o segredo.

Figura 2: Exemplo de Secret Sharing, baseado em um limiar.
Fonte: autores.

Dentre os métodos de Secret Sharing, podemos citar o Shamir Secret Sharing, formulado por Shamir
(1979). Nele, a informagdo privada é chamada de segredo, e ao ser cifrado ele € reescrito em forma de
polindmio, com a parte constante sendo o segredo. Ele é definido como (k,n) Shamir Secret Sharing,
onde k é o quérum, valor minimo de participantes necessarios para recuperar o segredo; e n € o nimero de



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

participantes do grupo. Cada participante ird receberd suas respectivas chaves, Sk; = (x;, f(x;) mod p)
para todo i € [1,n], ou seja, o valor do seu ponto, necessariamente diferente de zero, e o valor da funcdo
no ponto em questdo, onde p € primo. Desta forma, asseguramos que qualquer unido de k£ — 1, ou menos,
ndo consegue obter qualquer informacao referente ao segredo.

A reconstrugdo do segredo € baseada na interpolacdo de Lagrange sobre o Corpo Finito GF),, que
utilizando, pelo menos, k chaves recupera o polindmio de grau k — 1, e ao analisar o polindmio no ponto
x = 0 iremos recuperar o segredo desejado.

Logo, seja n o nimero maximo de participantes e GF um corpo finito que contém o dominio dos
possiveis segredos, onde a cardinalidade de GF é maior do que n. Sejam x1,x2,...,x, € GF elementos
nao-nulos, distintos entre si e fixos. Temos:

Compartilhamentos: Dado um segredo s € GF, quem inicia o esquema escolhe os coeficientes

ay,ay,..., ax—1 € GF e define o polindmio P(X) = s+2f;11 a;X'. O compartilhamento, ou share, do
usudrio P, € s; := P(x;) € GF.
Reconstrucao: Quando k usudrios rednem seus segredos s;,,s;,,...,s;, €les reconstroem o segredo

usando a interpolagdo polinomial calculando um polindmio tnico de grau (k — 1) definido por P’ onde o
segredo é P'(0). A reconstrugdo funciona a partir do momento que P = P e P(0) = s. Nenhum usuério
consegue inferir nenhuma informac@o sobre o segredo a partir de sua share.

Exemplo Contextualizado e Proposta de Atividade

A seguir, apresentaremos uma situacio hipotética que servird como ponto de partida para introduzir a
atividade proposta a turma, com o objetivo de explorar as temdticas mencionadas anteriormente de forma
contextualizada. Além disso, com a atividade proposta, estimular o desenvolvimento do raciocinio 16gico
e promover o trabalho em equipe como parte fundamental para a resolucdo do desafio proposto.

H4 uma empresa composta por cinco sécios formadores que, em comum acordo, decidiram que para
assinar digitalmente qualquer documento referente a empresa seria necessario a aprovacao de pelo menos
tr€s dos cinco socios. A senha da empresa para sua assinatura digital é 1947. Aplicando o Shamir Secret
Sharing, utilizando o primo p = 20231, cada sécio receberd uma das seguintes chaves:

Sky = (20,2767)  Sky = (51,7200)  Sks = (83,15808) Sks = (73,12678) Sks = (31,3900)

Escolhendo de forma aleatdria, por exemplo, as chaves Sky, Sk3 e Sks e aplicando no polindmio
interpolador de Lagrange, calcularemos:

Lo (x—x3)-(x—xs)  (x—83)-(x—31)  —x?+114x—2573 10
S —x3) - (n—xs)  (51—83)-(51—31) 640 (10)

onde, Lg, e Lgi, sdo calculadas de forma andloga. Aplicando na Equagdo (1), teremos entdo:

—x% + 114x — 2573 2 _82x+ 1581
P(x) = 7200-( o A 25 )—1—15808'()68x+58>

640 1664
X2 —134x+4233

+3900-( . ) (an

P(x) = 2x*+x+1947 (12)

Ao analisarmos o polindmio resultante no ponto x = 0, iremos obter o valor 1947, senha desejada. De
forma andloga, se utilizdssemos quatro ou cinco chaves, o procedimento seria 0 mesmo e chegariamos no
mesmo resultado. Entretanto, se utilizissemos apenas duas chaves, realizando o mesmo procedimento,
o resultado que iriamos obter ser o polindmio 143x — 93 e ao analisarmos no ponto x = 0, iremos obter
o valor (—93) mod 20231 = 20138. Valor distinto da senha desejada. Vale ressaltar que cada sdcio
receberd somente seu conjunto de dados da chave, sem ter acesso as chaves dos outros socios. Além
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disso, mesmo que dois dos cinco sdcios se unam para assinar em nome da empresa, a assinatura nao serd
bem-sucedida, pois o método foi configurado para requerer a participacdo de pelo menos trés deles.

Baseado no que foi exposto, e com o objetivo de abordar teméticas de forma colaborativa entre
os alunos, podemos sugerir a atividade denominada “Cofre da Turma”. Nesse contexto, o conteido
armazenado dentro do cofre somente pode ser compartilhado com aqueles que obtiverem acesso ao
mesmo. Nesse cendrio, o papel do professor assemelha-se ao de um “computador central” encarregado
de receber as senhas necessdrias para a abertura do cofre. Ele serd responsavel para analisar as estratégias
e os célculos feitos pelos alunos, que poderdo ser auxiliados por softwares, dependendo da turma a ser
aplicada. Também ficard a critério do professor, o nivel de dificuldade da atividade, sendo um exemplo
a ndo informacdo do quérum necessario para maior dificuldade na resolugdo. A turma é dividida em
cinco grupos distintos, sendo que cada grupo recebe seu préprio conjunto Sk; de chaves. A tarefa desses
grupos consiste em colaborar entre si, a fim de encontrar a melhor estratégia para combinar suas chaves
de modo a abrir o cofre com sucesso.

Os participantes t€m a liberdade de explorar diferentes abordagens, incluindo a tentativa de insercao
de senhas incorretas, bem como a possibilidade de tentar subjugar um membro de outro grupo, entre
outras estratégias, sempre visando identificar a abordagem mais vantajosa. Cada uma dessas situagdes
deve ser analisada a posterior, uma vez que elas podem gerar discussdes significativas em sala de aula.
O uso de senhas incorretas, mesmo que o nimero minimo necessario de k chaves seja atingido, nao
revela informacao sobre a senha correta, por exemplo. Assim como a vulnerabilidade a diversos tipos
de ataques, inclusive de suborno, que ficamos quando confiamos nossas senhas a terceiros. Com isso,
pode-se pensar em atividades em que grupos distintos tentam desvendar a senha de outro grupo, por
exemplo.

Consideracoes Finais

O objetivo central deste estudo é complementar a pratica pedagdgica de ensino da Matematica no
processo de ensino-aprendizagem, buscando na interdisciplinaridade uma abordagem que enriqueca a
compreensdo dos conceitos mateméticos e promova uma aprendizagem mais significativa. Além disso,
busca trazer ao debate a importancia de trabalhar a matematica de forma mais articulada com a realidade.
Desse modo, hé a possibilidade de motivar o aluno a aprendizagem, mostrando a importancia de aprender
matematica. Isso resulta em um enriquecimento da educa¢do matemdtica, promovendo uma abordagem
mais abrangente e relevante para o desenvolvimento dos estudantes.

A criptografia entra como um recurso didatico para, além de agucar a curiosidade, aproximar o
educando com problemiticas reais que lhe cercam, como defende Olgin (2011). Entdo, com métodos
criptogréficos podemos introduzir, revisar, refor¢ar e aprofundar alguns conteidos matemaéticos presente
em sala de aula, seja na educagdo bdsica, técnica ou na educagdo superior.

O presente trabalho é uma proposta para professores de cursos de graduagdo que envolvam mate-
matica e computagdo, tendo em vista que consegue atender muito bem ambos os cursos. A criptografia
em si, tem demonstrado seu papel de facilitador na compreensdo de temadticas, até entdo abstratas, em
virtude de sua aplicag@o no cotidiano. No caso do Shamir Secret Sharing, apresentado no presente tra-
balho, abordamos tematicas da interpolacido de Lagrange, bem como o conceito de Corpo Finito com a
aritmética modular.

Para trabalhos futuros, temos outros métodos de Secret Sharing para aprofundar e utilizar como
motivador em sala de aula, tanto para ensino bédsico como ensino superior. O Blakley’s Scheme, por
exemplo, proposto por Blakley (1979), pode ser utilizado como motivador para o ensino de matrizes
para o ensino bésico e de para o ensino de hiperplanos e resolucdo de sistemas lineares para o ensino
superior.
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Resumo: Ao se trabalhar com interpretagdo econdmica em um problema de programagao linear aprendemos que
o preco-sombra da i-ésima restricdo € o valor da taxa de variacdo que ocorre na fungdo-objetivo quando se perturba
o recurso b; desta restricdo em uma unidade. E, esta perturbagdo se reflete na i-ésima variavel dual, w;. Conse-
quentemente, igualamos o prego-sombra da i-ésima restricdo com a i-ésima varidvel dual, w;. Essa afirmacdo é
verdadeira sempre que temos um problema com solug¢do 6tima primal ndo degenerada, contudo, quando o pro-
blema tem solu¢do degenerada isto pode ndo ser verdade. Dessa forma, o objetivo deste trabalho é apresentar
de forma mais detalhada este problema e propor duas abordagens para calcular os pre¢os-sombra corretos de um
problema de programacio linear com solucdo 6tima primal degenerada.

Palavras-chave: Pregos-sombra. Programacao linear. Solugio 6tima degenerada.

Introducao

Considere um Problema de Programagdo Linear (PPL) primal (P) dado por:

min z,= c'x
(P) s.a Ax>b (1)
x>0

associado a este PPL, (P), temos o PPL dual (D), que pode ser escrito como:

max z;= b'w
(D) s.a. Alw<c (2)
w>0

z

onde A € R™*" ¢ a matriz dos coeficiente, com posto(A) = m, b € R™ é o vetor de recursos, ¢ € R" é o
vetor de custos, x € R" € o vetor das varidveis do primal e w € R™ é o vetor das variaveis duais.

No estudo de programagdao linear definimos a variagdo da fungao-objetivo z, como a derivada parcial
de z;, em relac@o ao recurso b; da i-ésima restricdo como a i-ésima solugio dual relativa a esta restri¢ao
(isto é, w;), ou ainda:

5 =Wi=pi=pi

onde p; € o prego-sombra positivo, isto é, a taxa de variacdo na fung@o-objetivo para o aumento de
uma unidade em b;, € p;” € dito o prego-sombra negativo, ou seja, a taxa de variagdo na fungdo-objetivo
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para a reducdo de uma unidade em b;. Entretanto, essa afirmacdo foi refutada por Strum (1969) quando
escreveu uma nota sobre os “dois lados” do preco-sombra. O autor constatou, por meio de um exemplo,
que o preco-sombra relativo ao “ganho em ter mais uma unidade de um recurso” era diferente do preco-
sombra da “perda em ter uma unidade a menos”, em outras palavras, o preco-sombra positivo poderia ser
diferente do preco-sombra negativo. Essa diferenga aconteceu devido a solugdo do problema primal ser
degenerada, e consequentemente possuir um problema dual com solucdo 6tima alternativa, possibilitando
assim diferentes precos-sombra.

Problema Primal Degenerado
Considere o problema apresentado por Strum (1969):

max z=2x14+3x

sujeito a 3x1+xp <48
3x1+4x, <120 3)
X1+ 2x; <56
x; >0, j=1.2

A resolucdo grafica do problema (3) pode ser vista na Figura 1. Com o grafico € possivel notar que a
segunda restricdo € fracamente redundante e ocasiona a degenerescéncia do problema.

-
30
¢

25 z

20

=)
b=

1 15\B 20 5 30 35 c?ﬁ\u 50 55 5

Figura 1: Representagdo grafica do problema degenerado proposto por Strum (1969).

As Equagoes Basicas (EB) do problema em uma das bases 6timas sao:

X1 = 8 — x4+ 2x5
X2 24 + %X4 — %X5
s 5 4)
X3 0 + 5X4 — 5X5
(max) z 88 — %x4 — %xs

Com isso, o problema primal (3) tem solugdo 6tima tnica x* = (8,24)", com o valor 6timo z* = 88.

Porém, como podemos observar pelas EB temos a varidvel basica x3 = 0, ou seja, o problema primal tem
solugdo 6tima degenerada. Inicialmente, se quiséssemos calcular os precos-sombra do problema, assu-
miriamos o resultado das variaveis duais, isto €, w* = (O, %, %)t Inclusive, utilizando o solver do Excel
temos 0 mesmo resultado, como € apresentado na Figura 2. Dessa forma, se planejdssemos aumentar
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uma unidade do recurso relativo a segunda restricao, por exemplo, concluirfamos que a variacao no valor
6timo da fungdo-objetivo seria de 1/2, o que é equivocado, uma vez que néo hd variagdo no valor 6timo.
Isso acontece pelo fato do solver emitir a solug@o dual, que corresponde a primeira base encontrada que
satisfaz o critério de otimalidade, como preco-sombra e ndo busca por uma base que corresponde a um
aumento no recurso e uma outra base que corresponde a redugdo do recurso.

Microsoft Excel 16.0 Relatario de Sensibilidade
Planilha: [Pasta1l]Planilhal
Relatério Criado: 30/08/2023 15:32:47

Restricdes

Final f Sombra § Restricio Permitide Permitido
Célula Nome Valorl| Pregco [ateral R.H. Aumentar Reduzir

SESS e 48 of A3 1E+30 0
$ES6 e 120 0,5 120 0 8
SES7 e 56 0,5 56 4 0

Figura 2: Relatério de sensibilidade do problema do Strum (1969) emitido pelo solver do Excel.

Calculo dos Precos-Sombra

Conhecendo o problema apresentado na secdo anterior, apresentaremos duas abordagens para calcu-
lar corretamente os precos-sombra. A primeira, inspirada no trabalho do Akgiil (1984), resolvendo PL
bem menores que o inicial e a segunda utilizando a Andlise Paramétrica.

Abordagem 1

Assumindo que o problema primal tenha solucao 6tima degenerada, € conhecido que o problema dual
associado possui solugdes 6timas alternativas. Visto que os precos-sombra estdo associados a solugao
6tima do problema dual, que nesse caso € alternativa, é necessdrio caracterizar a regido de todas as
solucdes 6timas do dual, e a partir disso calcular os verdadeiros pregos-sombra.

Descrevemos a regido de todas as solugdes alternativas como w = w* + DA > 0, onde D é a matriz
cujas colunas sdo as direcdes simplex das varidveis ndo bdsicas, com os custos reduzidos iguais a zero, a
partir do ponto 6timo w*. Observe que os pontos W, dados por A, pertencem a toda a regido formada pela
combinacdo linear positiva das dire¢des simplex, porém, é preciso manter a factibilidade do problema,
por isso impomos que W > 0. Contudo, estas informagdes sao relacionadas a solugdo do problema dual
e queremos formar a regido absorvendo os dados diretamente do problema primal, sem criar o problema
dual e resolvé-lo.

O vetor w* € a solucdo do dual, com isso, sabemos que as varidveis estruturais do dual sdo os custos
reduzidos das varidveis de folga do primal, ja as varidveis de folga duais sdo dadas pelos custos reduzidos
das varidveis estruturais do primal. Agora, para as dire¢des extremas desse ponto, inicialmente suponha
que a variavel basica x; do problema primal no 6timo seja degenerada, com isso by = 0, este valor se
transforma no custo reduzido da varidvel wy no problema dual associado, o que vai indicar que a solug¢do
Otima ¢ alternativa. Sabemos que a direcdo simplex desta varidvel dual wy se encontra na coluna do
custo reduzido igual a zero. Dessa forma, nas EB do problema primal, a dire¢do simplex fica na linha da
varidvel degenerada. Porém, devemos nos atentar com a ordem dos componentes do vetor, uma vez que
seguem as posicoes das varidveis duais com relacdo aos custo reduzidos.

Sabendo disso, vamos caracterizar a regido formada pelas solugdes 6timas alternativas do problema

proposto por Strum (1969). Queremos recuperar as informacgdes de w = w* + DA pelas EB determinadas



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

em (4), para tanto vamos considerar as linhas degeneradas e a linha da fun¢ao-objetivo:

0x; 4 Oxp ‘ +1x3 — %X4+ %X5 =0
Ox1+0xy | +0x3+ Sxs+ Sxs =88

W4 W5 ’ w1 wo w3

Consequentemente,

. 11 ! 59 !
w —<O, 5, 2,0,0) c D—(l7 *E, 2,0,0) .

Assim, definimos a regido formada por todas as solu¢des 6timas do dual por:

o] [1] ]
1 5 1 5
2 —3 234
A ] — |1 9 — |1 9
w=w'+DA=[LI+| 2 2= 1422 >0
0 0 0
0] | 0] | 0

Ou seja, temos o seguinte sistema de inequacdes, ja removendo as inequagdes redundantes:

/lél

A>0

9]

(A)

Conhecendo a regido das solugdes 6timas do dual, que chamaremos de W*, Akgiil (1984) mostra
como podemos calcular os precos-sombras corretos de um problema primal dado no formato candnico
de minimizagéo, (P). Definindo F(b) = min {c’x:Ax > b,x > 0} e a derivada direcional de F em b na
dire¢@o de um vetor u € R™ por D, F (b) = max {u'w; w € W*}, 0 autor descreve o pre¢o-sombra positivo
da i—ésima restri¢do como a taxa de variagdo de F (b) para um aumento de uma unidade em b; por:

pi =D, F(b) =max {ejw; we W*}.

E o preco-sombra negativo da i—ésima restrigao, isto €, a taxa de variagdo de F (b) para uma redugio de
uma unidade em b; fica:

pi =D_F(b) = max{(—e)'w; weW"} =min{elw; we W*}.

Com isso, para calcular os pregos-sombra positivo e negativo de cada restricdo precisamos apenas
resolver esses dois pequenos PPL. Diante disso, vamos calcular os pregos-sombras do problema do Strum
(1969), entretanto, como o problema (3) ndo estd no formato candnico de minimizagdo os precos-sombra

sao dados por:
pi =De,F(b) =min{ejw; we W*} e p; =D_F(b) = max{(—¢)'w; weW*}.
Logo, os precos-sombra positivo e negativo corretos de cada restri¢do sao:

° p?’
min = A
sujeito a A€ (A)

cuja solugdo é A* = 0. Assim, p| = 0.
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° pl_
max 73 = A
sujeito a A€ (A)

1 1
cuja solugao é A* = 3 Assim, p| = 3

. p;:
min 7y = % - %QL
sujeito a Ae(A)
. a1 n
cuja solugdo é A* = 3 Dessa forma, p, =0.
° pZ_
max g3 = % - %l
sujeito a A€ (A)
. - _ 1
cuja solu¢do é A* = 0. Dessa forma, p, = R
. p;
min 7= 3+ %l
sujeito a A€ (A)
. s L 1
cuja solugdo é A* = 0. Portanto, p; = 5
3 p3_
max g3 = % + %QL
sujeito a A e (A)

1
cuja solugdo é A* = 5 Portanto, p; = 3

Em resumo, os precos-sombra corretos do problema proposto pelo Strum (1969) sao:

1
pi =0 p; =0 Py =5
-1 -1 - _%
P =3 Py ) P3 ~ 3

Abordagem 2

Outra forma para encontrar os pregos-sombra de acréscimo, p;, e decréscimo, p; , ¢ utilizando a
abordagem da Anélise Paramétrica (AP). Nesse caso, perturbamos isoladamente cada restri¢do i com
i=1,2,...,m ao longo das direcdes d = +e¢;, para o preco-sombra positivo e d = —e;, para o prego-
sombra negativo, isto é, b+ Ad com A > 0.

Para tal, definimos o conjunto S = {i: d < 0}, onde d = B~'d, e verificamos que se S = () entio a base
atual € Gtima para todos os valores de A > 0 paramos com o processo da AP e calculamos o preco-sombra,

caso contrario, encontramos um intervalo critico, [0, l} , no qual a base atual permanece 6tima, de modo

A . b; - . . .
que A = min {d ,com b = B~!b. Ainda, como estamos interessados em descobrir apenas o pi+ eo
i€S ;
1
p; de cada restricdo i, precisamos encontrar apenas o primeiro intervalo critico, ou seja A = 1. Porém,
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devemos tomar cuidado quando A =0, pois nesse caso nao é possivel fazer nenhum movimento com a
base atual, portanto, temos que mudar a base pivoteando em cima da varidvel degenerada (utilizamos o
Meétodo Dual Simplex (MDS) para ndo romper a otimalidade do primal), consequentemente encontrando
uma base 6tima alternativa.

Assim, utilizando a AP com as devidas ressalvas, podemos encontrar os precos-sombra corretos de
problemas de programacao linear com solug¢do 6tima primal degenerada, como é o caso do problema do
Strum (1969). Pelas EB (4) conseguimos representar a base 6tima que a represente, logo:

0 1 -2

B=[a",a’a’] e B'=]0 —% %
5 9

I =3 3

Agora, calculando os pregos-sombra com a Andlise Paramétrica temos:
* p;: Utilizando a direg¢do d = e¢; = (1,0,0)’, encontramos:

0
d=B'd=]0 | =5=0.
1

Como S = 0, segue que a base atual é 6tima para todos os valores de A > 0. Calculando a variagio
no valor 6timo do problema vale que:

0
zZ(A) = '+ Acid=8+21(2,3,0)| 0 | =8+0A4,
1

o que mostra que quando A = 1 ndo ocorre varia¢do na fung¢do-objetivo (nesse caso qualquer A > 0
ndo afetard o valor 6timo inicial), ou seja, pf =0.

* p,: Para p; usamos a dire¢do d = —e; = (—1,0,0)’, com isso:
_ 0 0
d=B'd=| 0 :>S={3}:>A:min{l}:o.
-1 2

Como A = 0 ndo é possivel “andar” na diregio d, por essa razio precisamos mudar a base 6tima,

isso significa que a terceira varidvel bdsica deve sair da base, ou seja, x3 saird da base. Pelo teste
1 . .

da razdo do MDS temos min { %} = % entdo a variavel x4 deve entrar na base. Assim, as novas
2

EB no 6timo sdo dadas por:

x1 = 8 —%X3+éX5
1 3
xy = 24+ 5X3 — 5X5 )
_ 2 9
xg = 0 +2x3+3x5
(max)z = 88— ix3— Lxs
Portanto, a nova base € dada por:
2 _1
5 5
B=l[a',a’a*] e Bl'= —% %
2 _9
5 5
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Dessa forma, calculando d com a nova base, temos:

_ 5 8
d=B'd= :>S:{1}=>7L:min{}:20.

2
5

NI L~

Como A # 0 e precisamos apenas de A = 1, podemos calcular o pre¢o-sombra negativo da primeira
restricdo, ou seja:

2(A) = Z+Adgd =8+1(2,3,0) —8— 11,

o que mostra que quando A = 1 a variagdo na func@o objetivo é um decréscimo de %, isto €, p; = %
Vale mencionar que nesse caso poderiamos verificar a varia¢do na funcéo-objetivo com A até 20,
uma vez que a base continua 6tima dentro desse intervalo.

Por fim, continuando esse processo nas demais direcdes encontrariamos os outros pre¢os-sombra.

Conclusoes

Neste trabalho, mostramos que quando o problema primal é degenerado o preco-sombra de aumen-
tar a disponibilidade de um recurso pode ser diferente do preco-sombra de reduzir a disponibilidade do
mesmo recurso, € que o prego-sombra nio € equivalente a solucdo 6tima dual quando temos solugdo
6tima primal degenerada. Vale destacar que apesar de exemplificar o erro gerado com o solver do Excel,
esse erro também € encontrado por outros solvers mais robustos de PL (como CPLEX, GUROBI, etc).
Por fim, ainda apresentamos duas formas para calcular os valores dos precos-sombra corretamente. A
Abordagem 1, que emite o resultado do preco-sombra resolvendo um PPL bem menor, porém, preci-
samos caracterizar a regido formada por todas as solucdes Otimas alternativas, além de resolver até 2m
problemas de programacao linear (se quisermos saber todos os precos-sombra do PPL). J4 a Abordagem
2, além de encontrarmos os precos-sombra corretos, indica o intervalo critico no qual a variacdo é vélida.
Entretanto, em muitos casos precisamos realizar vérios pivoteamentos, gerando um custo computacional
maior.
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Resumo: Este trabalho apresenta uma comparag@o da performance de diversos algoritmos de construcdo de rotas
para o classico Problema do Caixeiro Viajante. A andlise levou em conta a qualidade das solugdes e o tempo
computacional requerido. Utilizou-se 20 instincias da TSP-Library, onde aplicou-se 9 técnicas aproximadas para
a obtengdo das solugdes. Sabe-se que sdo inlimeras as técnicas de alta performance que tém surgido para resolver
o referido problema. Apesar disso, técnicas significativamente mais simples, de facil implementagéo e que exigem
baixo esfor¢o computacional, sdo muitas vezes utilizadas como solugdes iniciais, onde outros métodos para
melhoria de rotas podem ser aplicados, ou utilizadas na construc¢do de populagdes de solugdes iniciais para técnicas
mais sofisticadas, como algoritmos genéticos. Comparagdes entre algoritmos sdo sempre complicadas, mas os
resultados aqui obtidos podem dar uma boa ideia, para a escolha de um método ndo exato, capaz de gerar boas
solucdes aproximadas, em um tempo computacional aceitavel.

Palavras-chave: Problema do Caixeiro Viajante. Pesquisa Operacional. Otimiza¢ao

Introducio

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) consiste em estabelecer uma Unica rota que passe por
cada nd de um grafo, uma e apenas uma vez, retornando ao no6 inicial no final do percurso. Este roteiro
Hamiltoniano deve ser feito de modo que a distancia total percorrida seja minima.

Nao ¢ conhecido exatamente quem foi o precursor do termo “Caixeiro Viajante” (SOUZA, 1997),
mas o problema popularizou-se rapidamente, sendo inumeras as aplicacdes para o mesmo
(BENEVIDES, 2011), (COOK, 2014), (SOUZA, 1997).

Para a obtencdo de solugdes exatas para o problema, existem diversas formulagdes de
programag¢ao matematica. Um modelo de programacao linear inteira binaria apresentado por (BODIN
et. al., 1983) ¢ descrito na sequéncia:

Seja o grafo G(V,A) onde V representa o conjunto de vértices |V| = n, e 4 o conjunto de arcos.
Se for admitido que os custos ou distdncias minimas entre os nos da rede sdo dados pela matriz C =
[ci j] simétrica, isto €, considera-se que ¢;; =c;;, assumindo ainda que ¢;; = +o0, Vi € N e considerando

amatrizX = [xl- j] das variaveis de decisdao do problema, onde:

Yo = {1 seoarcoi — j estdnarota
Y 0 caso contrario

tem-se a seguinte formulacdo de programacao linear inteira binaria para o problema

n n
min ZCU’XU’ (1)
i=1j=1
sujeito a:
n
Yxy=1 (=1 @
i=1
n
Yry=1  G=1m 3
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X = (xl-j) ES (4)

x;j=0o0ul (i,j=1,-,n) (5

A funcido objetivo € representada pela equagdo (1). Os dois primeiros grupos de restrigdes

(2) e (3), garantem que exatamente um arco (i,j) emana de cada n6 da rota e exatamente um

arco (i,j) ¢ direcionado para cada no j da rota. Nas restri¢des (4), o conjunto S pode ser qualquer
restrigdo que evite a formagao de subrotas. Estas restrigoes podem ser, entre outras:

S ={(xij): Yico Xjeo Xij = 1 para todo subconjunto nio vazio Q de N};
S = {(xij): Yier 2jer Xij < |R| — 1 para todo subconjunto ndo vazio R de {2, 3, -, n}};

S= {(xij): yi—Yyj+nx;; <n—1para2 <i# j<nparaalgum nimero real yi};

As ultimas restri¢cdes (5), indicam que as variaveis sao binarias (0 ou 1).

Considerando a grande dificuldade na aplicagdo de procedimentos exatos, como o descrito
anteriormente, baseados em programacdo matematica, muitas técnicas aproximadas, heuristicas e
metaheuristicas, tém surgido nas ultimas décadas. Entre estes procedimentos, podemos citar Simulated
Annealing (BUDINICH, 1996), Redes Neurais (SIQUEIRA, 2005), Colonia de Formigas (DORIGO ¢
GARAMBARDELLA, 1997), Busca Tabu (KNOX, 1994), Algoritmos Genéticos (JIN et al., 2003),
Também comparagdes entre outros algoritmos heuristicos inspirados na natureza sdo encontrados na
literatura (STUTZLE et al., 2000).

Neste trabalho, utilizou-se 9 técnicas de construgdo de rotas, descritas em (BODIN et. al. 1983).
Sdo procedimentos que variam dos mais simples, com caracteristicas greedy e decisoes estocasticas, até
métodos mais complexos, que iniciam com uma envoltéria convexa dos pontos representados pelos
vértices do grafo associado ao problema, seguido de metodologias para a inser¢ao no roteiro dos pontos
que restaram no interior do poligono convexo formado.

Como justificativa para o uso destes procedimentos mais simples, que nem sempre fornecem
solugdes de qualidade, pode-se citar a existéncia de algoritmos para melhorias de rotas, que permitem
entre outras coisas, desfazer cruzamentos de arcos, promovendo muitas vezes melhorias bastante
significativas nos resultados. Entre estas técnicas de melhorias de rotas, pode-se citar os métodos
conhecidos como 2-Opt e 3-Opt, que s3o frequentemente aplicados a partir de solugdes iniciais
(BIANCHI e BOWLER, 2005), (BODIN et. al. 1983), etc.

Estas solugdes aproximadas, de rapida obtengdo, podem também ser utilizadas para formagédo de
populagoes iniciais para uso em algoritmos genéticos, ou outras técnicas.

Algoritmos utilizados

Na sequéncia, sdo apresentados os 9 algoritmos de construcdo de rotas utilizados neste trabalho.
Em cada uma destas técnicas, sdo descritos os passos, o comportamento das técnicas no pior caso, bem
como as complexidades computacionais dos mesmos (BODIN et. al. 1983).

Para facilitar a apresentacdo dos resultados nas tabelas, figuras e conclusdes, os nomes destes
procedimentos serdo referidos pelas siglas em negrito, que seguem os nomes dos algoritmos
apresentados abaixo.

1 — Vizinho mais proximo (tspviz):
P1. Escolha um no inicial.
P2. Encontre o n6 mais préoximo do ultimo né adicionado na rota e adicione-o na rota.

P3. Repita o passo 2 até que todos os nos tenham sido incluidos na rota.

P4. Una o primeiro n6 ao ultimo no da rota.
Comprimento do roteiro obtido

. . 1 1
Comportamento do algoritmo no pior caso: <3 [log, n] + >

Comprimento do roteiro 6timo
onde [X] é o menor nimero inteiro = X e n é o nimero de nds da rede.

2
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Complexidade computacional: n?
Observacao: O algoritmo pode ser repetido n vezes, sendo que em cada vez, um novo vértice &
escolhido para iniciar o processo. Neste caso, a complexidade computacional sera n3

2 — Inser¢do do mais proximo (tspimp):

P1. Inicie com um subgrafo contendo apenas o no i.

P2. Encontre o n6 £ tal que c;; seja minimo e forme a subrota i — k — i.

P3. Dada a subrota, encontre o né k ndo pertencente a subrota, mais proximo de qualquer n6 da
subrota.

P4. Encontre o arco (i, j) na subrota que minimiza c¢;, + ¢x; — ¢;; € insira k entre i € /.

P5. Volte ao passo 3 até que todos os nds tenham sido incluidos na rota.
Comprimento do roteiro obtido

Comportamento do algoritmo no pior caso: - —— <
Comprimento do roteiro 6timo

Complexidade computacional: n?
3 — Insercdo do mais barato (tspimb):

P1. Inicie com um subgrafo contendo apenas o nd i.

P2. Encontre o né k tal que c;j;, seja minimo e forme a subrota i — k — i.

P3. Encontre o arco (i, j) na subrota e o n6 £ ndo pertencente a subrota, tais que:
Cik + Cj — ¢;j seja minimo. Insira k entre i € /.

P4. Volte ao passo 3 até que todos os nds tenham sido incluidos na rota.
Comportamento do algoritmo no pior caso: é o mesmo do algoritmo tspimp.
Complexidade computacional: n? - log, n

4 — Insercao arbitraria (tspiar):
P1. Inicie com um subgrafo contendo apenas o no i.
P2. Encontre o no £ tal que c;;, seja minimo e forme a subrota i — k — i.
P3. Selecione arbitrariamente um no k nao pertencente a subrota.
P4. Insira 0 n6 k entre i ¢ j do arco tal que ¢ + ¢; — ¢;; seja minimo.

P5. Volte ao passo 3 até que todos os nds tenham sido incluidos na rota.

. . Comprimento do roteiro obtido
Comportamento do algoritmo no pior caso:

< [log,nl+1

Comprimento do roteiro 6timo
Complexidade computacional: n?

5 — Inser¢do do mais distante (tspimd):

P1. Inicie com um subgrafo contendo apenas o no i.
P2. Encontre o no £ tal que c;;, seja maximo e forme arota i — k — i.

P3. Dada a subrota, encontre o nd k£ nao pertencente a subrota mais distante de qualquer n6 da
subrota.

P4. Encontre o arco (i, ) na subrota que minimiza c; + ¢ — ¢;; € insira k entre i e /.
P5. Volte ao passo 3 até que todos os nds tenham sido incluidos na rota.
Comportamento do algoritmo no pior caso: € o mesmo do algoritmo tspiar.
Complexidade computacional: nao citado em (BODIN et. al., 1983).

6 — Inser¢do mais rapida (tspimr):

P1. Tome um no inicial para formar um circuito 7 com 1 né e 0 arcos.

P2. Dado o conjunto Ty, ache o nd z;, ndo pertencente a T}, mais proximo de um noé y; em Tj.
P3. Seja T 1 arota com k + 1 nds, obtida inserindo z;, imediatamente em frente a y;.

P4. Repita P2 e P3 até que todos os nos tenham sido incluidos na rota.

Comportamento do algoritmo no pior caso: é o mesmo do algoritmo tspimp.

Complexidade computacional: ¢ a mesma do algoritmo tspimp.

7 — Insergdo na envoltéria Convexa (tspchi):

P1. Forme uma envoltdria convexa com os pontos do problema. Esta envoltoria é uma subrota
inicial.
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P2. Para cada né k que ainda ndo esta na subrota, decidir entre que nés i ¢ j da subrota, o nd & sera
inserido. Assim, para cada no , encontre (i, j) tal que ¢;; + ¢ j — ¢;; seja minimo.

P3. Para todos os (i, k, j) encontrados no passo 2, determine (i*, k*, j*) tal que:

(Cikr + Cirj*) /cix j+ seja minimo.

P4. Inserir k* na subrota entre os nés i* e j*.

P5. Repetir os passos P2 até P4, até que um circuito Hamiltoniano seja obtido.

Comportamento do algoritmo no pior caso: desconhecido.

Complexidade computacional: maior que a complexidade computacional do algoritmo tspimb.

8 — Insercdo do maior angulo (tspgai):
P1. Forme uma envoltdria convexa com os pontos do problema. Esta envoltoria ¢ uma subrota
inicial.
P2. Encontre o n6 k* fora da subrota e o arco (i*, j*) na subrota, tal que o angulo formado pelos
arcos (i*, k*) e (k*, j*) é maximo.
P3. Inserir k* na sub-rota entre os nés i* e j*.
P4. Repetir os passos P2 até P3, até que um circuito Hamiltoniano seja obtido.
Comportamento do algoritmo no pior caso: desconhecido.
Complexidade computacional: é a mesma do algoritmo tspimb.

9 — Diferenca X raio de insercao (tspdri):
P1. Forme uma envoltoria convexa com os pontos do problema. Esta envoltdria € uma subrota
inicial.
P2. Encontre o n6 k* fora da subrota e o arco (i*, j*) na subrota, tal que o produto:
(Ci*k* + Cr*j*x — Ci*j*) X (Ci*k* + Ck*j*)/ci*j* ¢ maximo.
P3. Inserir k™ na subrota entre os noés i* e j*.
P4. Repetir os passos P2 até P3, até que um circuito Hamiltoniano seja obtido.
Comportamento do algoritmo no pior caso: desconhecido.
Complexidade computacional: é a mesma do algoritmo tspimb.

Os testes computacionais e resultados

Os algoritmos aproximados foram todos implementados utilizando a linguagem Python 3.8.3.
Utilizou-se um computador notebook, com processador Intel(R) Core (TM) 17-8550U, 8th Gen. com
16GB de memoria RAM e sistema operacional Windows 11.

Para testar os algoritmos, extraiu-se 20 instancias do TSP-Library (REINELT, 1990) e (REINELT,
1991). Estas instancias sdo referidas nas tabelas por: att48, eil51, berlin52, st70, eil76, rat99, kroD100,
kroE100, eil101, pr136, kroA150, kroB150, kroA200, kroB200, ts225, att532, rat575, pr1002,
vmn1084 ¢ rl1304, com uma quantidade de nos variando de 48 até 1304 nos.

Na tabela 1 que segue, sdo apresentadas as 20 instancias, com as quantidades de nos e seus
respectivos valores 6timos. Nas colunas que seguem, sdo exibidos os resultados obtidos para as técnicas
abreviadas por tspviz, tspimp, tspimb, tspiar ¢ tspimd.

Tabela 1: Os resultados computacionais para as 20 instincias escolhidas, utilizando os algoritmos de
construcao de rotas: tspviz, tspimp, tspimb, tspiar e tspimd.

Instancias
TSP- Nos Valor 6timo tspiviz tspimp tspimb tspiar tspimd
Library
att48 48 33.523,709 | 42.626,505| 37.984,53| 36.246,871| 36.181,941| 36.687,026
eil51 51 429,118 539,995 484,978 496,252 447,321 489,803
berlin52 52 7.544,366 9.223,293 8.878,75 9.216,761 8.442,962 8.116,906
st70 70 677,871 794,547 773,065 784,528 698,966 750,058
€il76 76 545,388 636,317 618,084 623,391 596,061 609,830
rat99 99 1.219,244 1.416,735 1.465,88 1.484,801 1.385,282 1.316,581
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kroD100 100 21.294,291 | 29.201,458| 25.859,91| 25.216,098 | 24.166,506| 23.201,631
kroE100 100 22.068,759 | 24.907,022| 27.380,66| 25.491,687| 22.971,698| 24.799,114
eil101 101 640,970 762,034 736,369 727,965 689,415 724,091
pr136 136 96.770,925 | 122.777,119 | 107.844,18 | 110.320,800 | 105.562,592 | 107.482,415
kroA150 150 26.525,032 | 33.603,035| 32.215,80| 30.955,040| 29.052,659| 30.394,054
kroB150 150 26.127,358 | 34.835,250| 31.619,76| 30.806,591 | 28.624,327| 29.301,653
kroA200 200 29.369,408 | 38.996,468 | 35.561,22| 34.995,760| 31.799,054 | 32.830,935
kroB200 200 29.440,413 | 37.466,144| 36.276,30| 35.858,749| 32.484,722| 33.811,724
ts225 225 126.645,934 | 152.894,347 | 149.925,13 | 173.628,128 | 137.568,966 | 159.404,527
att532 532 86.742,423 | 110.016,151 | 106.858,41 | 101.915,967 | 96.758,297 | 100.723,643
ratS75 575 6.798,256 8.342,289 8.272,43 8.047,029 7.563,529 8.258,420
pr1002 1002 259.066,664 | 331.303,658 | 306.943,61 | 305.129,802 | 292.695,612 | 321.385,601
vm1084 1084 239.281,871 | 306.630,607 | 281.237,92 | 278.359,127 | 271.545,789 | 289.198,013
rl1304 1304 252.940,699 | 332.677,692 | 317.570,01 | 309.626,291 | 301.779,130 | 323.252,341

Na tabela 2 que segue, sdo apresentadas as 20 instancias, com as quantidades de nos e seus
respectivos valores 6timos. Nas colunas seguintes, sdo exibidos os resultados obtidos pelas técnicas
abreviadas por tspimr, tspchi, tspgai e tspdri.

Tabela 2: Os resultados computacionais para as 20 insténcias, utilizando os algoritmos de construcdo de rotas:
tspimr, tspchi, tspgai e tspdri.

TISli’s-ti?bcli;:‘y Nos Ztiil:zz tspimr tspchi tspgai tspdri
att48 48 | 33.523,709| 45.077,358| 35.759,278 | 35.802,856| 34.542,296
eil51 51 429,118 577,468 454,301 460,442 466,262

berlin52 52 7.544,366 | 10.241,823| 8.147,391 7.725,475| 8.051,149
st70 70 677,871 887,029 755,342 739,362 707,997
€il76 76 545,388 748,644 595,346 609,600 602,090
rat99 99 1.219,244| 1.728,817 1.395,179| 1.290,181 1.267,755

kroD100 100 | 21.294,291 | 29.330,050 | 22.990,690| 23.637,089| 21.672,288

kroE100 100 | 22.068,759 | 32.581,357| 24.539,101| 23.522,965| 23.093,082
eil101 101 640,970 921,205 694,573 691,596 671,118
pri36 136 | 96.770,925 | 128.542,987 | 108.965,414 | 112.895,391 | 107.395,825

kroA150 150 | 26.525,032| 38.598,426 | 29.483,554| 28.837,293| 28.522,831

kroB150 150 | 26.127,358 | 37.716,682| 29.657,024| 30.605,833 | 27.704,268

kroA200 200 | 29.369,408 | 41.342,049 | 32.742,784| 33.259,726| 32.155,679

kroB200 200 | 29.440,413 | 40.978,338 | 32.531,488| 32.091,640| 31.991,792
ts225 225 | 126.645,934 | 159.289,453 | 162.335,238 | 172.000,048 | 153.392,967
att532 532 | 86.742,423 | 123.413,193 | 103.529,745| 97.964,608 | 93.348,630
rat575 575 6.798,256 | 9.925,758| 7.929,055| 7.755,913| 7.776,060
pr1002 1002 | 259.066,664 | 355.534,081 | 319.122,315 | 314.999,957 | 299.875,022
vm1084 1084 | 239.281,871 | 352.386,306 | 582.365,072 | 579.982,365 | 547.823,128
rl1304 1304 | 252.940,699 | 389.858,417 | 337.303,319 | 322.065,602 | 292.002,878

Observa-se um desempenho muito ruim dos trés procedimentos que fazem uso inicial de uma
envoltdria convexa (tspchi, tspgai e tspdri) para a instancia vm1084. Se esta instancia for retirada dos
testes, os erros médios destes trés métodos passam para 14%, 13% e 9%, respectivamente, ao invés dos
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20%, 19% e 15%, respectivamente, caso a instancia seja considerada. Possivelmente estes desempenhos
ruins, para técnicas promissoras, tenham a ver com as caracteristicas topologicas da instincia vin1084.

Para ilustrar alguns dos testes computacionais, sdo apresentadas as seguintes figuras:

Na figura 1.a sdo apresentados os nos e a solucdo obtida pelo algoritmo tspdri, aplicado a
instancia att48. Na figura 1.b sdo apresentados os nds e o roteiro 6timo da mesma instancia. Na figura
2, sdo apresentados os nos e a solucdo obtida pelo algoritmo tspchi, aplicado a instancia ts225. Na figura
3, exibe-se 0s nods e o roteiro 6timo da mesma instancia ts225.

"\
Y /

(@)

(b)

Figura 1: (a) os nos e a solugdo obtida pelo algoritmo tspdri, aplicado a instincia att48. (b) os nds e o roteiro

otimo da instincia att48.

Conclusoes

Figura 3: Os nos e a solugdo 6tima da instancia ts225.

Foram realizados testes computacionais para 9 técnicas classicas de construg¢do de rotas
apresentadas na literatura (BODIN et al., 1983). Para testar os desempenhos destas técnicas, utilizou-se
20 instancias do Problema do Caixeiro Viajante extraidas do TSP-Library.
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Em todos os casos que puderam ser testados, estas técnicas atenderam as expectativas para o
desempenho nos piores casos (the worst case behavior), previstos em (BODIN et al., 1983).

Sabe-se da dificuldade para se comparar o desempenho de algoritmos para resolver problemas
muito sensiveis aos dados de entrada. Por exemplo, mesmo uma técnica bastante simples para resolver
o referido problema, como o método tspviz, que exigiu baixos tempos computacionais para as instancias
utilizadas, poderia encontrar a solu¢do 6tima para grandes instincias particulares, como uma instancia
com muitos nos posicionados em uma circunferéncia.

Este trabalho também resgata a importante da publicacao histérica (BODIN et al., 1983), que até
hoje tem sido citada por pesquisadores de Pesquisa Operacional, principalmente aqueles que trabalham
com roteirizac¢do de veiculos e scheduling de tripulacdes.

Referéncias

BENEVIDES, PF. Aplicacdo de heuristicas e metaheuristicas para o Problema do Caixeiro
Viajante em um problema real de roteirizacio de veiculos. Dissertagdo de Mestrado (Programa de
P&s-Graduagdo em Métodos Numéricos em Engenharia — Programagdo Matematica) — Universidade
Federal do Parana: UFPR, 2011.

BIANCHI, L., KNOWLES, J. e BOWLER, J. Local search for the probabilistic traveling salesman
problem: Correction to the 2-p-opt and 1-shift algorithms. European Journal of Operational
Research, v. 162, n. 1, 2005. p. 206-219.

BODIN, L. et al. Routing and scheduling of vehicles and crews. The state of the art. Computers and
Operations Research, v. 10, n. 2, 1983. p. 63-211.

BUDINICH, M. A Self-Organizing Neural Network for the Traveling Salesman problem that is
competitive with Simulated Annealing. Neural Computing, v. 8, n. 2, 1996. p. 416-424.

COOK, W. Aplications of the TSP. The Traveling Salesman Problem, 2014. Disponivel em: <
http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html >.

DORIGO, M. ¢ GARAMBARDELLA, L.M. Ant Colonies for the Traveling Salesman Problem.
Biosystems, v. 43, n. 2, 1997. p. 73-81.

KNOX, J. Tabu Search Performance on the Symmetric Traveling Salesman Problem. Computers
Ops. Res., v. 8, 1994. p. 867-876.

JIN, H.D., LEUNG, K.S., WONG, M.L. ¢ XU, Z.B. An Efficient Self-Organizing Map Designed by
Genetic Algorithms for the Traveling Salesman Problem. IEEE Transactions On Systems, Man, And
Cybernetics - Part B: Cybernetics, v. 33, n. 6, 2003.

REINELT, G. TSPLIB, 1990. Disponivel em:
< http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/ >.

REINELT, G. TSPLIB. A traveling salesman problem library. ORSA Journal on Computing, v. 3, n.
4, 1991. p. 376-384.

SIQUEIRA, P.H. Uma Nova Abordagem na Resolucio do Problema do Caixeiro Viajante. Curitiba.
Tese de Doutorado (Programa de Pos-Graduagdo em Métodos Numéricos em Engenharia — Programagéo
Matematica) — Universidade Federal do Parana: UFPR, 2005.

SOUZA, L. V. de. Técnicas de Roteirizacio de Veiculos Aplicadas ao Transporte Escolar.
Dissertagdao de Mestrado (Programa de Pds-Graduagdo em Métodos Numéricos em Engenharia —
Programagdo Matematica) — Universidade Federal do Parana: UFPR, 1997.

STUTZLE, T., GRUN, A., LINKE, S. e RUTTGER, M. A comparison of nature inspired heuristics
on the traveling salesman problem. In: International Conference on Parallel Problem Solving from
Nature, 6., 2000, Paris, France: Proceedings of International Conference on Parallel Problem Solving
from Nature - PPSN-VI, Springer Verlag: Lecture Notes in Computer Science, v. 1917, n. 1, 2000. p.
661-670.


http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html
http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/

Trabalho apresentado no ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023.

Aplicacao de uma Formulacao Matematica para Montagem de Planos de
Estudos dos Alunos de um Curso de Engenharia

Marcelo Lira Branddo
Universidade Federal Fluminense
marcelolira@id.uff.br

Tiago Araiijo Neves
Universidade Federal Fluminense
tneves@id.uff.br

Kelly Alonso Costa
Universidade Federal Fluminense

kellyalonso@id.uff.br

Thalya Salino Braga da Gama Furtado
Universidade Federal Fluminense
thalyafurtado @id.uff.br

Marco Antonio Moraes Pereira Jinior
Universidade Federal Fluminense
marcomoraes @id.uff.br

Resumo: A cada semestre, estudantes de graduacgio enfrentam a sele¢do de disciplinas, um processo que implica
na andlise de maltiplas turmas de disciplinas diversas, com varios conflitos de horario. Muitos alunos decidem
com base em interesses pessoais e atividades ndo académicas, aumentando assim, o risco de atrasar a formatura e
de abandono devido a falta de um plano a longo prazo. Este trabalho apresenta os resultados da aplicacdo de um
modelo matemadtico para auxiliar na criacdo de cronogramas de estudo, visando encurtar o tempo de graduacio,
usando dados reais. Os resultados indicam que o problema pode ser resolvido usando programagao linear inteira,
com tempos computacionais aceitaveis.

Palavras-chave: Otimizacdo Combinatéria. Plano de Estudos Personalizado. Formulacio Matemdtica.

Introducao

A evasdo escolar, caracterizada pela interrupcio prematura dos estudos, é um desafio para nos siste-
mas educacionais de muitos paises. Este processo resulta em individuos sem qualificacdo adequada, que
tendem a enfrentar muitas dificuldades de entrada e permanéncia no mercado de trabalho, o que acaba se
tornando um problema critico para o préprio individuo e para a sociedade como um todo (OCDE, 2016).

Estudos indicam que o fendmeno da evasio possui diferentes causas (OCDE, 2016), e que o contexto
socioecondmico tem forte influéncia na conclusio dos cursos, talvez até mais do que etnia e género. Es-
tudantes vindos de contextos socioeconomicamente desfavorecidos possuem maior chance de abandonar
os estudos devido as restri¢cdes financeiras ou problemas familiares.

Outra possivel causa para esse fendmeno € o longo tempo necessdrio para concluir os programas de
graduacdo, especialmente no ensino superior. Estudos mostram que menos de 40% dos alunos terminam
o bacharelado dentro da duracio tedrica prevista (OCDE, 2019). O nimero se aproxima de 70% quando
sdo considerados trés anos adicionais, ou seja, um nimero considerdavel dos alunos leva cerca de 7 ou 8
anos para se formar. Outra preocupacao sdo as taxas de conclusio, que estdo diminuindo de acordo com
os dados apresentados em 2016 e 2019 (OCDE, 2019), mesmo considerando o tempo adicional.
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As causas para o longo tempo de conclusdo podem ser vérias, desde a formacao inadequada no ensino
médio até a necessidade de trabalhar e estudar simultaneamente. Contudo, uma das possiveis causas
pode ser o mal planejamento da trajetoria académica. Algumas vezes, na tarefa de fazer seu plano de
estudos, os alunos consideram apenas suas proprias preferéncias e atividades extra-classe, ignorando que
algumas disciplinas sdo requisitos de muitos outras. Assim, quando tomam decisdes sem um plano de
longo prazo, os alunos estdo atrasando sua progressao no curso e possivelmente adiando sua formatura.
Em casos criticos, os alunos (e as vezes também suas familias) esgotam seus recursos financeiros e nao
conseguem continuar os estudos.

Considerando o cendrio descrito, este trabalho apresenta um modelo matematico para resolver o
Problema de Constru¢do de Hordrio Personalizado (PCHP). O PCHP consiste em encontrar o melhor
conjunto de turmas para um aluno, considerando as disciplinas que ele ja concluiu e as disciplinas e
turmas disponiveis no semestre atual, priorizando as disciplinas importantes para a sua progressao no
programa.

Uma ferramenta computacional, que usa o modelo matematico, foi construida e testada em casos
reais do problema usando dados de um curso de Engenharia da Universidade Federal Fluminense (UFF).
O objetivo da ferramenta € ajudar os alunos a fazer um plano de estudos otimizado, que priorize disci-
plinas criticas nas cadeias do curso e com isso, tentar reduzir o tempo médio que os alunos levam para
concluir seus estudos. Os resultados obtidos pela ferramenta mostram que € possivel resolver o PCHP
de maneira exata em um tempo computacional vidvel. Como os longos tempos necessarios para concluir
a graduacio estdo relacionados ao fenomeno da evasio, uma ferramenta que tente melhorar os indices
de alunos que se formam dentro da duracdo teérica pode ajudar na reducio das taxas de evasdo. Assim,
este trabalho aborda, indiretamente, uma das possiveis causas da evasio escolar, que tem um impacto tao
negativo na sociedade em termos econdmicos € sociais.

Descricao do Problema e Literatura Relacionada

No Brasil, um estudante precisa concluir um conjunto de diferentes disciplinas para obter uma
graduacgdo e cada curso possui um conjunto diferente de disciplinas obrigatdrias e optativas. Além disso,
cada curso tem um conjunto de regras especificas (nimero maximo de disciplinas por semestre, nimero
maximo de semestres para concluir o curso, etc). Estas regras podem variar dependendo da universi-
dade e também entre os cursos de uma mesma universidade. Contudo, muitos cursos apresentam grande
semelhanca em suas grades curriculares (conjunto de disciplinas obrigatérias e opcionais). Cursos com
muitas afinidades, como por exemplo, engenharias e cursos na drea de Tecnologia da Informacao pos-
suem muitas disciplinas em comum. Cada disciplina possui um conjunto de requisitos (outras discipli-
nas) que devem ser completadas antes que os estudantes possam cursi-la. Um requisito de uma disciplina
pode ter um conjunto préprio requisitos criando assim, uma cadeia de disciplinas interligadas. Por exem-
plo, no curso analisado neste trabalho, a disciplina de Fisica 3 tem como requisito a disciplina de Fisica
2, que tem como requisito Fisica 1; A disciplina de Célculo 1 € requisito da disciplina de Célculo 2 e
de Fisica 1. Observe que um curso pode ter muitas cadeias de disciplinas e que, em alguns casos, varias
cadeias podem ter intersecoes disciplinas que estdo presentes em mais de uma cadeia).

Cada disciplina pode ter uma ou mais turmas. Cada turma possui um conjunto definido de professo-
res e um conjunto de encontros semanais. Para otimizar os recursos, alunos de diferentes cursos podem
compartilhar a mesma turma, e turmas diferentes de uma mesma disciplina podem apresentar diferengas
na programacio de seus encontros. Ressalta-se que, na universidade onde este estudo estd sendo reali-
zado (UFF), o aluno € responsavel por fazer seu plano de estudos e, portanto, deve escolher em quais
turmas das disciplinas elegiveis se inscrever. Uma disciplina é considerada elegivel se o aluno ja tiver
concluido seus requisitos. Nesse sentido, os alunos competem por aquelas turmas que melhor se ade-
quam aos seus interesses.

Ao fazer o plano de estudos, os estudantes muitas vezes consideram apenas suas preferéncias e
atividades ndo académicas, ignorando que algumas disciplinas sdo requisitos de muitas outras. Assim,
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ao montar o plano de estudos sem uma visdo de longo prazo, os alunos possivelmente estdo atrasando o
percurso das cadeias e talvez adiando a conclusdo do curso. Em casos criticos, os alunos ( e suas familias)
esgotam seus recursos financeiros levando-os a abandonar os estudos. Além disso, quanto maior o atraso,
maior a chance de atingir o limite de tempo dos cursos, que é 150% do tempo tedrico na UFF. Assim, em
um curso previsto para quatro anos, o estudante tem até seis anos para sua conclusdo. Como o fendémeno
da evasdo também estd relacionado aos longos tempos de graduacao, melhorar as taxas de alunos que se
formam dentro do prazo tedrico pode acarretar uma redugdo nas taxas de evasao. Nesse sentido, auxiliar
os alunos a construir um plano de estudos que considere as cadeias de disciplinas dos cursos pode reduzir
ou evitar atrasos e, assim, aumentar as chances dos alunos se formarem dentro do prazo tedrico.

Este trabalho aborda o Problema de Constru¢@o de Hordrio Personalizado (PCHP), que consiste em
encontrar o melhor conjunto de turmas para um aluno cursar em um semestre, considerando as disciplinas
jé cursadas e as turmas disponiveis, priorizando disciplinas obrigatdrias e criticas nas cadeias do curso,
observando as restricdes de carga hordria méxima e questdes de choque de horérios.

Os problemas de alocacdo de hordrios sdo NP-Completos em quase todos os casos universitarios
(SCHAEREF, 1999), o que significa que, mesmo com o auxilio de computadores, eles sdo dificeis de
resolver. Existem trés grandes problemas na literatura neste contexto (SCHAERF, 1999): O Problema
de alocacdo de hordrios em Escolas; Problema de Alocag¢do de Cursos; e o Problema de Alocagdo de
Exames. As abordagens mais comuns sdo meta-heuristicas ou baseadas em meta-heuristicas, que nio
podem garantir a obtengdo de solugdes 6timas. Abordagens exatas, como as formula¢des matematicas,
conseguem encontrar a solugao 6tima, mas, geralmente, demandam mais recursos computacionais, € sao
menos frequentes na literatura (TAN, 2021).

O problema da literatura mais préximo ao abordado neste artigo € o Problema de Particionamento
de Estudantes (PPE) (SCHINDL, 2019). Neste problema o objetivo € alocar os alunos em turmas de
forma que nenhum aluno seja alocado a turmas que se sobreponham no tempo (choque de horérios). A
preferéncia dos alunos por turmas e exigéncias de tempo livre também podem ser consideradas durante
a otimizag@o, bem como objetivos institucionais, como capacidades de turmas e distribui¢des de grupos
de alunos. Embora o particionamento totalmente automatizado dos alunos obtenha bons resultados, essa
abordagem tem sido criticada desde seus primeiros estudos (BUSAM, 1967). Entre as principais criticas
estdao o fato de os alunos perderem o poder de decisdo, uma vez que eles sao alocados pelo sistema, e o
fato de que os objetivos institucionais sio tratados com maior prioridade. E importante ressaltar que ha
poucos trabalhos que lidam com casos reais de aplicacdes do PPE na literatura (MULLER; MURRAY
2010). Alguns trabalhos sdo estudos detalhados e que merecem destaque sdo Miiller e Murray (2010),
Carter (2001) e Murray (2007). Estes trabalhos descrevem a estrutura universitaria € como a responsabi-
lidade pela resolucdo do problema € distribuida pelas unidades académicas das universidades de Purdue
e Waterloo. Essa ¢ uma tarefa muito complexa e dar suporte aos responsaveis departamentais € impor-
tante, uma vez que eles t€m um conhecimento muito maior dos detalhes envolvidos (necessidades das
turmas, afinidade dos docentes por disciplinas especificas, etc) (MURRAY, 2007). Além disso, manter
o senso de propriedade de cada departamento também € um fator importante na aceitacdo das solucdes
produzidas pelo processo de agendamento (automatizado ou manual) (MURRAY, 2007).

A grande maioria dos trabalhos na literatura resolvem os problemas pela perspectiva institucional. Ou
seja, problemas de hordrios e/ou particionamento sdo geralmente resolvidos em fun¢do das necessidades
institucionais. Poucos trabalhos abordam os problemas na perspectiva dos alunos (BRANDAO, 2022).

O PCHP, foco deste trabalho, é proposto em Oliveira Neto (2017), onde autores apresentam um
sistema que constrdi planos de estudos personalizados visando reduzir os tempos de graduagao utilizando
uma meta-heuristica baseada em Algoritmos Genéticos (TALBI, 2009). Em Brandao (2022), os autores
propuseram um modelo matemético para o PCHP, e resultados preliminares indicavam que o problema
poderia ser resolvido de maneira exata para casos reais. Este artigo é uma continuac¢do do trabalho
exposto em Branddo (2022) e apresenta os resultados da aplicacdo da modelagem matemética proposta
para vérios casos reais de alunos do curso de Engenharia de Producio da UFE. E importante enfatizar
que o objetivo da ferramenta proposta é fazer sugestdes de turmas, ndo atribuicdes. De acordo com a
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Algoritmo 1 prioridade (Vértice v)
1: se (v.prioridade < 0) entdo

Algoritmo 2 prioridadeGrafo (Grafo )

2: aur = 1: para todo Vértice v € G.E faga
3:  para todo Vértice w € N(v) faca 2: v.prioridade = 0
4: auxr = aux+ prioridade (w) 3- fim para
5:  fim para 4: para todo Vértice v € G.E faca
6:  w.prioridade = aux 5 ioridade
7. fim se - prioridade (v)
8: retorne v.prioridade 6: fim para
(a) (b)

Figura 1: Algoritmos para o célculo da prioridade utilizados
politica da universidade, a decisdo final é do(a) estudante.

Modelagem Matematica

Na modelagem proposta a estrutura do curso foi modelada como um grafo G(V,E), onde V é o con-
junto de vértices que representam as disciplinas, e E é o conjunto de arcos que representam os requisitos.
Assim, um arco partindo de a e chegando em b indica que a € requisito de b. Com isso, pode-se dizer que
uma disciplina y € dependente de uma disciplina x se houver um caminho de x para y no grafo. Também
pode-se definir a vizinhanga de um vértice x como N(x) = {y:y € V,3(x,y) € E}. Cada vértice possui
todas as informacdes sobre a disciplina que representa, como o nimero de turmas, seus hordrios, etc.

A Figura 1a mostra o algoritmo para o cdlculo da prioridade para cada disciplina, que representa
relevancia desta nas cadeias do curso. Se a prioridade para a disciplina v ja estiver calculada (maior
que zero) o algoritmo encerra. Caso contrario, o valor € calculado recursivamente como a soma das
prioridades de todos os vértices dependentes de v mais «, (valor arbitrario que indica se a disciplina é
obrigatdria ou nao). Neste trabalho, ¢, assume 10 se a disciplina € obrigatdria e 0 caso contrdrio, mas
outros valores também podem ser usados. A Figura 1b apresenta o algoritmo para calcular a prioridade
para todas as disciplinas de um curso. Primeiro, a prioridade de todas as disciplinas € definida como
zero. Posteriormente, a funcao de prioridade € chamada para cada disciplina.

A formulag@o matematica também utiliza as seguintes notagdes:

Seja S C V o conjunto de disciplinas ja concluidos pelo(a) aluno(a). Seja R o conjunto de disciplinas
elegiveis (disciplinas que possuem o conjunto de requisitos satisfeito) definido por R={i: i€V —
S,3(j,i)€E,jeV S}

Seja também g a carga hordria semanal maxima (em horas), determinada pelo curso, que um es-
tudante pode cursar. Seja C; a carga hordria semanal da disciplina i. Seja L; o conjunto de turmas da
disciplina i. Seja T o horizonte de tempo. Seja h;,; uma constante que assume 1 se a turma k da disci-
plina i tem um encontro agendado para o intervalo ¢ , € 0 caso contrario. Seja também p; a prioridade da
disciplina i, calculada usando os algoritmos da Figura 1. Por fim, seja x; a varidvel bindria que assume
1 se a turma k da disciplina i € selecionada para compor a solucdo, e 0 caso contrdrio. Uma possivel
formulagdo matematica para o problema € descrita por (1)-(5).

A func@o objetivo (1) maximiza a prioridade total e a carga hordria das disciplinas sugeridas. As
restrigdes (2) impdem que no maximo uma turma de cada disciplina pode ser utilizada. As restri¢des (3)
asseguram que a carga hordria semanal seja respeitada. As restrigdes (4) evitam choque de hordrios nas
turmas selecionadas e (5) sdo as restricdes de integralidade e ndo-negatividade. A formulagdo prioriza
disciplinas obrigatdrias e disciplinas que sdo requisitos de muitas outras ja que estes sdo fatores conside-
rados no cdlculo da prioridade de cada disciplina. A funcio objetivo também considera a carga horaria
das disciplinas pelo fato de que a carga horéria cursada é um fator relevante para questdes internas na
universidade (como por exemplo, se dois alunos estdo disputando uma vaga em uma turma, o estudante
com mais horas cursadas tem preferéncia). Além disso, a formulagdo evita que mais de uma turmas de
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uma disciplina sejam selecionadas, trata os conflitos de tempo, e assegura a carga hordria maxima.

Max Z Z DiCiXik (D
i€ERkeL;

S.t.
Y xi<1VieRr, 2)
keL;
Z Z CiXip < ¢, 3)
i€RkEL,;
Y ) hxa <1Vt eT “4)
iERkEL;
xi € {0,1} Vi € R,Vk € L; 5)

Esta formulacdo foi usada em vdrios casos reais de estudantes de um curso da UFF e os resultados
mostram que € possivel resolver o PCHP usando a abordagem proposta. Estes resultados e uma breve
discussao sobre eles estdo expostos na préxima se¢ao.

Resultados

Para os testes computacionais foram usados 16 casos reais de estudantes do curso presencial de Enge-
nharia de Produgdo da Escola de Engenharia Industrial e Metaldrgica de Volta Redonda. Cada estudante
corresponde a uma instancia do problema e todos cederam seus dados voluntariamente. O curso conta
com 54 disciplinas obrigatdrias (cada uma com uma série de requisitos), divididas entre 10 periodos,
além de disciplinas optativas, projetos finais e estagio. Ao todo, é preciso cumprir aproximadamente
3600 horas de atividades para se formar. Aqui cabe ressaltar que, apesar de usar um curso especifico
como estudo de caso, a formulacdo matematica criada € geral, e pode ser aplicada a qualquer curso que
possua uma grade curricular estruturada. A escolha por este curso especifico como estudo de caso se deu
por conveniéncia, visto que os autores e voluntarios estdo ligados a este curso, o que facilita a obtencdo
de dados. Para a resolucdo das instincias do problema, foi utilizado o software IBM Optimization Stu-
dio (IBM-OS) versao 12.10, que usa o CPLEX como motor de otimizacdo. O computador utilizado tem
processador i7 de terceira geragcdo, 8 GB de memdria principal e Sistema Operacional Linux.

Foram construidas duas versdes da formulagcdo proposta. Uma usando a interface do IBM-OS e
outra usando diretamente as bibliotecas do CPLEX em Java, chamada de PHU neste trabalho. Um dos
objetivos do estudo era verificar se existe algum overhead de tempo para o uso da interface do IBM-OS
em relacdo ao uso direto das bibliotecas em Java. E importante observar que medir os tempos de execugio
do IBM-OS com exatiddo ndo ¢ fécil, mesmo com recursos disponibilizados pela ferramenta. Para
obter uma comparacao justa, foi estabelecido que seria medido o tempo de relégio da execugdo de duas
tarefas executadas sequencialmente: 1) montagem do modelo matemaético; e 2) resolucdo. Para realizar
a medigdo, foi feito um programa que faz uma chamada do executdvel oplrunjava, que é o mecanismo
de uso do IBM-OS em interface de comando, passando como parametros os arquivos de configuragao
(somente opg¢des padrao foram usadas). O oplrunJava foi executado cinco vezes para cada instancia e
as médias calculadas. O PHU realiza as mesmas tarefas listadas anteriormente e também foi executado
5 vezes. A medi¢do de tempo, mostra que os dois programas, estdo estatisticamente empatados, e as
médias diferem em milésimos de segundos, sendo a média de todas as instincias de 91 ms para o IBM-
OS e 95 ms para o PHU. Como sdo medi¢des de tempo de reldgio, as medidas podem ter interferéncias
do sistema operacional, mas o fato dos dois programas executarem as mesmas tarefas, e terem tempos
proximos indicam que a interferéncia ndo foi significativa. Os detalhes podem ser vistos na Tabela 1,
que expde os tempos computacionais, a quantidade de turmas que cada estudante pode escolher e a
quantidade de turmas sugeridas pelas abordagens. Os resultados mostram que o uso do IBM-OS ndo
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tem overhead significativo quando comparado ao uso direto das bibliotecas em JAVA. Este resultado é
importante devido ao fato de que construir um modelo de otimizag¢do usando o IBM-OS € muito mais
simples (aprox. 40 linhas) do que usando as bibliotecas diretamente (aprox. 450 linhas). Isto mostra que,
para cendrios cuja fonte de dados sejam arquivos e que ndo tenham necessidade de interacdes sofisticadas
com o resolvedor durante o processo de otimizacao (caso deste projeto), o uso do IBM-OS ¢é a melhor
opc¢do. Pelos resultados também percebe-se que a execugdo das ferramentas leva décimos de segundo,
mostrando que a resolugado de casos reais do PCHP via método exato € possivel e vidvel. Neste ponto é
importante mencionar que foi possivel provar a otimalidade das solu¢des para todas as instancias e que
o computador utilizado € uma maquina comum, sem nenhum hardware especial. Também ¢é importante
mencionar que os horarios sugeridos foram todos vidveis. Contudo, ndo foi feita uma verificacdo da
aceitacdo das solucdes fornecidas pelos estudantes. Isso se deve ao fato de que o objetivo desta fase do
projeto era verificar a viabilidade técnica da modelagem, que foi atingido com sucesso. Uma verificagdo
da aceitagado das solucdes propostas pelos estudantes serd objeto de estudo futuro.

Tabela 1: Resultados Computacionais para Casos Reais

Instancia | Tempo IBM-OS (ms) | Tempo PHU (ms) | Total de Turmas | Turmas Sugeridas
1 92,2 95,2 67 8
2 92,4 94,6 64 9
3 94 95,2 67 8
4 95,4 95 46 8
5 91,8 94,4 39 8
6 88 90 18 7
7 96,2 93,4 46 9
8 93,8 94,8 42 8
9 87,4 98,2 26 8
10 89,8 96,6 44 8
11 90,6 94,8 42 9
12 89,6 94,6 42 9
13 92,8 100,6 43 8
14 89,6 99,4 41 9
15 96,6 97,8 57 9
16 83 91 21 8
Médias 91,5 95,4 44,1 8,3

Também pode ser observado na Tabela 1 que a média de turmas disponiveis para escolha é de aproxi-
madamente 44 turmas, enquanto a média de turmas sugeridas pela ferramenta é 8 turmas. Neste sentido,
o numero médio de possibilidades a serem analisadas por cada estudante pode ser descrito, de modo
aproximado, por 44!/(8! x (44 —8)!), que totaliza mais de 5 mil possibilidades (considerando vidveis
e invidveis). Note que o periodo de inscri¢cdo em disciplinas na universidade € de apenas alguns dias,
e que ndo existe, atualmente, uma ferramenta para auxiliar os alunos neste processo, 0 que torna esta
uma tarefa drdua para ser executada. Mesmo considerando que nao € possivel se inscrever em multiplas
turmas de uma mesma disciplina, o nimero de possibilidades a serem analisadas ainda é muito grande,
o que reforca a importancia de uma ferramenta para auxiliar os estudantes neste processo.

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho apresentou os resultados da aplicacdo de uma formulacao matemética para o PCHP em
varios casos reais de estudantes de uma universidade brasileira. Em todos os casos foi possivel encontrar
a solucdo 6tima para o problema em menos de um segundo, o que mostra que o uso da ferramenta
proposta € viavel. Os resultados também mostram que o nimero de possibilidades a ser analisada por um
estudante a cada semestre ¢ muito elevado e portanto, o uso de uma ferramenta para este fim pode ajudar
na realizacdo desta tarefa. A ferramenta proposta faz recomendacdes baseadas na estrutura curricular do
curso, priorizando disciplinas obrigatérias, com mais carga horéria e que sdo relevantes para o progresso
do aluno nas cadeias de disciplinas. Com isso, espera-se que, ao seguir as recomendacdes feitas pela
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ferramenta, os alunos possam concluir seus cursos mais rapidamente, reduzindo assim, os tempos médios
para a conclusdo de curso. Como o tempo para a conclusio é um dos fatores que estd ligado a evasio,
espera-se que ao reduzir os tempos médios, as taxas de evasdo também diminuam.

Como trabalho futuro, pode-se propor a aplicacdo da mesma metodologia a outros cursos. H4 in-
teresse especial de aplicacdo da metodologia em cursos onde ndo ha tantas relagdes de requisitos entre
as disciplinas. Espera-se que para estes cursos, a ferramenta consiga encontrar as solugdes 6timas, mas
com um tempo computacional mais elevado, visto que o nimero de possibilidades de turmas que podem
se cursadas aumenta a medida que a quantidade de requisitos diminui. Também considera-se a inclusdao
de mais elementos na resoluciao do problema como por exemplo co-requisitos (disciplinas que precisam
ser cursadas ao mesmo tempo), pedidos de tempo livre por parte dos estudantes, requisitos fracos (que
disciplinas sugeridas, mas sem a relacdo de requisito formal) e requisitos de outras naturezas (ha exem-
plos de disciplinas que possuem como requisito uma carga hordria minima ja cursada). Outro trabalho
futuro € a andlise da aceitag¢do das solucdes apresentadas pelo corpo discente.
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Resumo: Anilise e previsdo do consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro vem sendo realizado
ao longo dos ultimos anos devido a sua importancia para economia brasileira, a0 meio ambiente e a eficiéncia
energética. Esse setor é o maior consumidor de energia elétrica da matriz energética no Brasil. Os dados de
consumo de energia elétrica do setor industrial podem ser organizados em uma estrutura hierdrquica composta por
cada regido (Norte, Nordeste, Centro-Oeste, Sudeste e Sul), no nivel inferior, e o Brasil sendo o nivel superior.
Este trabalho tem o intuito de avaliar a capacidade preditiva dos modelos de suavizagdo exponencial, Box-Jenkins,
redes neurais autorregressivas (RNA) e de perceptron multicamadas (MLP). Estes modelos foram integrados as
abordagens bottom-up e top-down. Os resultados mostram que o modelos de suavizacdo exponencial forneceu as
melhores previsdes e, portanto, superando os outros modelos de previsao hierarquica.

Palavras-chave: Séries Temporais Hierarquicas. Energia Elétrica. Modelos de Previsao.

Introducao

O setor industrial € o maior consumidor de energia elétrica entre os setores que compdem a matriz
energética brasileira. Esse setor tem importincia para os indicadores do produto interno bruto (PIB)
e para sociedade brasileira. Neste contexto, o planejamento energético deste setor é importante para
o desenvolvimento econdmico, ao meio ambiente ¢ para eficiéncia energética. Dessa forma, andlise
e previsdo de séries temporais hierdrquicas do consumo de energia elétrica podem contribuir para o
planejamento e desenvolvimento do setor industrial brasileiro.

As séries histdricas do consumo de energia elétrica do setor industrial podem ser organizados em
uma estrutura de hierarquica. Em que no topo (nivel 0), se encontra os dados do Brasil, e na base (nivel
1), os dados de cada uma das cinco regides geogréficas (Norte, Nordeste, Centro-Oeste, Sudeste e Sul).

Os modelos preditivos utilizados neste trabalho foram o de suavizacdo exponencial, Box-Jenkins,
redes neurais autorregressivas e de perceptron multicamadas (MLP - Multilayer Perceptrons). Cada
uma desses modelos foram acoplados a duas abordagens em séries temporais hierdrquicas, conhecidas
como bottom-up e top-down. Na abordagem bottom-up, sdo geradas as previsOes independentes para
cada série no nivel mais baixo da hierarquia e, em seguida, elas sdao agregadas para produzir a previsdao
dos niveis superiores da hierarquia. Por sua vez, a abordagem fop-down gera as previsdes da série
temporal totalmente agregada e, em algumas situacdes, desagrega tais previsdes para os niveis exigidos
em proporgdes historicas.

O objetivo deste trabalho é comparar os modelos preditivos de suavizacao exponencial, Box-Jenkins,
redes neurais autorregressivas e de redes neurais perceptron multicamadas para obtencdo das projecdes
mensais do consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro acoplados as abordagens bottom-up
e top-down. A capacidade preditiva das abordagens serd avaliada pelas métricas do erro médio absoluto
percentual (MAPE) e do erro quadrético médio (RMSE).
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No setor industrial, Silva et al. (2018) introduziram uma abordagem bottom-up para obter as projecdes
de longo prazo do consumo de eletricidade para a industria de papel e celulose no Brasil, considerando
as medidas de eficiéncia energética. Silva et al. (2019) propdem um modelo que combina os modelos
lineares hierdrquicos com abordagem bottom-up para o consumo de energia elétrica do setor industrial
no Brasil.

Com a evolucdo recente dos algoritmos de aprendizado de maquina, os mesmos t€ém sido usados
para previsao hierdrquica de eletricidade. Um estudo comparativo usando os modelos de redes neurais
artificiais para previsdo do consumo de eletricidade do setor industrial brasileiro é apresentado em Silva
et al. (2022). Maicara et al. (2015) realizaram a projecdo do consumo de energia elétrica para o setor
residencial no Brasil. Spiliotis et al. (2021) propdem uma abordagem de previsdo hierdrquica baseada
em aprendizado de maquina. Cartinteiro et al. (2007) apresentou um modelo neural hibrido hierarquico
para previsdo de carga de longo prazo. Fliedner e Lawrence (1995) desenvolveram um estudo empirico
com uma andlise comparativa sobre o desempenho de previsio de séries temporais hierdrquicas.

Metodologia

Neste trabalho, foram utilizados os dados do consumo mensal de energia elétrica do setor industrial
do Brasil e por regido geografica para o periodo de janeiro de 1979 até dezembro de 2022. Os dados
estdo disponiveis no sitio eletronico da Empresa de Pesquisa Energética (EPE). Para avaliar a capacidade
preditiva dos modelos de suavizacdo exponencial, Box-Jenkins, Redes Neurais Autorregressivas e de
perceptron multicamadas acopladas as abordagens bottom-up e top-down, os dados foram divididos em
dois grupos, o conjunto de treinamento e de teste. O primeiro conjunto de treinamento foi do periodo de
janeiro de 1979 a dezembro de 2018, o segundo de 1979 até 2019 e assim sucessivamente, até considerar
o dltimo conjunto que finalizava em dezembro de 2022. Por sua vez, os conjuntos de teste sempre con-
tinham, somente, 12 observagdes a frente do conjunto de treinamento. Para cada periodo de treinamento
e teste foram calculadas as métricas MAPE e RMSE.

Notacao de Séries Temporais Hierarquicas

Os dados de consumo de energia elétrica da industria brasileira podem ser desagregados em cinco
grupos (regides do Brasil), apresentando uma estrutura hierdrquica, onde a base da estrutura é formada
por cinco séries temporais (Norte, Nordeste, Centro-Oeste, Sudeste e Sul) e no topo da hierarquia se
encontra a série totalmente agregada que representa os dados do Brasil.

Seja y, o consumo de energia elétrica observado no més ¢, parat = 1,...,T, com T representando a
quantidade de meses da série. De acordo com Athanasopoulos et al. (2009) e Hyndman et al. (2011),
uma série temporal hierdrquica pode ser representada através de uma equagdo matricial na forma Y, = Sb;,
onde S é uma matriz soma de ordem (n x m), em que n é a quantidade de séries em toda hierarquia e
m € a quantidade de séries na base da hierarquia (quantidade de regides, em particular), b, é o vetor de
observagdes na base da hierarquia de dimensao m no tempo ¢. Em particular, a estrutura neste trabalho
possui n =6 e m = 5. Também, podemos expressar a estrutura hierdrquica de uma forma unificada
usando a equagio matricial ¥, = SGY),, em que Y, representa um conjunto de previsdes combinadas h
passos a frente, Y, sdo as previsdes de base (ou seja, € o nivel inferior da estrutura hierdrquica), que sdao
previsdes independentes de todas as séries na hierarquia e G € uma matriz referente ao tipo de abordagem
de previsdo hierdrquica que serd utilizada.

Abordagem Bottom-up
Esta abordagem consiste em utilizar modelos preditivos em cada série no nével inferior e da hie-
rarquia, em seguida, agrega-las para produzir previsdes para toda estrutura hierdrquica. Uma vantagem

dessa abordagem ¢é que prevendo nos niveis inferiores, nenhuma informacao perdida devido a agregacao.
Pode-se representar a abordagem bottom-up utilizando a matriz G construida na forma:

G= [Omx(nfm) |In) (D)
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em que /, € a matriz identidade de ordem m € 0,,,(,—,) € @ matriz nula de ordem m x (n—m).

Abordagem Top-Down

Nesta abordagem, primeiramente obtém-se a previsdo para a série temporal do nivel superior da
hierarquia e, em seguida, desagrega-se para os niveis inferiores utilizando um conjunto de propor¢des
P1,P2,---, Pm>» €m que m € a quantidade de séries na base da hierarquia. Estas propor¢des ditam como
a previsdo deve ser distribuida nas séries inferiores. Em geral, para um conjunto fixo de proporcdes, as
abordagens top-down podem ser representadas como YT+h = SGy7 11, onde a matriz G € construida na
forma:

G= [pm|0m><(n—l)] 2)

A primeira coluna inclui o conjunto de propor¢des que distribuem as previsdes bésicas do nivel superior
para o nivel inferior. O restante das colunas zera as previsdes bdsicas abaixo do nivel mais alto de
agregacdo. Como o interesse deste trabalho é em previsdes para série totalmente agregada nao sera
realizado a etapa de desagregacdo das previsdes, somente a previsdo da série univariada que ocupa o
topo da hierarquia.

Modelo de Suavizacao Exponencial

O modelo de amortecimento exponencial foi introduzido na década de 1950 por Brown (1959), Holt
(1957) e Winters (1960). Neste modelo as previsdes sao geradas a partir de uma média ponderada das
observagdes passadas, sendo que o peso das observagdes decresce exponencialmente a medida que elas
envelhecem. Existem varios modelos de suavizacdo exponencial, eles variam pelas caracteristicas da
série temporal.

Hyndman e Athanasopoulos (2018) propuseram uma classificacdo que depende de trés elementos:
erro, tendéncia e sazonalidade da série temporal. O erro pode ser aditivo (A) ou multiplicativo (M), a
tendéncia pode ser aditiva (A), aditiva com amortecimento (A;) ou no caso de inexisténcia, nenhuma
(N), por sua vez, a sazonalidade, pode ser aditiva (A), multiplicativa (M) ou nenhuma (N). Dessa forma,
cada modelo de suavizacdo exponencial utilizada neste trabalho pode ser classificada como ETS(Erro,
Tendéncia, Sazonalidade). Além disso, foi utilizado o algoritmo ets proposto por Hyndman (2008) para
ajustar os modelos de suavizagdo exponencial.

Modelo de Box-Jenkins

O modelo de Box-Jenkins utiliza as fun¢des de autocorrelacio da série temporal para obter as com-
ponentes de tendéncia, sazonalidade e ruido. Estes modelos foram estudados por Box e Jenkins (1976) e
busca integrar modelos autorregressivos (AR) e de médias méveis (MA) a um conjunto de observacoes.

O modelo utilizado foi o ARIMA sazonal (SARIMA), para incorporar a componente de sazonalidade
que estd presente nos dados. A estrutura do modelo ARIMA sazonal de ordem (p,d,q) x (P,D,Q); é
dada por

¢ (B)®(B*)AAPZ, = 6(B)O(B*)a, (3)

em que g, € o ruido branco; ¢ (B) é o operador autorregressivo de ordem p; 6(B) é o operador de médias
moéveis de ordem ¢; ®(B*) é o operador autorregressivo sazonal de ordem P; ®(B*) é o operador de
médias méveis sazonal de ordem Q; A é o operador da diferenga simples e; AP é o operador da diferenca
sazonal; s € o nimero de observacdes por ano (periodo). O modelo de Box e Jenkins foi obtido através
do algoritmo proposto por Hyndman e Khandakar (2018).

Redes Neurais
As redes neurais artificiais foram apresentadas pela primeira vez por Mcculloch e Pitts (1943). Desde

entdo, observa-se aplicacdes de redes neurais nas diversas dreas da ci€ncia inclusive em séries temporais.
Toda a rede neural artificial tem uma camada de entrada e outra de saida. Também pode haver camadas
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intermedidrias contendo neurdnios ocultos, a qual chama-se de camada oculta. Ambas camadas contém
uma quantidade de neurdnios artificiais, em que sdo conectados entre si formando uma rede.

A camada de entrada € responsdvel por receber informagdes oriunda de um meio externo, no caso de
uma séries temporal, em geral, sdo observacdes passadas, ja a camada oculta, tem a tarefa de aplicar pesos
as observagdes passadas e utilizam fungdes, que sdo chamadas de fungdes de ativacdo, para introduzir a
ndo linearidade nas saidas das camadas ocultas. A camada de saida, em geral, entrega o valor da previsio
no tempo futuro subsequente.

Neste trabalho foi utilizado dois tipos de redes neurais: a autorregressiva (RNA) e a perceptron
multicamadas (MLP - Multilayer Perceptrons). Em todas as andlises as redes possuem uma tnica camada
oculta, além disso, no modelo RNA, as séries passaram por uma transformagdo Box-Cox para tornar
a variancia da série estaciondria e no modelo MLP, foi utilizado diferengas simples e sazonais para
transformar a série em estaciondria.

Capacidade Preditiva

Para avaliar a capacidade preditiva de cada método preditivo utilizou-se as modelo do erro médio
absoluto percentual (MAPE) e a raiz do erro quadrético médio (RMSE), considerando-se que N € quan-
tidade de valores previstos, y; é o valor previsto € y; € o valor observado ambos para o instante i. Seguem
as equagdes das métricas:

i =Y

1 N
MAPE =100 x —
NZ Y

t=1

. RMSE =

Resultados

Nesta secdo sera apresentado as séries temporais do consumo de energia elétrica do setor industrial
brasileiro e de cada regido. Além disso, serd exibido os resultados de capacidade preditiva.

Descricao das Séries Temporais

Na figura 1 € mostrado o consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro comparando as
cinco regides geogrificas. O comportamento da série da regido Sudeste é semelhante a série do Brasil e
além disso, € a regido que mais consome energia elétrica, com contrapartida, a regido Centro-Oeste € a
que menos consome. As regides Sul e Norte possuem clara tendéncia de crescimento, aquela, ocupando
a segunda regido que mais consome energia elétrica por parte de suas industriais, esta, a pendltima. A
regido Nordeste teve uma tendéncia de queda depois de 2010. Em todas as séries € visivel mudancas de
nivel e alguma sazonalidade.

15000-

10000-

5000-

Consumo de Eletricidade (Gwh)

W—N aanddaid e vt

1980 1990 2000 2010 2020

Brasil = Nordeste Sudeste
Centro—Oeste = Norte Sul

Figura 1: Consumo de energia elétrica no setor industrial do Brasil e regido e dos estados brasileiros.
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Comparacao entre os Modelos Preditivos

Nesta secdo serdo apresentados os resultados das métricas MAPE e RMSE das previsdes dos mo-
delos de suavizagdo exponencial, Box-Jenkins, Redes Neurais Autorregressivas e Redes Neurais MLP
acoplados as abordagens bottom-up e top-down. Em todas as séries, foi aplicado uma transformagao
Box-Cox para controlar a varincia dos dados, ja que as séries de consumo de energia elétrica do setor

industrial possui sazonalidade multiplicativa e muitas mudancas de nivel.

Na tabela 1, pode-se verificar que os valores do MAPE médio sdo menores que 3,7% entre os mo-
delos preditivos acoplados a abordagem fop-down adotados neste trabalho. O modelos de suavizagdo
exponencial via abordagem fop-down exibiu o menor valor para ambos os modelos médias, logo, obteve

a melhor capacidade preditiva em comparacdo com as outras abordagens.

Tabela 1: Desempenho dos métodos preditivos nos dados de consumo de eletricidade do setor industrial

brasileiro usando a abordagem top-down.

Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
Suav. Exp. 2,20% 361,59 | 3,54% 547,72 | 6,10% 913,20
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
1,80% 356,99 | 1,53% 264,25 | 3,04% 488,75
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
Box & Jenk. | 1,47% 271,66 | 2,46% 399,18 | 6,38% 945,95
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
331% 625,30 | 2,19% 375,53 | 3,16% 523,52
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
RNA 1,47% 266,39 | 1,57% 266,87 | 5,89% 910,29
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
2,67% 445,81 | 4,62% 755,97 | 3,24% 529,06
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
MLP 1,32% 273,89 | 3,01% 499,27 | 6,76% 991,07
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
4,03% 751,82 | 2,98% 539,15 | 3,62% 611,04

Na tabela 2, os valores de MAPE médios sdo menores que 4,6% entre os modelos preditivos acopla-
dos a abordagem bottom-up. O modelo de suavizacdo exponencial via abordagem bottom-up exibiu o

menor valor médio em ambas as métricas, logo, obteve a melhor capacidade preditiva.
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Tabela 2: Desempenho dos métodos preditivos nos dados de consumo de eletricidade do setor industrial

brasileiro usando a abordagem bottom-up.

Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
Suav. Exp. | 1,44% 268,17 | 3,01% 408,05 | 5,65% 892,20
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
2,45% 449,84 | 1,57% 262,89 | 2,83% 470,63
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
Box & Jenk. | 1,30% 249,01 | 2,58% 424,99 | 6,50% 977,58
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
3.84% 677,18 | 2,10% 362,86 | 3,27% 538,33
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
RNA 1,78% 308,97 | 1,91% 360,19 | 6,76% 1019,85
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
8,64% 139848 | 3,78% 704,15 | 4,57% 758,33
Teste 2018 2019 2020
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
MLP 239% 410,96 | 3,56% 584,06 | 7,10% 1068,06
2021 2022 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
401% 841,99 | 3,51% 630,57 | 411% 707,13
Conclusoes

Neste trabalho, considerou-se que o consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro pode ser
organizado em uma estrutura hierdrquica, onde a série histérica do Brasil se encontra no topo, e na base
as séries histéricas das cinco regides geograficas. Neste contexto, foram utilizados os modelos preditivos
de suavizagdo exponencial, de Box-Jenkins, de redes neurais autorregressivas e de redes neurais MLP
integrados as abordagens bottom-up e top-down, com o intuito de avaliar as previsdo do consumo de
energia elétrica do setor industrial no Brasil em cinco cendrios de conjunto teste diferentes. Para avaliar
a capacidade preditiva entre as abordagens foram utilizadas as médias das métricas MAPE e RMSE.

As abordagens consideradas neste trabalho apresentaram um MAPE médio inferior a 4,6%. O mo-
delo de suavizacdo exponencial acoplado a abordagem de bottom-up apresentou melhor capacidade entre
todos os modelos analisados. Portanto, os resultados mostraram que o modelo de suaviza¢do exponencial
pode contribuir para obtencao de proje¢des do consumo de energia elétrica no horizonte de curto prazo.

Para pesquisas futuras € interessante comparar os resultados deste trabalho usando modelos de redes
neurais de memoria longa.
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Resumo:

O presente artigo apresenta a implementacdo e a aplicagdo do método Primal Simplex Canalizado (PSC)
especializado na solugdo do problema da ra¢do. Os problemas de producdo de racio sdo do Instituto Federal do
Espirito Santo (IFES). Para tal propésito, foram formulados 24 problemas (instancias) que representam diferentes
cendrios da produgdo de ragdo, através de estudos preliminares e de uma visita técnica. No geral o PSC teve
um desempenho bem satisfatério. O método fornece solugdes robustas e com uma 6tima precisdo numérica,
executando os cdlculos em um curto tempo computacional.

Palavras-chave: Programacdo Linear. Método Primal Simplex Canalizado. Problema da Producao de Ragdo de
Aves e Suinos.

Introducao

Em 1947, George Dantzig formulou o Problema de Programacdo Linear (PPL) e desenvolveu o
método Simplex. O método Simplex € amplamente aplicado em problemas reais, inclusive na produgdo
de racdo animal, na literatura é conhecido como Problema da Mistura.

Tem-se que o Brasil ocupa a terceira posicao entre os dez principais produtores de racdo. O pais é
um dos principais produtores de proteina animal do mundo. Em 2021 foram produzidas 80,094 milhdes
de toneladas métricas (FEED, 2022). Cabe destacar que a alimentacdo representa o maior percentual dos
custos de producdo animal com cerca de 70% dos custos , especialmente no segmento de aves e suinos.
Neste cendrio, € crucial utilizar ferramentas para auxiliar a tomada de decisdo fornecendo informacgdes
para se obter o custo minimo de racdo (NEME, 2000). Como o Método Simplex Especializado em
problemas da producio de racdo (GEVEGY, 2022).

O problema da racdo consiste em encontrar a quantidade ideal de ingredientes a serem misturados
de forma a obter um novo produto de custo minimo. Na industria alimenticia animal, formular uma
racdo balanceada é fundamental para atender as exigéncias nutricionas dos animais (TONIN, 2019). No
contexto da producdo de racdes para aves e suinos, € essencial combinar alimentos de forma adequada,
levando em conta a disponibilidade de insumos, exigéncias nutricionais, custos e entre outros aspectos.
Embora seja possivel formular uma racdo de qualidade por meio de métodos tradicionais, é necessario
o uso de ferramentas de gestdo mais refinadas, por exemplo a Pesquisa Operacional e a Programacgao
Linear (CASTRO; BORGERT e DE SOUZA, 2015).

No presente trabalho, foram utilizados dados da fabrica de racdo do Instituto Federal de Educagao
Ciéncia e Tecnologia do Espirito Santo, em Alegre - ES (IFES - Campus Alegre), para abordar o pro-
blema da producio de racdo e estudado e implementado o Método Primal Simplex para problemas com
restrigdes e varidveis canalizadas.
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Método Primal Simplex Canalizado

Considere o modelo geral com restri¢des e varidveis canalizadas de otimizacgao linear:

Min f(x)=clx
S.a. d<Ax<e
a<x<p (D

Em que c representa os custos do problema e o vetor x as varidveis de decisdo. Os vetores d e e
representam os limites inferiores e superiores das restri¢des. J4 o e B sdo os limitantes inferiores e
superiores das varidveis utilizadas no problema. Para mais detalhes veja Gevegy (2022).

Sem perda de generalidade o método Primal Simplex Canalizado foi desenvolvido para o seguinte
modelo:

Min f(x)=c"x
Sa. Ax=b
L<x<U )

Pressuponha que a matriz A cujo posto € igual a m, o vetor de custos ¢ e x pertence ao conjunto R”,
os vetores L, U pertencem ao conjunto R” e b pertence ao conjunto R™. Do modelo 1 para o 2 ocorre
uma mudanca de varidvel, transformando o problema em um equivalente. Os detalhes desta manipulacdo
encontra-se em Gevegy (2022).

Dado estas consideragdes, € feito um particionamento nas colunas de A da seguinte forma:

A= [B,N1,N2] 3)

A matriz B define a parti¢do associada as varidveis bdsicas, as matrizes ndo basicas sio representadas
por N1 e N2, do qual a primeira representa a particdo associada as varidveis no limitante inferior
(xj = Lj), e ja a segunda o seu limite superior (x; = U;). De forma andloga, o vetor x pode ser
particionado em:

x = [xp,xn1,Xn2] 4)

Na equacdo (4) xy; representa as variaveis no limitante inferior, ja xy, representa as varidveis no
limitante superior.
O mesmo ocorre com o vetor ¢ que é dado por:

c = [cp,ent,enn] %)
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Feito estas consideracdes, o modelo pode ser formulado da seguinte forma:

Min  f(x) = cgxp+ cnixn1 + CnaXn2
S.a. Bxp+Nlxyi +N2xn2 =0

Lg <xp<Usp
xy1 =Ly
xv2 = Unn (6)
Para xp, tem-se:
xg =B '"b—B 'Nlxy; — B 'N2xn (7)

Ap6s realizar estas atribuicdes, se Lp < xp < Up, tem-se uma solucdo bésica factivel, caso contrario,
tem-se uma solucdo infactivel. As varidveis basicas do problema sdo representadas pelos valores de
xp. Ja as varidveis ndo bésicas xy; € xy> sendo a primeira em seu limitante inferior e a segunda no seu
limitante superior respectivamente.

Ao substituir xz no sistema, o modelo fica da seguinte forma:

Min  f(x) = cpxp+cnixn1 +cnoxne
S.a. xp=B 'b—B 'Nlxy; — B 'N2xy,

Lp <xp<Us
xN1 = Lm
xnv2 = Uno (8)

Agora considere as seguintes definicdes conforme visto em Gevegy (2022):

e [z € o conjunto de indice das varidveis basicas;

e [y € o conjunto de indices das varidveis ndo basicas em seu limite inferior com n1 elementos;

e [y» € o conjunto de indices das varidveis ndo basicas em seu limite superior com n2 elementos;

e N1 € a particdo (matriz) ndo basica associada as varidveis ndo bdsicas que estdo em seu limite
inferior, isto é, N1 = {a;|i € IN1};

e N2 ¢ a particdo (matriz) ndo bdsica associada as varidveis ndo bdsicas que estdo em seu limite
superior, isto é, N2 = {a ;|i € IN2}.

Sendo assim, de acordo com o método Simplex € preciso realizar os cdlculos envolvendo as matrizes
e os vetores conforme descrito anteriormente da seguinte forma:

1. Caélculo da solucdo bésica:

xg=B"'b— B 'Nlxy; — B"'N2xy».

2. Célculo do vetor multiplicador Simplex:

n=ciBl.

3. Calculo dos custos reduzidos:

Ci=cj— nla ;,V j € Iy Uy (critério para escolha do indice que entra na base, q).

4. Direcdo Simplex:

dg = B_laq, q € Iy ou Iy, (indice ndo bédsico que entra na base).

5. Escolha do 6 (tamanho do passo) de tal forma que a nova solugéo seja factivel, ou seja:

LB,- < XB; :|:5d31. < UB,~7 i= 1,...,m.

6. Atualizac@o da inversa da base:

(B~') = EB~!, em que B! representa a inversa da base, (B~!) é a nova inversa da matriz base e E
a matriz de transformacdo linear, veja Bazaraa (2010).



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Na inicializa¢do do método Simplex as varidveis de decis@o sdo iniciadas no seu limitante inferior
ou superior, isto €, x; = L; sendo i variando de 1,...,n1 ou x; = U; sendo j variando de 1,...,n2. Caso a
solu¢do bésica inicial ndo seja factivel, recorre-se a Fase I do método Simplex. Esta etapa objetiva buscar
uma solucdo bésica factivel inicial. A Fase I consiste de mais uma implementag¢do do préprio método.
Logo, a fase II inicia-se entdo com esta solugdo basica factivel e determina (encontra) a solu¢io 6tima
para o problema original.

Resultados e Discussoes

Neste trabalho, verifica-se o desempenho do PSC na otimizacdo dos problemas de produgdo de
racdo do Instituto Federal do Espirito Santo (IFES). Para tal propésito, foram formulados 24 problemas
(instancias) que representam diferentes cendrios da produgdo de racdo. Por meio de estudos preliminares
e de uma visita técnica, foi feito um estudo de caso no IFES em Alegre, ES. A formula¢do utilizada nas
instancias a seguir é uma representacdo dos problemas de producio de ragdes expressos em kg, mas a
formulac¢do mais adequada € tratada em termos de % conforme GEVEGY (2022). A solucdo encontrada
pelo método PSC foi comparada com a do software CPLEX. As instancias de 1 até 15, sdo equivalentes
as ragdes de aves. Ja as instancias de 16 a 24 equivalem as ra¢Oes para suinos.

No geral, os problemas formulados tem como caracteristicas uma média de 21,88 linhas por 10,75
colunas. Além disso, apresenta um percentual de esparsidade de 70,56%. As intancias relacionadas as
aves possuem em média 22,67 linhas por 9,47 colunas e uma esparsidade de 69,36% . Ja as instancias
relacionadas a suinos possuem uma média de 20, 67 linhas por 12,89 colunas apresentando um percentual
de esparsidade de 72,57%.

Cabe destacar que durante a execugdo das instancias, o tempo registrado foi de 0,000000000001
segundos. Sendo assim, o tempo computacional € praticamente nulo.

A Tabela 1 apresenta o nimero de iteracdes do método PSC em comparacdo com o CPLEX para os
problemas que envolvem aves.

Tabela 1: Numero de iteracdes - PSC e CPLEX - Aves.

PSC
Instancia fasel fasell CPLEX
instAves1 43 4 5
instAves2 40 4 4
instAves3 40 4 5
instAves4 42 4 6
instAves5 44 5 4
instAves6 46 5 8
instAves7 34 4 1
instAves8 44 4 7
instAves9 44 3 6
instAves10 43 5 7
instAves11 18 4 9
instAves12 38 4 1
instAves13 46 5 4
instAves14 46 4 3
instAves15 65 5 6
MEDIA 4220 4,27 5,07

Fonte: O Autor (2022).
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Nota-se que para algumas instancias de aves, como instAves15, exigem um nimero maior de iteragao
como visto na fase I do método PSC. Esta instincia aparenta ser mais complexa, o que pode necessitar
de estratégias adicionais com o intuito de fazer o método convergir mais répido.

Embora o nimero de iteracdes na fase I seja muito maior que na fase Il mas na média foi inferior a
2m, em que m € o numero de restricdes (linhas) técnicas do problema. Este desempenho estd de acordo
com muitos trabalhos na literatura.

Nota-se que somando o esfor¢o requerido pelo PSC nas fases I e II € muito maior que o CPLEX,
mas considerando-se apenas a fase II o desempenho sdo similares. Vale ressaltar que o software foi
desenvolvido hd muito tempo e sofre diversas atualizacdes para melhorar a sua performace, em especial
neste caso para se obter uma solug@o bésica inicial factivel.

Agora, a Tabela 2 apresenta o desempenho do PSC frente ao software CPLEX para problemas rela-
cionados as ragdes suinas.

Tabela 2: Numero de iteracdes - PSC e CPLEX - Suinos.

PSC

Instancia fasel fasell CPLEX
inst1Suinos 34 4 3
inst2Suinos 37 4 3
inst3Suinos 37 4 4
inst4Suinos 38 8 5
inst5Suinos 24 5 3
inst6Suinos 36 5 3
inst7Suinos 40 4 6
inst8Suinos 37 5 4
inst9Suinos 37 7 4

MEDIA 3556 5,11 3,89

Fonte: O Autor (2022).

No geral, nota-se um desempenho muito parecido para PSC fase Il e CPLEX com relagdo aos proble-
mas das aves (Tabela 1) e uma pequena reducdo na fase I para o PSC. Para verificar a precisao numérica
do PSC, apresenta-se a solug@o 6tima encontrada para todos os problemas na Tabela 3 a seguir, para PSC
e CPLEX.

Durante a execug@o do método PSC, observou-se que nos casos onde hé a fixagdo de alguns alimen-
tos, reduzindo o espaco de busca, o PSC passa a ter um desempenho melhor. Note que o desempenho do
CPLEX e PSC foram muito préximos ao resultados obtidos com os problemas da ra¢do para aves e para
suinos.

Portanto, novamente comparando a fase II do PSC com o CPLEX observa-se valores iguais ou supe-
riores ao software comercial. Percebe-se que a iteracdo na fase II é equivalente a encontrada no CPLEX.

Cabe destacar que o PSC é uma opc¢ao valida ao CPLEX para solucionar problemas de producao de
racdo. J4 em casos que demandem uma convergencia mais réapida, o CPLEX pode ser recomendado. E
necessario explorar estratégias de inicializacdo e refinamento para otimizar ainda mais o desempenho do
PSC.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Tabela 3: Qualidade da solucao PSC e CPLEX - Aves e Suinos/IFES.

PSC CPLEX Diferenca PSC
Instancias FO FO - CPLEX
instAvesl  317,938263624112 317,938263610  0,00000001411
instAves2  312,737313637549 312,737313510  0,00000012755
instAves3  238,200271280072 238,200271370  -0,00000008993
instAves4  254,587177621759 254,587177600  0,00000002176
instAvesS  300,102859384186 300,102859460  -0,00000007581
instAves6  226,920918645802 226,920916580  0,00000206580
instAves7  255,155999999823 255,156000000 -0,00000000018
instAves8  254,613130338601 254,613130270  0,00000006860
instAves9  250,549454619190 250,549454600  0,00000001919
instAves10  268,578678347934 268,578678360  -0,00000001207
instAves11  252,897099737040 252,897100990 -0,00000125296
instAves12  216,202000003176 216,202000000  0,00000000318
instAves13  217,630286507885 217,630286490  0,00000001788
instAves14  259,373527128053 259,373527030  0,00000009805
instAves15  266,925810178974 266,925810130  0,00000004897
instSuinos1  254,604283816199  254,60428378  0,000000036199
instSuinos2  244,478869885988  244,47886981  0,000000075988
instSuinos3  222,937456386946 22293745644  -0,000000053054
instSuinos4  277,972291084490  277,97229105  0,000000034490
instSuinos5  282,104672523379  282,10467251  0,000000013379
instSuinos6  295,548511621892  295,54851155  0,000000071892
instSuinos7  244,931766947135  244,93176693  0,000000017135
instSuinos8  236,974388647334  236,97438853  0,000000117334
instSuinos9  223,612240931667 223,61224102  -0,000000088333

Fonte: O Autor (2022).

No geral nota-se que a qualidade da solugdo 6tima do PSC se igualaram aos resultados do software
CPLEX até a sétima casa decimal.

Destaca-se que nas instancias instAves3, instAves5, instAvesT, instAves10, instAves11, instSuinos3 e
instSuinos9 o método PSC encontrou um valor 6timo com uma precisdao melhor que a do CPLEX. Isto
pode ter ocorrido devido ao valor de tolerancia usado na implementagao do PSC, sendo que, para estes
problemas foram obtidos valores com uma 6tima precisao numérica.

Assim, verifica-se que a implementacdo do PSC tem uma 6tima estabilidade numérica para os pro-
blemas tratados.

Conclusao

O PSC foi estudado e implementado para solucionar problemas que retratem a producio de ragio
de aves e suinos da fébrica de ra¢do do IFES/Alegre. O método foi usado em 24 problemas, sendo 15
deles relacionados a ra¢do de aves e os outros 9 para suinos. A solugdo foi comparada com o software
CPLEX e demonstrou uma 6tima precisdo da solu¢do. O método PSC apresentou um baixo nimero
de iteracdes (fase I e Fase II). Frente ao CPLEX foi inferior, mas os software ¢ uma implementagao
comercial desenvolvida e aprimorada hd muito tempo.

O método PSC auxilia na tomada de decisao na producdo da fabrica. Além disso, informa o quanto
cada ingrediente contribui tanto na quantidade em quilo de racdo quanto no custo.
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Assim, o método se mostrou eficaz na solu¢do dos problemas reais da producdo de racio de forma
precisa e rdpida. O presente trabalho evidencia que o PSC é uma ferramenta que pode contribuir muito
no setor de producdo de racao.

Como trabalhos futuros pretende-se adicionar estratégias para reduzir a quantidade de iteragdo na
fase I. Implementar uma interface grafica para facilitar a gestio dos ingredientes e utilizar o método para
fazer a formulagdo da racdo de aves e suinos considerando a formulagdo em termos de porcentagem
como tratado em diversos trabalhos na literatura.
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Resumo: O setor industrial é o maior consumidor de energia elétrica no Brasil e notavelmente é um dos mais
importantes pelo seu grande impacto econdmico e social. O objetivo deste trabalho é comparar os modelos de
previsdo autoregressivos vetoriais e o regressdo dindmica aplicados aos dados de energia elétrica do setor industrial.
Para o modelo de regressdo dindmica serd utilizado como varidvel exégena o pib industrial. A capacidade preditiva
dos modelos serd avaliada pelas métricas MAPE e RMSE. Os resultados indicam que o modelo de regressao
dindmica apresentou a melhor capacidade preditiva.

Palavras-chave: Séries Temporais. Energia Elétrica. Modelos de Previsao. Produto Interno Bruto.

Introducao

Nos ultimos anos, o consumo de energia elétrica e o produto interno bruto (PIB) do setor industrial
brasileiro vem sendo investigados devido a sua importincia no desenvolvimento nacional em termos
sociais e econdmicos. Dessa forma, a andlise e previsio desses conjuntos de dados sdo importantes para
o planejamento do sistema elétrico e, também, para o desenvolvimento de setores da industria.

Neste contexto, a andlise de séries temporais € importante para investigar e prever o consumo de
energia elétrica (Sadownik; Barbosa, 1999). Esta andlise permite identificar padrdes e tendéncias nos
dados histéricos, o que é fundamental para a previsao de eventos futuros. Também € possivel identificar
valores atipicos e anomalias nos dados, que podem indicar problemas ou eventos excepcionais que re-
querem atengdo especial. Neste trabalho, os conjuntos de dados tratados consideram periodos trimestrais
para poder adequar-se a alguns pressupostos dos modelos de séries temporais. Primeiramente, serd rea-
lizada uma anélise exploratéria dos dados referentes a cada um dos seus conjuntos, depois a verificagao
dos pressupostos dos modelos e por fim, a predicdo dos mesmos.

A previsao do consumo de energia elétrica no setor industrial brasileiro tem sido realizada por dife-
rentes modelos de séries temporais, tais como os modelos de redes neurais artificiais (Silva et al., 2022),
modelos de regressao dindmica integrados a uma abordagem bottom-up (Silva, et al. 2018; Silva et al.,
2019.) e os modelos de amortecimento exponencial e de Box-Jenkins (Mendes et al., 2023).

De acordo com Amaro et al. (2017), a previsdo da demanda de energia de curto prazo é dificil
de ser realizada porque envolve uma grande influéncia de varios fatores sociais e econdmicos. Mas,
sugerem que os modelos univariados podem ser utilizados para prever a demanda de energia elétrica
de forma eficiente. Por outro lado, Castro et al. (2016) mostraram que a inclusdo de varidveis que se
inter-relacionam com a varidvel de interesse, aumenta a capacidade de previsdo, sugerindo a utilizacdo
de modelos multivariados.
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O objetivo deste trabalho é comparar os modelos autoregressivos vetoriais (VAR) e o de regressao
dindmica para a previsdo do consumo de energia elétrica do setor industrial. No modelo de regressao
dindmica, serd utilizado o PIB como varidvel regressora. A capacidade preditiva dos modelos foi avaliada
pelas métricas do erro médio absoluto percentual (MAPE) e a raiz do erro quadritico médio (RMSE).

Metodologia

Neste trabalho, foram utilizados os dados do PIB (em reais) e o consumo de energia elétrica (em
MWh) do setor industrial brasileiro, considerando o periodo de janeiro de 2002 até dezembro de 2021.
Esses dados estdo disponiveis no sitio eletronico do Instituto de Pesquisa Econdmica e Aplicada (IPEA,
2022). Para testar o poder de ajuste e as generaliza¢des das previsdes, os dados foram divididos em dois
conjuntos: o conjunto de treino, com intuito de explorag@o dos dados, ajustes e validacdo dos modelos e
o conjunto de teste para avaliar a capacidade preditiva.

Na primeira parte do estudo foi apresentada uma anélise exploratéria das séries temporais para com-
preender seu comportamento e suas caracteristicas de nivel, tendéncia, ciclo, sazonalidade e ruido. Estas
informagdes sdo importantes para identificar o tipo de modelo a ser ajustado.

O conjunto com as séries temporais do consumo de energia elétrica industrial e PIB foi dividido
em duas partes: as primeiras 68, 72 e 76 observacdes trimestrais de cada série foram utilizadas como
conjunto de treinamento, correspondendo aos anos de 2002 até 2018, 2002 até 2019 e 2002 até 2020,
respectivamente, para estimar os pardmetros e as ultimas 4 observacdes como o conjunto de teste, ou
seja, para obter como previsdo 2019, 2020 e 2021.

Dessa forma, foram ajustados os modelos VAR e o de regressao dindmica. Em seguida, foram obtidas
as previsdes para cada uma das séries temporais considerando 4 passos a frente. Para selecionar o modelo
mais adequado foram utilizadas as métricas de acuracidade do erro médio absoluto percentual (MAPE)
e a da raiz do erro quadrético médio (RMSE).

Modelo Autorregressivos Vetoriais - VAR

Entre os modelos multivariados de séries temporais, os modelos VAR sao os mais utilizados na
prética, devido a sua semelhanga com os modelos de regressdo e a relativa facilidade de ajustar esses
modelos as séries temporais reais (Box et al., 2015). Por exemplo, os parimetros podem ser estima-
dos usando métodos de minimos quadrados que geram expressdes de forma fechada para as estimativas.
Esses modelos s@o utilizados em econometria para descrever o comportamento dindmico de séries tem-
porais econdmicas (ou financeiras) e para produzir previsoes.

O modelo autorregressivo vetorial de ordem p, VAR(p), para n varidveis é dado por

Xi=0+0 X1+ +0,Xp+a, (D)

em que X; é um vetor de ordem (n x 1), composto pelo t-ésimo valor das varidveis analisadas, @ é
um vetor de ordem (n x 1), composto por constantes, ¢ € uma matriz de ordem (n X n) composta por
elementos Y, i =1,2,---,n,j=1,2,--- ,n,k=1,2,---,p e a; ¢ um vetor de ordem (n x 1), composto
pelos t-ésimos erros aleatdrios.

Modelo de Regressao Dinamica

A regressdo dindmica consiste em estender os modelos ARIMA para permitir que outras informacdes
sejam incluidas no modelo, com o intuito de melhorar a andlise e previsdo de séries temporais. Segundo
Hyndman e Athanasopoulos (2018), o modelo de regressdao dindmica é definido por
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Yt :ﬁ0+B1xl,t+"'+ﬁkxk,t+8t ()

onde y; é uma fungio linear de k varidveis preditoras (xj,,---,xx/), € & geralmente é considerado
um termo de erro nio correlacionado (ou seja, é ruido branco).

Neste modelo permite-se que os erros de uma regressdo contenham autocorrelacdo. Para enfatizar
essa mudanca de perspectiva, substitui-se & por 7], na equacdo. A série de erros 7], assume-se que segue
um modelo ARIMA.

Vi =PBo+PBixiy+ -+ Brxe, + 1 3)
(1—¢B—---—0,B”)(1—B)'n, = (1+6,B+---+6,8")¢ 4)

em que & € o erro do modelo ARIMA, ou seja, ruido branco e 1), € o erro do modelo de regressao.

Métricas para os modelos de previsao

Para selecionar o modelo de previsdo mais adequado foram utilizadas as métricas de raiz do erro
quadratico médio (RMSE) e o erro médio absoluto percentual (MAPE). Seguem as defini¢des abaixo,
considerando N a quantidade de valores previstos, y; € o valor previsto e y; € o valor observado ambos
para o instante i

1. A raiz do erro quadrético médio é definido por:

=

1
N !

1

RMSE = (vi —3i)? )

I
—_

2. O erro médio absoluto percentual (MAPE) € defindo por:

1N v.— 9
MAPE =100 x — Y |22 6)
N= i

Resultados e Discussoes

Nesta secdo, primeiramente serd apresentada uma andlise exploratéria para as séries temporais do
consumo de energia elétrica e PIB do setor industrial brasileiro. Em seguida, serdo apresentados os
resultados dos modelos VAR e o de regressao dindmica.

Analise Exploratoria

A Figura 1 mostra as séries temporais do consumo de energia elétrica e o PIB do setor industrial bra-
sileiro. Pode-se observar nesta figura que ambas as séries temporais possuem tendéncia e sazonalidade.
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Figura 1: Séries Temporais do Consumo de energia elétrica industrial do Brasil e o PIB industrial brasi-
leiro.

A série temporal do consumo de energia elétrica industrial possui bastante mudanca de nivel, com
vales mais significativos em 2008, 2016 e 2020. Em 2008 teve a crise econdmica mundial e em 2020 e
2021 a pandemia da COVID-19 e por estes motivos refletiram diretamente no comportamento da série
temporal. No PIB também houve uma queda, porém menos acentuada. Nota-se também apds a pandemia
um crescimento significativo em ambas as séries temporais.

Uma maneira de confirmar a intui¢do anterior € utilizando a decomposicao STL (Seasonal and Trend
Decomposition using Loess). Essa decomposicdo divide os dados da série temporal nas componentes de
tendéncia, sazonalidade e residuo. Através disso, confirma-se a existéncia de tendéncia e a sazonalidade
para o periodo trimestral.

Na Tabela 1, pode-se observar as medidas estatisticas para os dados de consumo de energia elétrica
da inddstria brasileira e para o PIB industrial brasileiro para o periodo de 2011 a 2021.

Tabela 1: Tabela de medidas estatisticas anuais do gasto energético da industria e do PIB dos tltimos dez
anos.

Média Variancia Desvio padrdo  Minimo Miéximo  Co. Variacdo
Consumo  43494.,45 5303194,35 2302,87 36943 47020 5,29
PIB 308146,31 2131700042,47 46170,34 228636,05 455358,93 14,98

A correlacdo entre os dados de consumo de energia elétrica da industria do Brasil e do PIB industrial
¢ 0,63. Com isto, nos dé evidéncias de que uma série temporal possa interferir € melhorar o modelo no
comportamento da outra e podemos aplicar varios modelos multivariados para tentar melhorar a predi¢ao
da série temporal enddgena.
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Modelo VAR

Antes de ajustarmos o modelo VAR(4), foi verificado pelos critérios de parcimdnia AICc, BIC e AIC
qual era o mais baixo. Para a adequabilidade do modelo proposto foi aplicado o teste de Portmanteau para
a correlacdo serial. Aplicando este teste de correlacio serial, apresentou valor-p aproximadamente de
0,05 indicando a ausé€ncia de correlacio serial a 95% de confianca. Pelo teste da raiz unitéria, calculando
os autovalores associados a matriz de defasagens, todos os valores deram menores que 1. Logo, o modelo
VAR(4) estimado € estdvel e portanto o modelo é adequado.

A Tabela 2, apresenta os valores das métricas para cada periodo dos conjuntos de teste. O modelo
VAR(4) apresentou uma capacidade preditiva tendo um MAPE e RMSE médio de 4,3701 e 2177,3135.

Tabela 2: Tabela com as métricas MAPE e RMSE para o conjunto de teste do consumo de energia elétrica
industrial para o modelo VAR(4).

Teste 2019 2020 2021 Média
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
VAR4) | 1,33 690,60 | 5,79 3076,67 | 599 2764,68 | 4,37 217731

Modelo de Regressao Dinamica

Na tabela 3 abaixo apresenta as métricas obtidas para o modelo de regressdo dindmica, considerando
os diferentes conjuntos de teste. O modelo de regressdo utilizou o PIB como varidvel regressora. Esse
modelo apresentou um MAPE e RMSE médio de 4 e 2015,51, respectivamente.

Tabela 3: Tabela com as métricas MAPE e RMSE para o conjunto de teste do consumo de energia elétrica
industrial considerando o modelo de Regressao Dinamica.

Teste 2019 2020 2021 Meédia
MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE | MAPE RMSE
DLM | 2,68 1166,31 | 6,14  2881,89 | 3,18  1998,36 4 2015,52

Comparaciao entre os modelos VAR e de Regressao Dinamica

A Tabela 4 apresenta as métricas de comparacdo para os conjuntos de treinamento e de teste para
os modelos considerados neste estudo. O modelo de regressao dindmica apresentou menores valores de
MAPE e RMSE tanto para o conjunto de teste e treinamento (Tabela 4). Portanto, o modelo de regressdo
dindmica apresentou a melhor capacidade preditiva.

Tabela 4: Tabela com as métricas MAPE e RMSE para os modelos VAR e de regressao dindmica.
Conjuntos Treinamento Teste
Métricas | MAPE RMSE | MAPE RMSE
DLM 2,12 1173,57 | 3,18 1998,36
VAR4) 23 1368,8 5,99  2764,68

Observa-se na Figura 2(a) que ambos os modelos capturaram bem as variacdes ao longo da série
temporal nos anos de 2000 a 2021, porém, nota-se que no ano de 2020 os modelos ndo se ajustaram
bem no vale abrupto existente. A série predita pelo modelo de regressdo dindmica estd mais préxima
aos dados observados para a previsdo trimestral de 2021 (Figura 2(b)), corroborando com as métricas
apresentadas na tabela 4.
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Figura 2: Ajuste (para o conjunto de treinamento) (a) e previsdo com intervalo de confianca de 95% (para o
conjunto de teste) (b) do consumo de energia elétrica do Brasil utilizando os modelos de regressdo dindmica e
VAR(4).

Conclusoes

Neste trabalho, aplicaram-se os modelos de regressdo dinamica e o VAR, a fim de prever o con-
sumo de energia elétrica no Brasil. Os resultados mostraram que estes modelos podem contribuir para
obtencio de projecdes do consumo de eletricidade no horizonte de curto prazo. Os dados trimestrais ana-
lisados foram de janeiro de 2002 até dezembro de 2021, obtidos no sitio eletronico do IPEA. As métricas
de precisio MAPE e RMSE apontaram que o modelo de regressao dindmica foi aquele com a melhor
capacidade de predicdo e de ajuste dentre os modelos analisados. Como uma extensdo deste trabalho,
pretende-se para pesquisas futuras, investigar e comparar os resultados deste trabalho usando os modelos
VAR-VEC e de redes neurais para realizar as previsdes das séries temporais, investigar comportamentos
das séries e verificar a relacdo contemporinea entre elas.
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Resumo: O presente artigo oferece uma revisdo sistematica sobre os temas de teoria das filas e simulagéo,
utilizando as bases de dados da CAPES: Scopus e Web of Science. Ao abordar essas duas areas que estdo
presentes em diversas disciplinas e mais especificamente na logistica, a pesquisa visa examinar a evolugdo e as
tendéncias das publicagdes ao longo do tempo e ver a pertinéncia das ferramentas para avaliar indicadores de
eficiéncia dos processos logisticos. Mediante a analise e metodologia sistematica, o estudo explora a quantidade
de artigos por ano, destacando anos de maior e menor atividade. A fusdo dos dados da CAPES, Scopus e Web of
Science forneceu insights sobre os padrdes de pesquisa nessas areas. Os resultados destacam anos de pico de
publica¢des, mostrando flutuagdes naturais na producéo académica e contribui para o entendimento da dindmica
da pesquisa em teoria das filas e simulagéo, oferecendo uma visdo das tendéncias e &reas de interesse ao longo
do periodo estudado. Ao restringir a busca a area de logistica, mesmo que a quantidade de artigos diminui, ainda
mostra como ambas as ferramentas sdo usadas em pesquisas sobre este tema. Este resultado pode ser
significativo para demonstrar a relevancia atual deste tépico, o qual pode ser explorado em futuras pesquisas e
projetos.

Palavras-chave: Teoria das Filas. Simulagdo. Logistica. Revisdo sistematica.

1. Introducéo

Num ambiente globalizado a logistica surge como uma vantagem competitiva utilizada como
estratégia de criacdo de valor. Nesse sentido a avaliacdo de desempenho tem o intuito de promover
informacdes sobre a performance das atividades logisticas (BALLOU, 2012). Quando se fala de
desempenho logistico, os indicadores abrangem todas as atividades logisticas de transporte, aquisicao
de materiais e pecas, gestdo de estoque, gestdo de armazenagem, gestdo da manutencdo, engenharia de
infraestrutura, e distribuicdo fisica, sendo o tempo e a qualidade aspectos desafiadores da producao
nos mercados transnacionais, por este motivo o indicador “Qualidade e competéncia logistica” esta
entre os definidos em 2018 pelo Banco Mundial (MACHADO; DOS SANTOS, 2021).

Para Tavares (2018) na avaliagdo dos cenarios sobre desempenho logistico é necessario a
adogdo de ferramentas de apoio a decisdo que contribuam para a reducdo de custos e ganhos
operacionais que por sua vez aumentam a capacidade de competicdo das empresas. Entre estas
ferramentas se destacam a simulagdo computacional e a teoria das filas (DA SILVA et al., 2021).

A teoria das filas € um ramo da Pesquisa Operacional que tem como foco principal utilizar
conceitos bésicos de processos estocésticos e de matemaética aplicada com o intuito de estudar o
processo de formacdo de filas e quais sdo as caracteristicas da mesma permitindo o dimensionamento
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adequado de instalacGes, equipamentos e infraestrutura adequada para a quantidade de demanda (DE
BRUNS; SONCIM; DE SINAY, 2001).

Outra ferramenta utilizada para estudar e avaliar os processos de fila em sistemas de producéo e
servicos € a simulacdo computacional. Da Silva et al. (2021) realizaram um estudo sobre a otimizacéo
dos processos logisticos do porto de Itajai utilizando simulagdo e indicadores da teoria das filas,
mostrando as particularidades de uso de cada uma das ferramentas. Neste contexto aparecem
diferentes questdes de pesquisa a serem respondidas: Qual dessas duas ferramentas, teoria de filas ou
simulagdo, da uma melhor resposta na otimizacdo de processos logisticos relacionados com filas de
espera em processos produtivos ou de servicos? Quais vantagens ou desvantagens estdo associadas a
cada ferramenta?

Neste sentido este artigo apresenta uma proposta metodoldgica para conduzir a revisdo
bibliogréfica tendo como temaética a utilizacdo da teoria das filas e da simulacdo computacional de
eventos discretos para avaliar indicadores de eficiéncia logistica. Como resultado espera-se que a
proposta metodoldgica auxilie no levantamento do estado da arte e no entendimento dos gaps ou
lacunas que permitam desenvolver uma pesquisa aprofundada na tematica com aplicacdo pratica em
estudo de caso nas operacOes portuarias.

2. Referencial tedrico

2.1.Reviséo Sistematica

Revisdo sistemética é o nome dado a uma abordagem de pesquisa que tem como objetivo coletar,
avaliar e sintetizar as evidéncias relevantes sobre um determinado assunto. E uma ferramenta essencial
para consolidar o conhecimento existente, oferecer insights confidveis e embasar decisdes para realizar
uma pesquisa. Conforme destacado por Biolchini (2005) as principais etapas que comp@em o
desenvolvimento de uma reviséo sistemética sdo: planejamento, revisdo, execucdo, revisdo e analise
dos resultados.

O planejamento é o ponto de partida, onde é definida a pergunta de pesquisa e 0s critérios de
inclusdo e exclusdo dos estudos. Isso estabelece os pardmetros para a busca e sele¢do dos artigos
relevantes. A etapa de revisdo envolve a busca em bases de dados académicas e outras fontes
relevantes para identificar todos os estudos pertinentes ao tema.

Na fase de execugdo, os estudos sdo avaliados, seguindo critérios pre-definidos. A andlise dos
resultados implica na sintese das informacdes extraidas dos estudos selecionados, identificando
padr@es, tendéncias e relagdes entre os resultados. A revisdo adicional pode ocorrer apds a analise,
permitindo uma validag&o ou ajuste das etapas anteriores.

Diante disso, na revisdo sistematica o pesquisador pode se fundamentar nas contribui¢des dos
autores de analises aprofundadas apresentadas nas obras, nutrindo sua prépria exploragcdo por meio da
compreensao e ressonancia com o pensamento preexistente (SEVERINO, 2014).

2.2.Teoria das Filas

A teoria das filas busca estudar a avaliagdo da espera em filas, empregando medidas
representativas de desempenho do sistema (TAHA, 2008). As filas se formam quando a procura por
um servico é superior a capacidade de atendimento desse sistema (CAMELO et al., 2010). Portanto o
foco dessa teoria € analisar quanto tempo um usuario espera em fila até o atendimento usando como
instrumento modelos diversos de filas (HILIER LIEBERMAN, 2013).

O sistema de filas pode ser descrito através de um usuario chegando e esperando ser atendido,
passando pelo atendimento e logo apds ser atendido saindo do sistema (BRONSON, 1985). O
principal objetivo de um sistema de filas é relacionar as varidveis de chegada, atendimento e
capacidade de servico, mostrando como deve ser o funcionamento desse sistema (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013). As analises sobre os sistemas de filas buscam entdo descobrir um ponto de



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

equilibrio entre a capacidade de servico disponivel aos usuarios € 0s custos operacionais que sao
gerados até o atendimento (ALVES; MENEZES, 2010).

Segundo Fraga (2012), a notacdo de Kendall, € uma maneira de descrever os modelos para
simplificacdo de sua andlise, utilizando cinco caracteristicas: (a/b/c):(d/e/f) onde: “a” significa o
processo de chegada, onde essa chegada é representada pelo intervalo entre eles; “b” o processo de
atendimento que é representado pelo tempo em servigo; “c” o ntimero de servidores, ou Seja, a
quantidade da fonte de servigo; “d” ¢ a regra da fila representando como é o processo de chegada e
atendimento do usuario no sistema; “€” ¢ o nimero maximo de clientes no sistema; “f” o tamanho
méaximo da populacdo que pode ser atendida.

2.3.Simulacéo

A simulacdo pode ser definida como sendo uma técnica utilizada em diversas areas com o
objetivo de modelar e estudar sistemas nao triviais, isso porque esta tem a habilidade de fazer a
iteracdo entre problemas do meio corporativo e a academia (FELIX; PEIXOTO; EDWIGES, 2023),
permitindo que se estude o comportamento, desempenho e interacGes em um ambiente ideal e virtual
através da criacdo de modelos computacionais que buscam a semelhanga do que acontece na vida real,
proporcionando entdo detalhes de como esses sistemas podem evoluir ao longo do tempo. A simulacéo
é cabivel a tudo aquilo que é real, ou seja, significa reproduzir a performance de um sistema
(CAMELO et al., 2010). E um método que emprega um modelo matemético para viabilizar a
exploracédo e avaliagdo do comportamento e desempenho de um sistema, verificando a antecipacdo de
comportamentos futuros envolvendo a criagdo de um ambiente virtual que espelha o sistema em
andlise. Isso proporciona a capacidade de explorar o comportamento e o desempenho do sistema sob
diversas condigdes, sem a necessidade de realizar modificagdes no sistema real. Nesse contexto, a
solugdo de integracdo se manifesta como um sistema complexo, cujo modelo é caracterizado por
elementos estocésticos, dindamicos e discretos (WIESNER, 2016).

3. Proposta metodoldgica
A proposta metodoldgica para a revisdo sistematica da literatura sobre os temas de interesse pode
ser apreciada na Figura 1.

Figura 1: Etapas para a revisao sistematica
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Fonte: Elaborado pelos autores

Para realizar uma revisdo sistematica se parte de uma pergunta de pesquisa e de critérios de
inclusdo e exclusdo de documentos e bibliografias para poder realizar o estudo. Nesta pesquisa
pretende-se estudar aplicacfes de teoria de filas e simulacdo, para estabelecer qual das duas
ferramentas da uma melhor resposta na otimizacdo de processos logisticos relacionados com filas de
espera em processos produtivos ou de servicos.
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Para a pesquisa bibliografica, no contexto deste estudo, a Web of Science e a Scopus foram
escolhidas para serem as duas plataformas de informacGes para a identificacdo e consolidacdo de
estudos relacionados ao tema estipulado. Essas bases de dados merecem destaque devido a sua
amplitude temaética, abarcando variados campos do saber. Além disso, as plataformas em questdo
apresentam ferramentas de pesquisa avancadas, que concedem a capacidade de refinar os resultados de
acordo com critérios especificos o que simplifica a selecdo de estudos pertinentes e assegura um maior
grau de validade e solidez a revisdo bibliografica.

Para iniciar a pesquisa foram formulados critérios de busca e empregou-se a arvore de palavras
(Figura 2) como primeiro recurso para o desenvolvimento da pesquisa.

Figura 2: Arvore de palavras

Hospital

B Computer =
‘Queuing::
Making Process
Terminal
Energy

Age

Algorithm
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Fonte: Elaborado pelos autores

Essa abordagem permitiu uma representacdo das palavras mais frequentes relacionada a
temaética do trabalho, auxiliando na identificacdo de tendéncias e contetdos predominantes.

A busca exploratoria nas bases de dados se deu a partir da estruturagdo dos termos utilizando
I6gica booleana, uma abordagem que possibilita a organizacéo precisa das palavras-chave com base
nas particularidades das bases de dados. Esse método permitiu criar consultas de pesquisa refinadas,
combinando os termos de maneira estratégica para obter resultados mais pertinentes e alinhados com
0s objetivos da investigacdo. A aplicagdo da logica booleana proporciona uma abordagem sistematica
para moldar a busca, maximizando a relevancia das informacdes recuperadas e otimizando o processo
de descoberta académica.

Apos a selecdo das bases de dados e a definicdo dos termos de pesquisa, foram implementados
filtros com o intuito de assegurar a qualidade dos dados adquiridos. Essa abordagem permitiu discernir
e excluir informacGes que pudessem ser desatualizadas, imprecisas, antiquadas ou desprovidas de
relevancia para a investigacdo em questdo. Um exemplo dos filtros utilizados é representado na Figura
3 para um conjunto de palavras-chaves.

Figura 3: Filtros base de dados

Filiros

1) Article
(artigo de periddico)
"queuing theory" AND
/ "simulation” AND "Logistics”
Scopus 2) ingles e portugues
3) 2010 - 2023
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Web of science Filtros
\ "gueuing theory" AND 13 Article
"simulation" AND "Logistics" -
(artigo de peridgdico)
2) ingles
3) 2010 - 2023
22 documentos encontrados

Fonte: Elaborado pelos autores
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Na Tabela 1, é possivel observar os resultados das pesquisas booleanas em cada uma das bases
de dados.

Tabela 1: Triagem dos artigos bases "Web of Science" e "Scopus"

Triagem dos artigos Scopus Web of science
""gueuing theory" 4222 5252
""gqueuing theory™ AND "simulation 1537 1686
"gueuing theory" AND "logistics" 126 112
"queuing theory" AND "simulation” AND "Logistics" 52 46
"queuing theory" AND "simulation™ AND "Logistics" (filtros:
2010-2023; inglés e portugués; artigo de periodico) 13 28

Fonte: Elaborado pelos autores

A predominancia de artigos é notavel quando se empregam os termos "queuing theory" e
"gueuing theory" AND "simulation". Isso reflete a abrangéncia e relevancia dessas ferramentas em
uma ampla gama de campos cientificos. A riqueza de pesquisa nessas areas sugere sua importancia
continua no estudo de sistemas de espera e analise de processos.

No entanto, € interessante observar que ao incluir o termo "logistics" juntamente com 0s outros
dois, a quantidade de artigos se reduz. Esse fenbmeno sugere que, embora a incorporagdo da logistica
possa trazer foco e aplicabilidade especificos, ela também pode limitar a diversidade de tdpicos
abordados. Isso ilustra como a intersegdo entre esses termos influencia a amplitude das publicagdes e
aponta para a influéncia direta que a logistica exerce na contextualizacdo e escopo da pesquisa.

Considerando essa situacdo, os conjuntos de dados provenientes do Scopus e da Web of Science
foram unidos. Os dois arquivos de pesquisa foram combinados, e os artigos duplicados foram
eliminados, 0 que resultou em um novo arquivo no formato de planilha. A base de dados da Web of
Science apresentou 28 artigos, enquanto a base da Scopus continha 13 artigos. Ap6s a remogédo das
duplicagdes, o total ficou em 32 artigos Unicos. Estes 32 artigos vao compor a base de dados inicial
para continuar o processo de ranqueamento proposto na Figura 1.

Na Figura 3, € visivel a representacdo grafica da quantidade de artigos abordando o tema
estabelecido, publicados no intervalo de tempo entre 2010 e 2023. Pode-se apreciar que 0S anos com a
maior quantidade de publicacfes sdo 2015, 2018 e 2019, cada um com um total de 5 artigos
publicados. De maneira geral houve uma constancia nos estudos sobre teoria das filas, simulacéo e
logistica ao longo dos anos. O decrescimento nos ultimos anos, ainda pode ser um reflexo da
pandemia. Isso mostra que o tema € atual com aplica¢cdes em diversos campos.

Figura 3: Quantidade de artigos por ano

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

Fonte: Elaborado pelos autores
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A proxima etapa da proposta metodolégica é definir os critérios de ranqueamento dos artigos e
0s pesos estabelecidos. Aqui sera dividido por topicos e critérios como mostra a Tabela 2.

Tabela 2: Tépicos e critérios para ranqueamento

Topicos

Critérios

Journal (Tem como objetivo identificar a
relevancia e exceléncia do jornal em que o artigo
foi publicado)

Valor dos indices SJIR/SNIP do jornal em que o
artigo foi publicado.

Tema (Tem como objetivo identificar a relevancia
do artigo para a pesquisa. Para isso, avalia-se
através dos resumos e palavras-chave dos artigos,
0 quanto que estdo alinhados aos objetivos desta

Nota dada ao artigo em relacdo ao seu
alinhamento & pesquisa em funcdo dos seguintes
temas:

- Modelos de filas

pesquisa académica em questao). -Simulacéo de eventos discretos e teoria de filas
aplicados de forma conjunta em operagdes
logisticas

-Vantagens e desvantagens do uso de cada
ferramenta no mesmo processo

-Modelos de filas e simulagdo associados a outras

ferramentas de tomada de decisdo

Fonte: Elaborado pelos autores

Outros critérios ainda podem ser definidos no transcurso da pesquisa. Para estabelecer as
prioridades podem ser usados métodos de tomada de decisdo com multiplos critérios como o Analytic
Hierarchy Process (AHP) ou matrizes de prioridades. Pode ser usada escala tipo Likert para a
pontuacdo. A nota dada ao artigo em relagdo ao alinhamento do tema sera estabelecida pela propria
autora, todos os outros indicadores tém como fonte o motor de busca académica das bases de dados
usadas.

Com esse ranqueamento finalmente poderd ser feita uma avaliacdo qualitativa que pode ser
auxiliada por softwares e decidir quais artigos vao compor a base de dados final que se usard como
referéncia para a pesquisa em questao.

Segundo os autores pesquisados ambas as ferramentas se mostram pertinentes para resolver
problemas logisticos e avaliar cenarios para melhoria de processos com gargalos (FELIX; PEIXOTO;
EDWIGES, 2023; FELIX; PEIXOTO; EDWIGES, 2023; DA SILVA et al. 2021). Vantagens e
desvantagens podem ser analisadas para casos especificos e estabelecer modelos que permitam
aproveitar as vantagens de cada ferramenta por separado ou implementar o uso de forma conjunta em
projetos de pesquisa, mostra-se um assunto pertinente para um estudo mais detalhado.

Conclusoes

Com base na proposta metodoldgica adotada neste estudo, foi realizada uma revisdo dos temas
de teoria das filas e simulagdo com aplicagdes na logistica. A proposta do estudo estabelece a
realizacéo de trés etapas, das quais somente foi concluida a primeira delas, a revisao bibliogréfica.

O mapeamento inicial permitiu a constru¢do da arvore de palavras-chave destacando as mais
frequentes relacionadas ao tema. A estruturacdo dos termos com l6gica booleana possibilitou a
formulacéo de consultas alinhadas com os critérios de pesquisa das bases de dados. A aplicacdo de
filtros foi importante para garantir a qualidade dos dados, eliminando informacgdes desatualizadas e
irrelevantes.

Como resultado inicial obteve-se uma base formada por 32 artigos que serdo estudados e
organizados segundo as etapas da proposta metodolégica. Com o aprofundamento no estudo seréo
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identificadas lacunas do conhecimento e a pesquisa seré dirigida a um setor importante da economia, 0
portuario. Isto permitird dirigir o estudo para uma proposta sélida de tema de pesquisa que sera usada
como tema de dissertacao.
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Resumo: o artigo apresenta um modelo matematico que pode auxiliar na tomada de decisdo para garantir a
minimizacdo do atraso do tempo de atendimento das equipes médicas para distribuicio de socorro na fase de res-
posta a um desastre, considerando as especialidades médicas da equipe e a demanda por estas especialidades. Para
construcdo da abordagem exata € utilizado um modelo matemdtico similar ao usado para problemas de roteamento
com janelas de tempo. Os resultados mostram que a abordagem exata entrega solucdes vidveis aos decisores,

porém, para grandes instancias, € necessdrio um tempo computacional relativamente alto.

Palavras-chave: Logistica Humanitaria. Modelagem Matematica para Distribui¢cdo de Socorro Médico. Rotea-

mento Médico. Modelagem Computacional. Programacgao Linear Inteira Mista.

Introducao

Furacdes, enchentes, tempestades, rompimento de barragens entre muitos
outros desastres afetam diversas pessoas anualmente e causam imensuraveis
danos ao redor do mundo. De acordo com CRED (2021), desde 1990 houve
16.165 desastres naturais em todo o mundo, atingindo cerca de 8,3 bilhdes de
pessoas, gerando 32,4 milhdes de mortes e um custo aproximado de 5,4 bilhdes
de ddlares. O Brasil ocupa a 10* posi¢dao no ranking de paises afetados pelos
desastres segundo o CRED (2021). Segundo a CNN Brasil (Janone, 2022), no
inicio de 2022, aproximadamente 8 milhdes de brasileiros foram afetados por
desastres ambientais. Eventos recentes, como os rompimentos de barragens em
Mariana (2015) e Brumadinho (2019) em Minas Gerais, deixaram um impacto
duradouro na populagdo e causaram a necessidade de auxilio humanitario. O
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acidente de Brumadinho, por exemplo, levou mais de dez mil pessoas a deixa-
rem suas casas (Folha de S.Paulo, 2022). Diante desses desastres devastadores,
a logistica humanitaria (LH) surgiu como uma forma de gerenciar crises € pres-
tar ajuda em momentos criticos. A LH busca organizar, coordenar e efetuar as-
sisténcia de maneira eficaz, abrangendo evacuacoes, distribui¢do de alimentos,
agua, suprimentos de emergéncia, medicamentos, voluntarios, equipes médicas
e a gestao de residuos pos-desastre. Com base nesse cendrio, este estudo apre-
senta um modelo matematico para reduzir atrasos nos atendimentos, conside-
rando as especialidades médicas da equipe e as demandas especificas por essas
especialidades.

Caracteristicas e Formulacao do Problema

O problema tratard a distribuicao de auxilio médico aos necessitados, bus-
cando através da func¢ao objetivo minimizar o atraso global nos atendimentos
de todos pacientes. Conforme Hezam et al.(2021), esta area tem sido pouco
considerada nos estudos cientificos. Na revisao literaria sobre LH desenvolvida
em Hezam et al. (2021), apenas dois estudos sdao apontados para distribuicdo de
socorro através de auxilio médico utilizando modelos deterministicos, que sao
Wang et al. (2018) e Lei et al. (2015). Duas particularidades de ambos os es-
tudo chamam a atencdo. Nenhum deles aborda as demandas por especialidade
e conjunto médico disponivel. Mediante ao que foi exposto, esse estudo busca
contribuir com a literatura abordando estas duas lacunas. O presente trabalho
considera que cada paciente tem demanda por uma unica especialidade. Caso o
paciente precise ser antedido por mais de uma especialidade ele deve ser inse-
rido multiplas vezes (uma para cada especialidade demandada). Todas deman-
das devem ser atendidas. Considera-se que ha uma central que possa concentrar
as informacoes. Estas informagdes se referem a localizacao geografica das de-
mandas, suas necessidades médicas (em termos de especialidades e gravidade),
a quantidade de médicos disponiveis e as especialidades (pediatria, ortopedia,
etc) de cada médico (um médico pode possuir mais de uma especialidade), o
tempo médio de atendimento por especialidade médica, o tempo limite para
iniciar o atendimento de cada paciente (esse tempo indica a gravidade do paci-
ente. Pacientes em situagOes criticas devem ter valores menores que pacientes
em situagdes menos criticas), o tempo de deslocamento entre cada par de locali-
dades, tempo de descanso médico entre rotas (este tempo pode variar em fungao
de condi¢des individuais de cada médico como, por exemplo: idade, restrigdes
fisicas, cuidados especiais, etc) e tempo limite para a duragdo das rotas (es-



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

tes valores serdo usados para evitar a exaustdo da equipe médica). Também
considera-se que existe um centro médico, onde os profissionais se preparam
para atender as demandas (reunem equipamento e suprimentos médicos) e que
as rotas comec¢am e terminam neste centro. De posse destas informacoes, a cen-
tral determinara a rota a ser seguida por cada médico e repassar aos pontos de
demanda os horérios estimados para os atendimentos. A pesquisa construida
pelos autores Kabcome e Mouktonglang (2015) foi utilizada como norteadora
para a constru¢ao do modelo matematico proposto neste estudo. Abaixo as
notacoes adotadas para a constru¢cao do modelo matematico:

Conjuntos(indices): Seja G(N,A) um grafo direcionado onde N é um con-
junto de vértices e A é um conjunto de arcos (i, j) representando a conexdes
entre cada par de localidades (incluindo o centro médico), onde i # j. Seja:

N =1{o0,d,1,2,3,...,n} seja o conjunto de nds (o a origem e d o destino. No
modelo ambos serdo o mesmo local fisico, que é o centro médico). N =N
\{o,d}.A ={(,j):1,j €N,i# j},parao conjunto de arcos . K ={1,2,3,....k},
para todo conjunto de médicos. P = {1,2,3,...,p}, para todo conjunto de es-
pecialidade médica. R = {1,2,3,...,r}, para todo conjunto de rotas de cada
médico.

Dados de entrada:

B; € o tempo limite para inicio do atendimento do paciente i; 7;; € o tempo de
deslocamento entre as localidades onde estdo os pacientes i e j; S; € o tempo de
atendimento do paciente i; Cy € o tempo necessario para descanso entre viagens
do médico k; Oy € o limite de tempo para rotas do médico k;

Hy, = { 1, se o médico k possui habilitagdo na especialidade p;

P 0, caso contrério.
D = { 1, se o paciente i demanda a especialidade p;
‘71 0, caso contrario.

Variaveis de decisao:

Yy i € 0 atraso no atendimento do paciente i na r -€sima viagem do médico
k; Wy .; € o tempo de inicio do atendimento do paciente i pelo médico k em sua
r-ésima rota;

I, se o paciente j € atendido imediatamente apOs o paciente i na r-ésima

Xkrij= viagem do médico k;

0, caso contrario.

Modelo matematico: O problema de distribuicio de socorro médico por
especialidade buscando atender diferentes localidades e suas demandas pode
ser descrito matematicamente da seguinte forma:
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=

M=
M=

MinZ = Yiri (1)
i=1 k=1 r=1
s.a.
Yeri >= Wi,i — Bi, Vie N VkeK,Vr €eR; )

Wiri +Si + Tij — Wi,y <= (l*Xk,r,i,j)M, Vk e K,Vr € R,

. S, (3)
Vi,j €N ,i#J;

Wetrs1)0 >= Wira + G, Yk € K, Vr € {1,..,(IR|=1)}; “4)
Wird — Wiro <= Ok, Vk € K,Vr €R; (5)
Wiro <= Wira, Vk € K,VreR; (6)
N\{d} N\{o}
Z Xirji — Z Xirij = 0, Vke K,Vr e R,Vie N, (7
j=1 j=1
K R N\{d}
Y Y Xenji=1, VieN; (8)
k=1 r=1 j=1
N\{o}
Xiroj <=1, Vke KVreR,; )
j=1
N’ N
Y Xiroj =Y Xirja, VkeK,VreR; (10)
j=1 j=1

Xerij=0, YieN VpeP,Vke{z:ze K,Dj, # 0,

11
H, =0,YVjeN,Vre€eR}; (D

Yiris Wiris Xirij >=0eYi iy Weris Xerij € 2y

. (12)
Vi,je N,Vpe PVYke K,Vr € R.

A Equacdo (1) representa a fun¢do objetivo do problema. Ela visa minimizar
o somatorio dos atrasos em todas as localidades, a medida que as restricoes (2)
permitirdo que o problema calcule o atraso. No caso do valor de B ser maior
que W, ou seja nao ha atraso, as restricoes de nao negatividade farao com que
Y assuma zero. Por sua vez as restrigdes (3) certificam que, se o paciente j é
atendido pelo médico k em sua r-ésima viagem imediatamente apOs o paciente
i, entdo o tempo de inicio do atendimento do paciente j serd igual ao tempo
de inicio do atendimento do paciente i somado com o tempo de atendimento
de i e com o tempo de deslocamento de i até j bem como as restri¢des (4) ga-
rantem que o médico k s podera sair para uma nova viagem apos o descanso

4
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obrigatorio estipulado. As restrigoes (5) e (6) garantem que o tempo limite das
rotas sejam respeitados o tempo de chegada ao destino seja maior (ou igual no
caso de rota vazia ) que o tempo de partida na origem. Em adicao, as restri¢oes
(7) representam o equilibrio de fluxo. Dizem que se um médico chegou a um
paciente em uma viagem ele deve sair deste mesmo paciente na mesma viagem.
Por outro lado as restricoes (8) dizem que todos os pacientes devem ser visi-
tados uma unica vez, enquanto nas restri¢coes (9) estd limitando o nimero de
partidas por rota a partir da origem. Ja as restricdes (10) certificam que se uma
viagem foi iniciada, ela deve ser finalizada. Da mesma forma as restricoes (11)
garantirdo que um paciente nao seja atendido por um médico sem a especiali-
dade requerida. Por fim, as restricdes (12) sdo as restri¢des de ndo negatividade
e integralidade do problema.

Para testar os algoritmos construidos para o problema foram criadas instancias
artificiais com dados de oferta e demanda. Contudo, para tornar os cenarios
mais realisticos, dados referente as posicoes geograficas dos pacientes, centro
médico, limites de tempo das rotas € o tempo de descanso entre rotas sao reais
(Melo, 2023). E vilido ressaltar que as instincias apresentadas no trabalho sdo
maiores que encontradas na literatura.

Ha 4 possiveis tamanhos para o conjunto de pacientes: 5, 10, 15 e 20 paci-
entes. Cada paciente possui: 1) um tempo maximo para inicio de atendimento;
2) um tempo de atendimento, iguais aos usados por Lei et al. (2015); 3) uma
posi¢ao geografica (unidades basicas de saude da cidade de Angra dos Reis,
RJ-Brasil) e 4) uma demanda médica gerada de acordo com trés distribui¢coes
estatisticas: Uniforme, Normal e Zipf. Os dados foram gerados usando Python
(Numpy, 2022) e a ferramenta Google Colaboratory® (Borges, 2014). Também
foram consideradas dois possiveis tamanhos para o conjunto de médicos: 4 e 6
médicos. Cada médico possui duas especialidades, escolhidas arbitrariamente
para evitar a criacdo de instincias invidveis. Os tempos de descanso entre as
rotas para cada médico, foram determinados com base em valores usados no
dia-a-dia das equipes de resgate (entre 8 e 12 horas de descanso). O tempo
maximo de cada rota também foi determinado com bases em dados reais (24
horas) e se estabelecu que cada médico pode realizar, nas instancias propostas,
no maximo trés rotas. Detalhes da criagdo das instancias podem ser encon-
trados em Melo (2023). Forneceu-se ao software CPLEX ® o tempo limite
de execucao de 10.800 segundos. O resolvedor para voluntariamente em duas
situagoes: gap (diferenca relativa entre o melhor valor inteiro e o valor objetivo)
igual a zero ou em casos em que nao ha memoria suficiente no computador.
Outra maneira € quando o usuario insere critérios de parada, tal como realizado
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neste estudo. A Tabela 1 apresenta uma sintese global de todos os resultados
obtidos.

Tabela 1: Sintese dos atrasos, gap do erro empirico e tempo de maquina para cada uma das distribui¢des
de acordo com as instancias

4 médicos
Uniforme Normal Zipf
Localidades | Atraso Tempo (s) Gap (%) Atraso Tempo (s) Gap (%) Atraso Tempo (s) Gap (%)
5 87 0,06 0,00% 110 0,05 0,00% 140 0,19 0,00%
10 288 3,25 0,00% 288 3,55 0,00% 382 26,08 0,00%
15 742 10807,19 71,73% 834 10257,56 78,11% 903 10803,48 84,34%
20 1678 10806,72 98,62% 1761 10804,19 99,80% 1795 10817,33 91,42%
6 médicos
Uniforme Normal Zipf
Localidades | Atraso Tempo (s) Gap (%) Atraso Tempo (s) Gap (%) Atraso Tempo (s) Gap (%)
5 87 0,09 0,00% 87 0,13 0,00% 126 0,05 0,00%
10 193 2,48 0,00% 170 1,44 0,00% 242 5,45 0,00%
15 411 445,42 0,00% 675 10811,58 57,17% 1252 10811,91 93,46%
20 932 10807,90 74,69% 1636 10801,83 94,91% 2796 10812,44 99,11%

Fonte: Elaborado pela autora.

Os resultados apresentados na Tabela 1 demonstram que 54% das simulagdes
alcangcaram o gap igual a zero. Observa-se também que o resolvedor demandou
um intervalo de tempo relativamente significativo para se adequar as condi¢oes
propostas em grande parte das simulagdes.

Conclusoes

A LH € uma ferramenta eficaz nos momento cadticos gerados pelos desas-
tres. Através dela a coordenacgdo e gestdo adequada podem ser implementadas,
integrando os principais envolvidos no objetivo de auxilio adequado e eficaz aos
necessitados e o restabelecimento da ordem.

O modelo matematico proposto foi amplamente testado, abordando diferen-
tes instancias (demandas, disponibilidade de especialidades, médicos especia-
listas,etc). Os resultados apresentados na Tabela 1 indicam que quanto maior
a quantidade de pacientes, maior a dificuldade do resolvedor para encontrar a
solucdo 6tima. Também € possivel notar que o resolvedor apresenta muita di-
ficuldade para solucionar as maiores instancias visto que, mesmo apods o limite
de tempo, o melhor valor para o gap foi maior que 50%. Com isto conclui-se
que a abordagem alcangou solucdes em um tempo computacional relativamente
alto para as condi¢Oes impostas para cendrios de desastre.

Com base nos resultados obtidos nesta pesquisa, € possivel concluir também
que € necessdrio considerar propostas que exijam menos tempo computacional.
Todos os valores alcangados pelo modelo proposto estao disponiveis como pon-
tos de referéncia para comparacoes.
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Resumo: O numero de acidentes decorrentes do rompimento de barragens é cada vez maior, principalmente
guando estas se localizam nas proximidades das regides urbanizadas. Nos Gltimos anos, especialmente no Brasil,
muitos deles geraram tanto impactos ambientais e socioecondmicos quanto de perdas humanas. Antes dessas
construcOes, varios estudos sdo realizados como meio de minimizar ou mesmo ndo permitir que ocorram
desastres futuros. Desse modo, em virtude de uma provavel catastrofe envolvendo as barragens, foi realizada
uma simulacédo da hipotética ruptura da barragem da Usina Hidrelétrica Barra do Bradna, situada no rio Pomba,
tendo a cidade de Santo Antdnio de Padua-RJ como estudo de caso. Os resultados obtidos, utilizando o software
de simulacdo hidrodindmica IBER, mostram que tal evento, caso venha a ocorrer, representa significativo risco
para a populacéo e construces localizadas a jusante & barragem.

Palavras-chave: Rompimento de barragem. Usina Hidrelétrica Barra do Bralna. Santo Antdnio de Padua.
Software IBER

Introducéo

A agua é considerada um dos recursos naturais indispensaveis na manutencao da vida de todo
0 planeta, seja relacionada a vida humana ou ao meio ambiente. Quando vista em termos quantitativos,
sua escassez prejudica no modo como é utilizada pelos seres vivos, bem como nos sistemas
comportamentais e fisiolégicos desenvolvidos a fim de se adequar as diversas condi¢des ambientais
trazidas pela gama da distribuicdo temporal e especial dos recursos hidricos (MENDONCA, 2013).



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Um dos maiores problemas enfrentados pelo mundo se baseia no planejamento e na execucao
desses recursos hidricos a fim de que a agua ndo se torne escassa e chegue a toda populacdo, sem
excecdo. Diante dessa situacdo, inimeras barragens foram construidas, contendo diversas vantagens
em seu uso, sendo a principal delas, o fornecimento de energia elétrica para toda a populacéo.

Em contrapartida, devido a variedade de tamanhos, bem como seus usos, nem todas as
barragens sdo mantidas em perfeitas condi¢fes, ndo atendendo a normas de seguranca, 0 que pode
resultar no rompimento da estrutura.

Diante disso, os estudos envolvendo a ruptura de barragens vém aumentando, despertando o
interesse de 6rgdos ambientais como forma de tornar eficaz as técnicas seguras de manutencdo e de
operacdo das mesmas (TSCHIEDEL, 2022).

Por meio dos avancos tecnoldgicos, Santos et al. (2003) estabelecem que os modelos
matematicos e fisicos passaram a ser utilizados como modo de responder aos efeitos de ruptura da
barragem. Assim, o uso de tais modelos simplifica no momento em que corre a simulacdo, 0 que,
consequentemente, favorece no estudo das barragens.

De modo especial, a presente pesquisa tem como objeto de estudo a analise do rompimento
hipotético da barragem da Usina Hidrelétrica (UHE) Barra do Brauna, localizada no estado de Minas
Gerais, através do software IBER, tendo como estudo de caso a cidade de Santo Antdnio de Padua,
situada no estado do Rio de Janeiro.

Para a estrutura do trabalho, sdo apresentados os resultados e discussGes baseados na
construcdo do modelo digital da regido de interesse, da variagdo das malhas espaciais e da calibragdo e
validacdo do modelo para o cenario de rompimento hipotético, assim como a anélise dos resultados
numéricos e suas respectivas conclusdes.

Materiais e Métodos

Nesta secdo é caracterizada a UHE Barra do Braina, bem como o processo de obtencéo de
dados hidrometeoroldgicos da regido de interesse e o software de simulac&o hidrodindmica IBER.

UHE Barra do Brauna

A UHE situa-se no rio Pomba e o eixo de sua barragem localiza-se entre as cidades mineiras
de Laranjal e Recreio, além de estar préxima de cidades fluminenses, como Santo Anténio de Padua,
Itaocara, Aperibé e Cambuci. As aguas de seu reservatorio também ocupam as cidades de Leopoldina
e Cataguases, no estado de Minas Gerais. A maxima vazdo de projeto dessa barragem é de 3.296 m3/s,
0 que significa que vazBes excedentes representam o seu quesito de emergéncia.

A cidade escolhida como base para o estudo dos efeitos do rompimento hipotético da
barragem da UHE Barra do Brauna, Santo Antonio de Padua, deve-se ao fato da mesma ser a primeira
cidade que se encontra a jusante da barragem e que possui 0 rio Pomba passando dentro de seus
limites, dividindo-a ao meio. Um rompimento da barragem atingiria a area mais urbanizada da cidade,
causando enormes danos a toda a populacao.

Santo Antdnio de Padua possui cinco pontes localizadas em sua area urbana, as quais ligam
uma margem a outra do rio Pomba. Trés delas sdo destinadas a passagem de veiculos e duas pontes de
pedestres. Além disso, ha outras duas outras pontes situadas no trecho do rio Pomba entre a represa e a
referida cidade, mais especificamente, nos distritos de Cisneiros e Itapirucu, respectivamente, os quais
pertencem ao municipio de Palma, estado de Minas Gerais. A localizacdo das referidas pontos é
mostrada na Tabela 1. Por outro lado, na Figura 1 sdo representadas as pontes da zona urbana da
cidade de Santo Antdnio de Padua.

Como forma de comparag¢do dos resultados, foi tomado como base o nivel d’agua em cada
uma das 6 pontes que ha no trecho analisado, ou seja, entre a UHE Barra do Bralna e Santo Antdnio
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de P&dua, as quais possibilitam o fluxo de veiculos automotores. Nesse sentido, ndo foram
consideradas as pontes Alberiades Gabry e Abel da Silva Malafaia, descrita na Tabela 1, uma vez que
esta € destinada apenas a passagem de pedestres.

Tabela I: Relagdo das pontes situadas entre a represa e a cidade de Santo Antdnio de Padua.

Descricdo da Ponte Cidade Localizagdo
(UTM WGS84 23S)
Cisneiros Palma-MG 773143,403; 7626548,468
Itapirucu Palma-MG 774530,326;7624890,031

Paraoquena-Campelo

Santo Antonio de Padua-RJ

784268,138; 7620655,88

Badih Chicralla

Santo Antonio de Padua-RJ

789371,786; 7617911,681

Alberiades Gabry

Santo Antdnio de Padua-RJ

791782,059; 7615496,07

Abel da Silva Malafaia

Santo Antodnio de Padua-RJ

792016,947; 7615189,114

Raul de Moraes Veiga

Santo Antodnio de Padua-RJ

792395,971; 7614420,389

Paulino Padilha

Santo Antodnio de Padua-RJ

773143,403; 7626548,468

Ponte Badih Chicralla [
\F 7 W ®

4 S8
Ponte Alberiades Gabr

L

b ;s
Abe] da Silva Malafaia 2
T e

nte Raul de Mor €ig

Y%

Figura I: Pontes localizadas na zona urbana de Santo Antdnio de Padua.

Para a analise do rompimento hipotético da barragem da UHE Barra do Braulna, neste
trabalho, é utilizado o software IBER, o qual ¢ um modelo que simula o fluxo turbulento, de superficie
livre, em escoamento ndo permanente. Dentre alguns de seus campos de aplicacdo estdo: ruptura de
barragens; avaliagdo das zonas de inundacdo; calculo hidraulico das redes de canais e de canalizacao;
fluxo de marés em estuarios; transporte de sedimentos; qualidade da agua; e outros (SARTORI, 2018).

O IBER compde-se em diferentes mddulos ligados entre si, como por exemplo, o médulo
hidrodinamico, que determina caracteristicas do escoamento, tais como a velocidade e a profundidade
da agua; maddulo de turbuléncia; e mddulo de transporte de sedimentos (CHARGEL, 2018).

Dados Hidrometeorologicos

O Brasil é um pais que apresenta uma grande extensdo territorial, todavia, os periodos de
ocorréncias das chuvas e estacGes de seca sdao bem definidos. Por isso, a enorme necessidade de se
acompanhar todas as formas de chuva, realizando a gestéo eficiente dos reservatorios, a fim de que os
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mesmos garantam que haja recursos hidricos, mesmo em épocas mais secas. Nesse sentido, Sousa et
al. (2012) definem o Sistema Nacional de InformacGes sobre Recursos Hidricos (SNIRH) como a
Politica Nacional de Recursos Hidricos, inscrito na Lei n°® 9433/1997, que coleta, trata, armazena e
recupera todos os recursos hidricos.

No Brasil, existem dois bancos de dados ambientais de suma importancia: Banco de Dados
Meteoroldgicos para Ensino e Pesquisa (BDMEP) e Portal Hidroweb, mantido pela Agéncia Nacional
de Aguas e Saneamento Basico (ANA). Ambos sio de livre acesso e gratuito (ROSSETTI, 2008).

Por meio do aplicativo do Hidroweb, as estacbes hidrometeoroldgicas de interesse sdo
selecionadas, sendo que cada uma delas apresenta um periodo diferente de funcionamento. E possivel,
por exemplo, fazer download dos dados das estagbes de interesse nos formatos do Access (.mbd),
texto (.txt) e planilha eletrénica (.csv).

Ao selecionar uma estacdo de interesse € possivel verificar o codigo, a bacia, a sub-bacia, o
rio, o estado, o municipio, o responsavel, a operadora e o tipo da estacdo. Quando ha dados
telemétricos disponiveis, é possivel definir o periodo inicial e final da pesquisa, ndo excedendo 90
dias. Em particular, na regido situada entre a barragem da UHE Barra do Bralna e a cidade de Santo
Antonio de Padua, ha quinze estagdes, as quais dispdem de dados convencionais e/ou telemétricas.

No presente trabalho, como forma de calibrar e validar o modelo desenvolvido no software
IBER, foram utilizados dados de duas estacdes de monitoramento fluviométrico localizadas a jusante
da UHE Barra do Bralna, no periodo entre o dia 24 de janeiro de 2020 a 28 de janeiro de 2020:

e Estacdo 58788600: localizada proximo a barragem e utilizada como condi¢do de contorno

(dado de entrada) no modelo;

e Estacdo 58774000: localizada préoximo a zona urbanizada de Santo Antbnio de Padua, de
operacionalizacdo do INEA, e utilizada para comparacdo com os resultados numéricos obtidos
por meio das simulagdes no software IBER.

Resultados e Discussoes

Para as simulacOes realizadas nesse trabalho, foi definido um dominio de interesse entre a
barragem e o municipio de Santo Ant6nio de Padua, sendo adotada uma malha ndo estruturada com
elementos triangulares de diferentes tamanhos de acordo com o uso e ocupacao do solo. Na regido que
delimita o reservatorio e planicie, foi utilizada uma malha ndo estruturada com elementos triangulares
de tamanho 200 m enquanto na barragem, rio e area urbanizada, foram adotados, respectivamente,
elementos de tamanhos iguais a 10 m, 100 m e 50 m. Ja, para os coeficientes de rugosidade de
Manning foram atribuidos os valores de 0,025 s/mY?® (reservatério, barragem e rio), 0,050 s/m*®
(planicie) e 0,150 s/m*? (area urbanizada). Na Figura 2 é mostrado dominio de interesse.

Mesh Size

200
100

. river
D hrushland
. residential ;

Figura 2: (a) Representacdo das superficies e seus respectivos elementos e (b) caracterizacdo das superficies da
regido de estudos de acordo com o uso e ocupacgdo do solo.
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Calibracéo e Validacado do Modelo

Para a validacdo e calibracdo do software IBER para a regido de interesse, foram utilizados os
dados das estactes de monitoramento da ANA, a fim de caracterizar o evento de cheia do rio Pomba
no periodo compreendido entre 24 e 28 de janeiro de 2020. Na Figura 03, é apresentada a comparagao
entre os resultados numéricos obtidos no software IBER e os dados experimentais provenientes da
estacdo de monitoramento da ANA/INEA.
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Figura 3: (a) Perfis da elevagdo da lamina d’agua na estagdo da ANA/INEA e (b) perfis da elevagdo méxima da
lamina d’4agua no rio Pomba na regido analisada.
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De acordo com a Figura 03, verifica-se que o modelo desenvolvido no software IBER simulou
0 pico da onda de cheia de forma satisfatoria quando comparado com os dados experimentais obtidos
no site da ANA/INEA, uma vez que representou o pior momento da onda de cheia na cidade de Santo
Antonio de Padua. Todavia, desconsiderou os niveis d’agua antes e apds o referido pico.

Afere-se, ainda, que a maior profundidade da 1amina d’agua atingida tanto no software, quanto
nos dados obtidos na estacdo da ANA/INEA, localizada préxima a zona urbanizada de Santo Antdnio
de Padua, esteve proxima a 6 m, a qual ficou estabelecida entre um dado instante de tempo de 55 h a
65 h, aproximadamente, com elevacdo em torno de 86 m.

Simulacéo de Cenarios Hipotéticos de Rompimento de Barragem

Baseado na configuragdo descrita anteriormente, foi simulado um cenério para o rompimento
hipotético da barragem da UHE Barra do Brauna, para o qual foi tomado como referéncia os dados
disponiveis no trabalho de Daru et al. (2013), o qual contém as seguintes informacdes: (i) largura
média da brecha (m): 91,5; (ii) tempo de ruptura da barragem (h:min): 1:00; (iii) elevacdo da Iamina
d’agua no reservatorio (m): 154,5.

Para a simulacdo desse cenério, foi considerado um tempo total de simulacéo igual a 24 horas.
J& o rompimento total variou conforme o tempo de ruptura, contados a partir do instante inicial da
simulagdo, o qual também foi considerado como o inicio da formagdo da brecha. Na Figura 4, sdo
mostrados os perfis das eleva¢des da 1amina d’4gua para o cenario simulado.

Além dos perfis das elevacOes da 1amina d’agua nos locais onde as seis pontes de passagem de
veiculos ao longo do trecho analisado estdo inseridas, levando em consideracdo o cenario simulado,
também foi realizada uma andlise dos mapas de maximos para elevagdes da ldmina d’agua,
representada na Figura 05.
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Figura 4: Perfis das elevag¢des da 1amina d’agua no cenario simulado com base nas 6 pontes ao longo de 24 h.
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Figura 5: Mapa de mé&ximo da elevagdo da lamina d’agua referente a0 cendrio simulado.

Conclusoes

A andlise do rompimento hipotético da barragem UHE Barra do Brauna mostrou a
necessidade indispensavel da fiscalizacdo dos responsaveis técnicos no decorrer e, posteriormente, a
sua construcdo, bem como por 6rgdos competentes, visto que a sua ocorréncia gera problemas
irreversiveis, na maior parte dos casos, em especial, a zona urbana de Santo Anténio de Padua.
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Além disso, baseando-se no evento de inundagédo real simulado no software IBER (dados das
estacBes da ANA/INEA), constata-se que o modelo o representou de modo satisfatério, o que indica
uma boa robustez da metodologia aqui proposta para a regido investigada

Perante as simulagfes realizadas no software IBER, é possivel assegurar a viabilidade do
modelo utilizado para o estudo, considerando-o de grande valia de cunho ambiental, em virtude de
promover a simulagdo dos diferentes cenarios e, com isso, fazer do seu uso uma ferramenta auxiliar no
processo para a tomada de decisdes, em se tratando de eventos de ordem catastrdfica, como as ondas
de cheias, ocasionadas pelo volume de &4gua oriundo do rompimento de uma barragem.
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Resumo: E notivel a existéncia de algum tipo de poluicio na maioria dos rios no Brasil e, diante de situacdes
como essa, o controle do comportamento de contaminantes nesses corpos hidricos € extremamente Util para proces-
sos de tomada de decisdo, entre elas, determinar o melhor local para descarte de residuos domésticos e industriais,
evitando, assim, uma contamina¢do do meio ambiente e contribuindo para um melhor monitoramento da quali-
dade da dgua. Neste trabalho € analisado um modelo computacional para simular o transporte de contaminantes
langados em um trecho do rio Sdo Pedro, localizado no municipio de Nova Friburgo, estado do Rio de Janeiro,
visando estimar os valores 6timos para a velocidade média e o coeficiente de dispersao utilizando um método de
otimizagdo deterministico, mais especificamente, o método Levenberg-Marquardt.

Palavras-chave: Transporte de Contaminantes. Modelagem Computacional. Problemas Inversos. Método de
Levenberg-Marquardt.

Introducao

A 4gua é um recurso natural essencial para a sobrevivéncia humana, desde crianca aprendemos que
nosso corpo € 70% é4gua, e que precisamos nos manter hidratados e beber dgua. No entanto, por lidar
diariamente com a dgua em abundancia presente nos mares, rios, lagos e represas, a sociedade continua
banalizando sua importancia e usando-a como um bem descartdvel.

Entretanto, nem toda essa dgua presente no mundo € um recurso hidrico. Conforme a Empresa
Brasileira de Pesquisa Agropecudria (EMBRAPA, 2022), recurso hidrico é toda dgua proveniente da
superficie ou subsuperficie da Terra, que pode ser empregada em um determinado uso ou atividade,
podendo também passar a ser um bem econdmico. Todo recurso hidrico é d4gua, mas nem toda dgua é
recurso hidrico. Logo, a 4gua precisa possuir alguma finalidade de uso para a sociedade.

Assim, a poluicdo hidrica € causada por atividades humanas que geram algum impacto sobre esse
recurso natural em qualidade e quantidade. A poluicdo se dad devido a alteracdo das caracteristicas
bioldgicas, fisicas, quimicas e sedimentar.

No Brasil, a Constituicdo da Republica Federativa do Brasil de 1988, documento oficial de maior
importancia nos pais, prevé em seu art. n° 225 que todos tém direito ao meio ambiente ecologicamente
equilibrado, bem de uso comum do povo e essencial a sadia qualidade de vida, impondo-se ao Poder
Publico e a coletividade o dever de defendé-lo e preserva-lo para as presentes e futuras geragdes. Con-
tudo, segundo o relatério da Fundagcdo SOS Mata Atlantica divulgado em 2022, apenas 6,9% dos rios
observados estdo com qualidade da 4gua em boa condi¢do; 72,6% apresentaram qualidade da dgua regu-
lar; 17,8%, ruim; e 2,7%, péssima. O levantamento foi realizado em 146 pontos de coletas de 90 rios e
corpos d’4dgua de 65 municipios, em 16 estados do bioma Mata Atlantica, por 106 grupos de monitora-
mento da qualidade da 4gua do Programa Observando os Rios (SOSMA, 2022).



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Portanto, torna-se evidente a necessidade de ferramentas para auxiliar no monitoramento da quali-
dade das dguas, uma vez que os 6rgaos gestores do meio ambiente esbarram em dificuldades logisticas,
financeiras e operacionais: coletas e andlises de dgua sdo caras, além de requererem material e pessoal
especializado (Telles, 2009).

A relevancia do presente trabalho se d4 devido a grande mobilizagdo mundial para um melhor con-
trole da qualidade de dgua, em especial a 4gua enquanto recurso hidrico presente nos rios, lagos, len¢éis
freaticos superficiais e atmosfera, a qual vem sendo atingida cada vez mais pelos crescentes indices de
polui¢cdo. Diante deste cendrio, ¢ importante buscar subsidios para monitorar a qualidade da dgua de
cursos d’agua naturais.

Nesse sentido, a modelagem matemdtica aplicada ao problema de transporte de contaminantes em
rios se mostra uma op¢ao mais vidvel financeira e logisticamente ao desenvolver e aprimorar modelos
computacionais que auxiliem no controle da polui¢do dos rios, pois ajudam a prever o comportamento e
estimar o nivel de danos que podem ser causados pela poluicdo despejada na dgua.

Area de Estudo — Rio Sdo Pedro

A drea de estudo para a qual se aplicou a simulagdo analisada neste trabalho esté situada na regido
serrana do Estado do Rio de Janeiro, dentro da bacia hidrografica do rio Macaé, a qual possui uma area
de drenagem de aproximadamente 1.765 km” e engloba praticamente toda a drea dos limites territoriais
do municipio de Macaé, onde se localiza sua foz.

Em particular, o rio Sdo Pedro, regido escolhida para a realizacdo do experimento, estd situada em
S3o Pedro da Serra, 7° Distrito de Nova Friburgo (RJ), localizagio (2219'17.77S 421938.0”"W ), local que
foi afetado por um rapido processo de transformacdo espacial, social e econdmica, com fortes impactos
ambientais (LimaVerde, 2005).

A regido tem como caracteristica uma pequena profundidade e margens repletas de rochas conforme
mostrado na Figura 1. Além de conter trechos sinuosos e grande biodiversidade, tem como principais
atividades econdmicas a agricultura familiar e o turismo, dado que a drea engloba atrativos como as
cachoeiras e a mata, possibilitando a pratica de trilhas.

Figura 1: Vista parcial do trecho do rio Sao Pedro.
Fonte: Sousa (2009).

Modelagem e Solucao do Problema Proposto

O modelo matematico para o problema proposto neste trabalho leva em considerag¢do o fato de o
trecho do rio estudado ser suficientemente estreito e raso, fazendo com que as variacdes nas direcdes
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transversal e vertical sejam despreziveis em relacdo as varia¢des longitudinais. Logo, um modelo uni-
dimensional que considera apenas as variacdes na referida direcdo, sendo expresso pela Equacdo de
Adveccao-Dispersdo, Equacdo (1), que descreve o comportamento de um constituinte em relacdo ao
seu deslocamento e sua dispers@o ao longo do rio, com condic¢des inicial e de contorno, descritas pelas
Equacdes (2) e (3), respectivamente:

aC aC d2%C

AU —FE—— — . >0 1
or TV oy THLgg TS set M
M
C(x,O):CO—i—Zﬁ(x), —o0 < x < 00 (2)
C(zoo,t) =Cp, t >0 3)

em que C ¢é a concentragdo (mg/L), Cy é a concentracdo no dominio, exceto no ponto de langamento do
poluente (mg/L), t é a varidvel temporal (s), x é a varidvel espacial (m), U é a velocidade no sentido
longitudinal do escoamento (m/s), E é o coeficiente de dispersdo longitudinal (m?/s), M é a massa do
constituinte (mg), A é a drea da segdo transversal do rio (m?) e 8(x) é a fungio Delta de Dirac.

A solucio analitica para o modelo matemético descrito na Equacdo (1), com condicdes de contorno
e inicial, dadas pelas Equacdes (2) e (3), é descrita na Equacao (4) (Sousa, 2009):

(x—Ut)?

M
Clx,1) = Cot —e—exp (X TS
(o) =Cot o P < AE

>,—<>°<x<<>°,t>0 (4)

A estimativa dos valores 6timos para a velocidade (U) e o coeficiente de dispersdo longitudinal
(EL), de maneira que permita o melhor ajuste entre os dados experimentais e os obtidos analiticamente,
Equagao (4), é feita utilizando o método Levenberg-Marquardt, cujos resultados sdo apresentados na
préxima secao.

Resultados e Discussoes

Os resultados apresentados foram obtidos usando o método Levenberg-Marquardt, em que o mesmo
foi executado 100 vezes com o intuito de estimar e analisar a velocidade (U) e o coeficiente de dispersao
(EL) presentes no problema. Em cada uma dessas execug¢des, foi calculado o nimero de avaliacdes da
fun¢do objetivo (S (7)), imprescindivel para que o algoritmo encontre os parametros de interesse, to-
k+1

mando como critério de parada o erro relativo entre duas iteragdes consecutivas expresso por max|z;

zf‘| < 107!, Para as estimativas iniciais 70 referentes a cada uma das 100 execucdes, utilizou-se um va-
lor tomado aleatoriamente nos intervalos 0,1 <U <1,0e 1,0 < E; <2,0. Os resultados foram gerados
ultilizando o software scilab em um computador Intel Core i5 com 8 GB de memoéria RAM,

Ademais, para uma andlise dos resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquardt, foram cal-
culados indicadores estatisticos, levando em conta o total de execugdes, sendo esses: melhor resultado
(menor S(Z)), pior resultado (maior S(Z ), média aritmética simples e desvio padrdo da velocidade
(U) e do coeficiente de dispersdo longitudinal (Ey ), assim como para o valor e nimero de avaliagdes da
fungao objetivo (S(Z)).

Estimativa da Velocidade (U)

A seguir, sdo salientados os resultados para a estimativa da velocidade (U) usando o método Levenberg-
Marquardt. Na Tabela 1, € apresentado o resumo das informagdes estatisticas para o parametro de in-
teresse e, na Figura 2, é mostrado o gréfico das curvas obtidas computacionalmente para o perfil de
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concentragdo ao longo do tempo, levando em consideracdo o melhor, pior e média dos valores obtidos
para U apdés as 100 execugdes do algoritmo. O coeficiente de disperséo longitudinal (E) foi mantido
fixo e igual a 1,82 m? /s, da mesma maneira que os demais pardmetros citados nessa secio.

Tabela 1: Resultados obtidos para a velocidade (U).
Parametros ‘ U(m/s) ‘ 5(7)

Melhor 0,590224 | 323,587388

Pior 0,223002 | 5425,668459
Meédio 0,516569 | 1231,910495
Desvio Padrao | 0,152267 | 1941,398293

Concentracido x Tempo

55
1 +—+—+ Experimental

50 &—+—= Melhor

o—o—o Pior

o—+—= Media

Concentragéo (mg/l)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Tempo (s)

Figura 2: Perfis das concentracdes obtidas com a estimativa do parametro U pelo método Levenberg-
Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

O baixo desvio padrio (0,152267) para o valor da velocidade (U), encontrado ao longo das 100
execugdes, evidencia a boa precisdo e desempenho satisfatério do método de otimizagdo Levenberg-
Marquardt para esta série de problemas.

Estimativa do Coeficiente de Dispersao Longitudinal (£} )

Na sequéncia, sdo evidenciados os resultados para a estimativa do coeficiente de dispersao longitu-
dinal (E7). Assim, na Tabela 2 sdo mostrados os resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquard,
tal como o grafico, Figura 3, contendo as curvas para o perfil da concentrag@o ao longo do tempo feitas
com o melhor, pior e média dos valores obtidos apés as 100 execugdes do algoritmo. A velocidade (U)
permaneceu fixa e igual a 0,60m /s, do mesmo modo que os demais pardmetros abordados nesta se¢@o.

Novamente, é observado um baixo desvio padrdo (0,023844), achado no decorrer das 100 execucgdes,
para o valor do coeficiente de dispersdo Longitudinal (E7), o que evidencia o bom desempenho do método
de otimizacdo Levenberg-Marquardt para este tipo de problematica.
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Tabela 2: Resultados obtidos para coeficiente de dispersdo longitudinal (Ey).
Parametros ‘ Er(m?/s) ‘ 5(7)

Melhor 1,879151 | 336,417366
Pior 1,804638 | 337,893279
Médio 1,846805 | 336,839099
Desvio Padrao | 0.023844 | 0,404773

Concentracéio x Tempo
55

+—+—+ Experimental

504 +—s+—u Melhor

o—o—o Pior

o—o—o ©Media

Concentragcéo (mgfl)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Tempo (s)

Figura 3: Perfis das concentragGes obtidas com a estimativa do pardmetro E;, pelo método Levenberg-
Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

Estimativa da Velocidade (U) e do Coeficiente de Dispersao Longitudinal (E;)

Nessa se¢@o sdo mostrados os resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquardt para a estimativa
da velocidade (U) e do coeficiente de dispersdo longitudinal (£;) simultaneamente. As informacdes
estatisticas envolvendo as estimativas dos parametros de interesse sao descritas na Tabela 3, j4 o gréafico,
Figura 4, exibe as curvas para o perfil da concentracdo ao longo do tempo feitas com o melhor, pior
e média dos valores obtidos apds as 100 execugdes do algoritmo. Os outros parametros abordados no
inicio desta secdo foram mantidos constantes.

Tabela 3: Resultados obtidos para a estimativa da velocidade (U) e do coeficiente de dispersao longitu-
dinal (E}).

Parametros | U(m/s) | EL(m*/s) | S(Z)

Melhor 0,589341 | 1,876560 | 322,994827
Pior 0,988958 | 2,000000 | 14232,904809
Médio 0,593822 | 1,930021 | 1726,264413
Desvio Padrao | 0,153576 | 0,071352 | 3497,073157
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Figura 4: Perfis das concentragdes obtidas com a estimativa dos pardmetros U e E; pelo método
Levenberg-Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

Apesar de ser constatado um baixo desvio padrao (0,153576 e 0,071352), ao longo das 100 execugdes,
para as estimativa da velocidade (U) e do coeficiente de dispersao longitudinal (E}), o que enfatiza, outra
vez, o bom desempenho do método de otimizagdo Levenberg-Marquardt para este tipo de problemética.

Conclusoes

O presente trabalho buscou simular e investigar o transporte e comportamento de poluentes em corpos
hidricos e sua consequente modelagem, utilizando conceitos matemadticos. Em seguida, para tal fim,
buscou-se analisar a influéncia da variagdo do coeficiente de dispersdo longitudinal e de velocidade no
do rio Sdo Pedro, afluente do rio Macaé, que estd situado em Sao Pedro da Serra, 7° Distrito de Nova
Friburgo, estado do Rio de Janeiro.

Por fim, foi realizada a estimativa dos parametros U e E; usando o método de otimizagao irrestrita
Levenberg-Marquardt. Onde, tanto de forma individual, quanto simultnea, pode-se concluir que, ao
utilizar o método de otimizacdo Levenberg-Marquardt com o objetivo de analisar o comportamento de
uma pluma de contaminante em corpos hidricos ao longo do tempo, a partir de um ponto de interesse,
foi possivel representar o perfil numérico da concentracdo ao longo do tempo de maneira préxima aos
dados experimentais, demonstrando um bom desempenho do referido método.
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Resumo: Neste trabalho foi aplicado o método assint6tico no modelo de trafego de Greenberg, que é representado
por uma lei de conservagao, para obter solu¢des do tipo choque. O texto inicia apresentando a fungdo polinomial
que é uma aproximacdo da fun¢@o de fluxo do modelo de Greenberg, a partir dela se constréi a cadeia de Hugoniot-
Maslov, que é o método assintético. A base matematica para construgdo do préprio € a subdlgebra de Colombeau.
Tal cadeia é um sistema de equagdes diferenciais ordindrias. Esse sistema foi resolvido numericamente pelo
método numérico de Runge-Kutta, com isso se obteve a solugdo numérica pelo método assintético. Por fim, foi
feita uma comparacdo com dois métodos de diferencas finitas, para mostrar a eficicia do método assintético.

Palavras-chave: Método Assintético. Modelo de Greenberg. Cadeia de Hugoniot-Maslov. Algebra de Colom-
beau. Runge-Kutta.

Introducao

As equagdes de leis de conservacdo possuem alguns tipos de solucdes, uma delas sao as solugdes do
tipo choque, que ¢ a que foi focada nesse artigo. Solucdes do tipo choque sdo descontinuidades, e um
dos primeiros obstaculos foi obter a mesma com significado fisico, assim surgiu as condi¢des de entropia
para resolver tal problema, isso claro para condi¢des iniciais do tipo Riemann. J4, numericamente ha
o problema de achar um método que represente o choque de forma semelhante a analitica, j4 que os
métodos numéricos utilizados sofrem algum tipo de desvio (podendo ser uma difusdo, oscilagdo, etc)
perto da descontinuidade. A partir disso criou-se o interesse de criar um outro método, que € o método
assintdtico. Neste artigo, a base matemadtica para construir o préprio foi a subdlgebra de Colombeau.

Neste trabalho foi aplicado o método assintético no modelo de tréfego de Greenberg. Tal modelo foi
criado em 1959 a partir de experimentos feitos nos tiineis e pontes de Nova York, modelando assim uma
faixa Unica sem entradas e nem saidas laterais. Ele é do tipo macroscépico, ou seja, nesse modelo ndo é
considerado o movimento de um sé veiculo, e sim utiliza-se de variaveis, como a densidade, velocidade
e fluxo, para modelar o comportamento do trdfego. Modelos desse tipo descrevem o trafego como um
fluxo continuo, assim consegue-se deduzir uma equacio, que € a lei de conservagao, que é dada por

pr+ |:Vmaxln (pr;:u) p:| =0. (1)

onde p € a densidade, P, € a densidade maxima, 0 < p < Praxs Vimax € @ velocidade médxima obtida

p max

através dos experimentos e a fungéo velocidade dependendo de p é v(p) = VyuxIn

Esse modelo tem um melhor comportamento para situacdes do tipo congestionamento (altas densi-
dades), pois para baixas densidades, ou seja, p — 0, com isso v(p) se aproxima de infinito, o que néo é
permitido fisicamente. Fazendo u = p /pyax, obtém-se que 0 < u < 1 e v(u) = — vy In(u).

Portanto, a equagdo de lei de conservagdo para o modelo de Greenberg é

Uy — Viax(uln(u))y =0, O0<u<1. (2)
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A funcio de fluxo da Equagdo (2) € dada por

fu) = —vpgeuln(u). 3)

Para o que se interessa em fazer, precisa-se que a funcdo de fluxo seja um polindmio, o que nio ocorre
na Equacio (3). Para isso aproxima-se a funcao de fluxo da Equacgao (3) por uma fung¢ao polinomial, cujo
teorema a seguir garante isso.

Teorema 1: Considere a fungio f(u) = —vecuIn(u), que representa o fluxo do modelo de Green-
berg. A expansdo em série de Taylor no ponto uy = 1,/2 é dada por

Vimax - (_1)k+lvmux2(kil)
maxt(In(2) — 1
5 T u(In(2) )+1§2 Kl—1)

flu) = (u—1/2)%. 4)

Pode-se verificar as seguintes propriedades

(i) f(u) é analitica no intervalo 0 < u < 1, ou seja, a série de Taylor na Equagdo (4) converge nesse
intervalo.

(ii) o polindmio de grau N obtido do truncamento da série de Taylor na Equacdo (4) tem a mesma
concavidade (concava) da fungdo de fluxo de Greenberg no intervalo (0, 1), qualquer que seja o
grau de truncamento N > 2.

Esse teorema e sua prova se encontram em Silva (2022).

Por fim, foi feito simula¢cdes obtendo o resultado numérico utilizando o método assintético e foi
feito também comparagdes com dois métodos numéricos de diferencas finitas para mostrar a eficicia do
método assintético.

Método Assintotico

A ideia do método assintético, que foi criado pelo Maslov (1972), € escrever a solucdo da equagdo
de lei de conservacdo como um somatério de funcdes generalizadas da subalgebra de Colombeau, e
tais funcdes vém da resolucdo do sistema infinito de equacdes diferenciais ordindrias acopladas, que
€ conhecido como cadeia de Hugoniot-Maslov. E para resolver esse sistema de equagdes diferenciais
ordindrias acopladas utiliza-se o0 método numérico de Runge-Kutta para sistemas, que € visto na se¢do
seguinte. Consequentemente resolvendo o sistema, resolve-se a lei de conservagao.

Considerando a Equagdo (4) como a equag@o de fluxo do modelo de Greenberg se faz u = u—1/2,
lembrando que 0 < u < 1, assim —1/2 < u < 1/2. Com isso i, = u,, entdo

k+1 2k 1

)

Tal substituicdo € feita para facilitar a obten¢do da cadeia de Hugoniot-Maslov.
Para obter solucdes do tipo choque pelo método assintético, tem-se que a solugcdo tem que ser da
seguinte forma

F) = 2% v (4 1/2)(In(2) — 1) +Z uk. 5)

2

wix,t) =A(x,t)+B(x,t)H(x— X (1)) (6)

onde H € uma funco generalizada de Heaviside em Gg(R), A, B e X sdo fungdes C* de todos os seus
argumentos, e a curva x — X (¢) = 0 descreve a trajetéria da singularidade. Supondo que a solugdo da
Equac@o (5) e a Equagdo (6), tem-se entdo que a solugdo da Equagdo (4) é dada por u(x,7) = A(x,t) +

Blx,)H(x— X (1)) + %
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Com Equacdo (6), obtém-se que

f) = gy [AGn )+ B(x)H(x— X (1) +1/2](In(2) — 1)

2
o0 (_1)k+1vmax2k71

1 My

k=2

[A(x,t) +B(x,1)H (x — X (1))]*. (7)

Assim,
W+ (f(p): = A,—i—B,H BX'8(7) + Vinax|Ax + BxH () + B8 (7)](In(2) — 1)

k—Hv 2k 1
+Z M [A+BH ()] '[Ac + B,H(t) + BS(1)). ®)

Portanto,

A + BH- BX’S( T) + Vi [Ax + BoH (1) + B8 (1)) (In(2) — 1)

k+lv 2k 1
+ Z e [A+BH(7)* '[A,+B.H(7) +B5(1)] ~ 0. ©)
Logo,
X) =Y A0)(x—X (1) + (Z Bk(t)(x—X(t))"> H(x—-X(t)) e (10)
k=0 k=0

(11

N =

x) = ;)Akm(x—X(r))k n (;Bku)(x—xa))’f) H(x—X(1)+

Para obter a cadeia de Hugoniot-Maslov, foi utilizado o seguinte teorema, que se encontra em
Rodriguez-Bermudez et al. (2007).

Teorema 2: Se existe uma solugio fraca da equagio u, + f'(u)u, = 0 na dlgebra Gs(IR?) da forma da
Equacao (10), entdo as fungdes X, A; , B;, [ =0,1,2,..., satisfazem o seguinte sistema infinito de EDOs:

X' =Y — Y aifi(k)AT*BE, (12)
k:0k+1i:k
1 n 5
=+ DA (X —ao) = Y [+ DarArjAj1+ Y aidi ji(j+1)A (13)
j=0 i=2
1
B; = (Z+I)Bl+1 —a() Z{ ]—|-1 a A[ j ]+1—|-B[ j ]+1+Bl jA]+1)+2612<]—|-1)[Aj+1

n—1

n
+Bt1] Z Al jmBm Z (j+1)ai(Bjir1A; i +Aj1Biji+BjnBij)] + Z [(i+
m=0 i=2 i=2

(ZlaA, 1]l> (X]:(m—i-l)Bj_m[AmH—i—BmH])

m=0

J
+ Dai14i-; Y, (m+1)(Ant1Bus1)Bim,
m=0

+ i ( Y aifik)Ai kﬂ) <i(m+1)gk,m,j(Am+l +Bm+1)>} (14)

i=k+2 m=0

O sistema infinito de EDOs escrito desta forma nao tem solug¢do. Para conseguir resolver esse sistema
foi feito um truncamento, ou seja, fixa-se /, no caso / = 2, lembrando que / comega no 0. Com isso, foi
obtido um sistema com sete EDOs para ambos os modelos, que ja é o suficiente para adquirir bons
resultados. E admiti-se que A; = B; = 0, para quaisquer A; € B; que aparecerem com i > 2.
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Usando o Teorema (2), observando que ap = vy (In(2) — 1), a; = [(—1)"v,uax2'] /i, para todo i =
1,2,3,... e fazendo o truncamento, obtém-se o seguinte sistema

n . n 1 n .
X' =vpax(In(2) = 1)+ Y aidy+ Y. —— Y aifi(k)A] *BY
i=1 k=1 k+ 1 i=k

n
Al = A1[X = Viar(In(2) — 1)] 4 2vmaxAoA1 — Y aidio0A1
i=2

Al] = 2A2[X/ - Vmax(ln(z) - 1)] + 2VmaxA% - Z aiALO,lAI +4vpaxAoAs — Z aiA~i7l,12A2
i=2 i=2

n n
Al =6vpmaxA1Ar — Y aihip2A1 — Y aidi1 224,
i=2 i=2

36 =B [X/ vmax(ln(2) 1)} {( 2Vmax)(AOBl + ByB; —I—B()Al) +4vmax[A1 —{—BI]A()B()

+Z ai(B1Ai00+A1Bi00+BiBioy) +Z [(i4+ Daiy1A0(A1 +B1)Bio]

=2

+ (Ziai/ii—l,o,0> (Bo[A1 +By])+ Z < Y, aifi(k)Ai k00> (Broo(Ar +Bl))}
i=3

k=2 \i=k+2
1
By =2B2[X" —Vinar(In(2) = 1)] = Y { (G + 1) (=2Vmax) (A1-jBj1 +Bi-jBjs1 +Bi—jAji1)
i=0
1—j ’
+4Vmax(j+1)[AJ+1+Bj+l ZAI —j—mBm +Z J+1 a,( 1+1A111+A1+13111+BJ+13111)]
m=

i=2
n—1 i
+ Y |4+ a4 Z (m~+1)(Ams1 +Bus1)Bim, (ZlaA, 1J, 1> (Z (m—+1)B;_p[Ans1 +Bm+1]>
i=2 m=0 m=0
n J
+ Z Z azft A k,j,1 Z (m‘|‘ 1)Bk,m.,j(Am+1 +Bm+l)
k=2 \i=k+2 m=0

2
— Y G+ D) (~2Vna) (A2 jBjr1+BajBjr1+ By jAjp1)
=0
2—j n _ 5 }
m=0 —
J
+Z (ZlaAl 1]2) (Z(m+1)Bjin[Am+l+Bm+1]>
m=0
J
+ Z < Y aifibAiy,, 2) (Z (m+1)Bim,j(Amt1 +Bm+1)> }

l—|—1 ahLlAz j Z m+1 (Am+l+Bm+l im,j

i=k+2 m=0

Para resolver o sistema de EDOs precisa-se de valores para A; e B; em t =0, com i = 0,1 ou 2,
tais valores vém da condig@o inicial up(x). Tem-se que as fungdes suaves uy(x) e u,(x) podem ser
formalmente expressas como a série de Taylor na forma

+oo M(k) (0) +oo u}(]‘) 0
up(x) = Z ék‘ Xk u,(x) = Z k‘( )xk.
k=0 k=0

Aqui ndo se estd preocupado com o raio de convergéncia dessas séries. Aplicando na Equacgdo (11) para

t =0, tem-se
u(0,x) = rio uék)(O)xk] + !—io Mxk

= k! = k!

H(x) + % (15)

4
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Tomando a equacao solugdo do modelo de Greenberg (11) em 7 =0, com X (0) = 0 e igualando a Equag@o
(15), foi obtido que

(0) (k)
u, (0 1 u,’ (0
Ao(0) = ”0,( )—2, Ax(0) = fk,( ) k=12 (16)
(0) (k)
uy (0 1 uy (0
By(0) = 0'( )—2, B(0) = k!( ), k=1,2. (17)

Simulacoes

Aqui vé-se as solucdes numéricas variando as condi¢des iniciais, fazendo do problema de Riemann
classico até condicdes iniciais ndo constantes, problema de Riemann generalizado. Tais simulacdes
foram feitas para o seguinte dado de velocidade méxima, v, = 100km/h. Como dito anteriormente,
foi utilizado o método de Runge-Kutta para sistema para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov. Todos
os exemplos foram resolvidos pelo método assintético, e além disso € feita a comparacdo com outros
métodos numéricos de diferencas finitas, que sdo os métodos de Lax-Wendroff e Lax-Friedrichs. Foram
realizadas 1000 iteracdes, para o intervalo de tempo de 0,0 a 1,0, e para o intervalo espacial de —100 a
100, para ambos os métodos numéricos.

Nesta secdo pode-se ver que as solucdes numéricas do modelo de Greenberg utilizando a fungdo
aproximada truncada em n = 9, que como foi observado em Silva (2022), ja € uma 6tima aproximacao.

Exemplo 1: Seja a seguinte condicio inicial, que € um problema de Riemann classico,

0,5 0
w(0,0) =4 O SErSE (18)
1,0, sex>0

15 L5

u(t, x)
o

|

u(t, x)
o
w —

I

u(0,x) — u(l,x) —
0 1 1 1 0 | | |
100 50 0 50 100 100 50 0 50 100
X X
(a) Condigdo inicial do Exemplo 1. (b) Solucdo numérica no tempo ¢ = 1,
Exemplo 1.

0.5 4%

w

(c) Gréfico 3D do Exemplo 1.

Figura 1: Perfis da descontinuidade Exemplo 1.
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1 T 15
dados ——
o 1rr
“ 051 : 3 f
2 05 LW ]
’ L-F ——
M.A ——
0 l l l 0 | | |
-60 -40 -20 0 -100  -50 0 50 100
X X
(a) Trajetéria da singularidade do (b) Perfil do choque do Exemplo 1.

Exemplo 1.

Figura 2: Graficos do Exemplo 1.

Isto é, respeitando a condi¢do de entropia. Entdo, se obtém o resultado numérico, via método as-
sintético, para t = 1, onde o choque estd localizado em x ~ —69,315, o que pode ser observado na
Figura (1(b)). Na Figura (1(c)), pode-se observar que a altura do choque e seu comportamento, ambos
permanecem iguais ao longo do tempo. A trajetéria da singularidade € dada por x = —69,315¢, que
€ encontrada pela condicdo de Rankie-Hugoniot, s6 que neste caso com a fun¢do aproximada sendo a
funcdo de fluxo. E é exatamente o que foi encontrado numericamente, como pode ser visto na Figura
(2(a)). Para este exemplo, como pode ser visto na Figura (2(b)) , o desempenho do método assintético é
0 que mais parece com o choque, numericamente, onde L-W é o Lax-Wendroff, L-F é o Lax-Friedrichs
e M. A. é o método assintético.

Exemplo 2: Dada a condigfo inicial

0,25+0,001x, sex <0

u(0,x) =
(0.%) 0,75+0,001x, sex >0

(19)

0.75
0.5
0.25

u(t, x)
u(t, x)

-0.25
-100  -50 0 50 100

(a) Condigdo inicial do Exemplo 2. (b) Solug@o numérica no tempo ¢ = 1
do Exemplo 2.

Figura 3: Perfis da descontinuidade do Exemplo 2.

Para t = 1 se pode ver o perfil do choque obtido pelo método assintético na Figura (3(b)), cuja a
localidade do choque é em x ~ —21,988. No gréfico 3D da Figura (4(a)) pode-se notar que a altura do
choque aumenta ao longo do tempo, e além disso nota-se que o comportamento permanece 0 mesmo.
Nesse caso temos que a velocidade da descontinuidade varia ao longo do tempo, Figura (4(b)). Na Figura
(5(a)) estamos no tempo ¢t = 0,5 e a Figura (5(b)) se encontra em ¢t = 0,9, em ambos se tem que o método
assintdtico é o que se aproxima melhor do comportamento do choque analiticamente.
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dados —

= 051 1
0 |
-20 0
X
(a) Grifico 3D do Exemplo 2. (b) Trajetéria da singularidade do
Exemplo 2.

Figura 4: Graficos do Exemplo 2.

15 15
1r . 1r m
° T < T
¢ 051 ( . ¢ 05 .
£ L-W. g _‘f L-W.
0F L.-F. . 0F L-FE —— 4
M.A. — M.A
0.5 : 0.5 ‘
0 50 0 50
X X
(a) Perfil parat =0.5. (b) Perfil parat =0,9.

Figura 5: Perfis do choque do Exemplo 2.

Conclusoes

Neste trabalho foi aplicado o método assintético para o modelo de trafego de Greenberg, e conse-
quentemente obteve-se a cadeia de Hugoniot-Maslov para este modelo, utilizando uma aproximacao da
funcao de fluxo de Greenberg. Além disso, mostrou-se que de fato o método assintético € o que melhor
representa a solucdo do tipo onda de choque.
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Resumo: A evasio escolar é um desafio que afeta sistemas educacionais em todo o mundo. Existem diversas
causas relacionadas a esse fendmeno, como problemas familiares, necessidade de contribuir financeiramente com
as despesas de casa, baixa perspectiva, dentre outros. Compreender e prever os fatores que levam os alunos a
abandonar os estudos € essencial para desenvolver estratégias eficazes de prevencao e intervencdo. A Inteligéncia
Artificial (IA), € um campo da ciéncia que visa a realizacdo de tarefas de forma similar a de seres humanos. O
aprendizado de maquina € um ramo da Inteligéncia Artificial, onde permite que sistemas computacionais aprendam
a partir de dados. O objetivo deste trabalho € criar um modelo de classificacdo, utilizando as Redes Neurais
Artificiais, para fazer a predi¢do de abandono em uma escola do sistema Estadual de Ensino.

Palavras-chave: Evasdo Escolar. Inteligéncia Artificial. Aprendizado de Maquina. Modelo de Classificagao.
Aprendizado Supervisionado. Redes Neurais Artificiais.

Introducao

A evasdo escolar é um desafio que afeta sistemas educacionais em todo o mundo. Existem diversas
causas relacionadas a esse fendmeno, dentre vdrias razdes, podem ser destacadas: problemas familiares,
necessidade de contribuir financeiramente com as despesas de casa, gravidez na adolescéncia, baixa pers-
pectiva, dentre outros. Compreender e prever os fatores que levam os alunos a abandonar seus estudos é
essencial para desenvolver estratégias eficazes de prevencdo e intervencdo. (MENDES; SOUZA, 2021).

Para o desenvolvimento do trabalho foi preciso a colaboracio dos alunos do Educacdo de Jovens e
Adultos (EJA), que recentemente passou a adotar a sigla EJANEM por conta do Novo Ensino Médio.
Essa modalidade € ofertada no turno da noite visando o resgate académico de jovens e adultos, que
distribui todos os contetidos do ensino médio ao longo de quatro mddulos, o que totaliza o periodo
de dois anos. O EJANEM desperta a atencdo para esse projeto por ser representado por um grupo de
estudantes com trajetdrias educacionais ndo convencionais. Muitos desses alunos, em algum momento
de suas vidas, interromperam seus estudos no Ensino Regular. Essa valiosa fonte de dados proporciona
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uma oportunidade de explorar as razdes subjacentes a evasdo escolar e identificar padrdes que contribuem
para esse fendmeno. Dessa forma, para a realizacdo do estudo, o algoritmo de previsao de abandono foi
alimentado com informacdes coletadas dos alunos do EJANEM.

O trabalho utiliza um conjunto de dados contendo informagdes sobre esses alunos, incluindo fatores
socioeconOmicos, historico da vida escolar, caracteristicas familiares e outras variaveis relevantes. Ao
aproveitar essa riqueza de dados, o objetivo foi desenvolver um modelo capaz de classificar os alunos
com base em suas caracteristicas e prever se estdo em risco de evasdo. Ao adotar essa abordagem, se
torna possivel fornecer informagdes para educadores, formuladores de politicas e profissionais da 4rea
de educacdo. A andlise dos resultados obtidos do modelo de previsdo de evasdo contribuird para o
entendimento mais profundo das circunstincias que levam ao problema, permitindo a implementacgdo de
medidas preventivas mais direcionadas.

Nas se¢Oes subsequentes deste artigo, serd descrito em detalhes a metodologia utilizada para a coleta
e preparacdo dos dados, a implementacdo do algoritmo de previsdo e a andlise dos resultados obtidos.
Acredita-se que a aplicac@o do aprendizado de maquina supervisionado a este contexto especifico pode
fornecer contribui¢des valiosas para a compreensao das causas da evasdo escolar e, consequentemente,
para a promocdo de um ambiente educacional mais inclusivo e de sucesso.

Objetivo Geral

Desenvolvimento de um modelo computacional utilizando Redes Neurais Artificiais para auxiliar na
previsdo e prevencdo da evasdo escolar.

Materiais e Métodos

Para obter dados relevantes para a pesquisa, foi proposto um levantamento dos alunos que evadiram
ao longo de um periodo de 10 anos. No entanto, devido a falta de informacdes disponiveis sobre esses
alunos, tornou-se necessario adotar uma estratégia alternativa. A decisao foi de buscar informagdes com
os alunos do Ensino de Jovens e Adultos do Novo Ensino Médio (EJANEM), pois muitos deles foram
anteriormente alunos do Ensino Regular e tiveram que interromper seus estudos por algum motivo. Ao
coletar informacdes com os alunos do EJANEM, foi possivel obter uma visdo mais completa e aprofun-
dada das causas da evasdo escolar. Compreender as circunstancias especificas que levaram a interrupgao
dos estudos é fundamental para desenvolver estratégias e politicas eficazes de prevengdo da evasdo es-
colar e fornecer suporte adequado aos alunos em situacdo de risco. E importante destacar que essa
abordagem ndo apenas contribui para a compreensdo do problema, mas também permite que os alunos
do EJANEM sejam ouvidos e tenham a oportunidade de compartilhar suas experiéncias e perspectivas.
Essa inclusdo promove um ambiente de participacdo e valorizacdo, no qual suas vozes sdo consideradas
na busca por solugdes.

Inicialmente, a ideia era disponibilizar esse formulario online por meio de um e-mail do Google,
permitindo que os alunos respondessem no momento e local mais convenientes para eles. No entanto,
logo surgiram os primeiros contratempos. Foi constatado que muitos alunos enfrentaram dificuldades
para compreender as perguntas do formulério ou simplesmente ndo demonstraram interesse em respondeé-
lo. Essa abordagem online ndo atingiu o objetivo esperado de obter um nimero significativo de respostas
completas e precisas.

Surgiu, entdo, a necessidade de elaborar um formulério impresso para ser distribuido de sala em sala.
(MENDES; SOUZA, 2021), (SILVA; SANTOS; PEREIRA, 2019), (CARVALHO, 2014.), (PAKENAS;
FILHO, 2017.), (BRANCO; ADRIANO; BRANCO, 2020.), (SILVA; SANTOS; PEREIRA, 2019). O
formuldrio possui os seguintes atributos: sexo, idade, renda_mensal, num_moradores (incluindo vocé),
turno, serie, responsavel_por_alguem e nucleo_familiar_afeta. O método presencial permitiu alcancgar
um maior nimero de alunos e os formularios foram preenchidos imediatamente.
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Com os formuldrios impressos em maos, o préoximo passo foi cadastrar os dados. Esse processo
envolve a insercdo das informacgdes coletadas nos sistemas ou bancos de dados adequados, garantindo
que os dados estejam organizados e prontos para serem analisados.

Embora a mudanca do formato online para o impresso tenha sido necesséria devido as dificuldades
encontradas, essa nova abordagem permitiu um maior engajamento dos alunos ¢ uma coleta mais efici-
ente de dados. Com os formuldrios preenchidos, foi possivel realizar uma anélise mais aprofundada e
exploratdria dos dados, identificando padrdes, tendéncias e informacdes relevantes relacionadas ao pro-
blema.

Além disso, também foram realizadas pesquisas semelhantes com alunos do Ensino Regular e Ensino
Meédio (alunos que nio evadiram), utilizando um conjunto de dados correlacionados. Esses alunos sdo
os que estdo cumprindo regularmente o Ensino Fundamental e Médio, na mesma escola e nos periodos
da manha ou tarde. O objetivo ao fazer isso, era de estabelecer relagdes entre os alunos do EJANEM
e os alunos que possam estar em situacdo de risco. Essa abordagem permite identificar semelhancas e
padrdes entre esses grupos, contribuindo para uma compreensao mais abrangente dos fatores que levam
a interrupcdo dos estudos. Tais pesquisas foram concluidas por meio de formuldrios com as mesmas
perguntas que foram distribuidas aos alunos do EJANEM, dessa forma, passou a ser viavel correlacionar
os dados dos dois grupos.

Inteligéncia Artificial

A Inteligéncia Artificial (IA), € um campo da ciéncia que visa a realiza¢do de tarefas de forma
similar a de seres humanos. O aprendizado de miquina ¢ um ramo da Inteligéncia Artificial, onde
permite que sistemas computacionais aprendam a partir de dados. Esse método baseia-se na ideia de
que os algoritmos aprendam com o passado para fazer a predicdo do futuro. Existem varios modelos
de aprendizado de maquina, dentre eles, esta presente as Redes Neurais, que sdo modelos inspirados no
funcionamento dos neurdnios do cérebro humano. Ela consiste em camadas de unidades interconectadas,
chamadas neur6nios artificiais. Essas técnicas sdo uma ferramenta poderosa para prever e solucionar
vérios problemas relacionados ao cotidiano. (RUSSELL; NORVIG, 2013).

O aprendizado de méquina € dividido em vdrias subdreas incluindo aprendizado por reforco, ndo
supervisionado e supervisionado, o qual serd abordado nesse trabalho. Os seguintes procedimentos sdo
necessdrios para implementar uma rede neural artificial.

A coleta de dados, onde é preciso reunir um conjunto relevante de dados para o problema que se
deseja resolver. Esses dados podem incluir exemplos, informagdes ou caracteristicas relevantes. Ou-
tro processo necessdrio, € o pré-processamento de dados, onde os mesmos sdo preparados antes de
alimentar o algoritmo de aprendizado de méquina. Isso inclui a transformagdo de valores categdricos
em numéricos, dessa maneira, foi feita uma tradugcdo dos dados para valores numéricos, possibilitando
prosseguir com o trabalho.

A préxima etapa € o treinamento, onde os pardmetros internos sao ajustados com base nos padrdes
e relagdes presentes nos dados. Nessa fase o algoritmo busca minimizar os erros a fim de fazer previsdes
ou classificacdes mais precisas.

Ap6s o treinamento € preciso avaliar o desempenho do modelo para saber o qudo bem o modelo
generaliza para novos dados. Com base nos resultados da avaliacdo, podem ser feitos alguns ajustes
necessarios que podem ser desde a troca de parametros até a troca de algoritmo caso o desempenho nao
seja satisfatdrio.

A categorizagdo de dados € uma tarefa essencial em muitos dominios, desde a medicina até a analise
de sentimentos nas redes sociais. Modelos de classificacdo oferecem uma abordagem sistemdtica para
automatizar esse processo, permitindo a identificacdo precisa das classes a que os dados pertencem.

Um modelo de classificagdo € uma representacdo matemaética que aprende a relacdo entre as carac-
teristicas dos dados e as classes a que pertencem. Aprendizado supervisionado é a abordagem mais
comum, onde um conjunto de dados de treinamento € usado para ensinar o modelo a fazer previsdes. O
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objetivo € criar um mapeamento entre as caracteristicas de entrada e as saidas de classe correspondentes.
Os modelos de classificacdo encontram aplicacdes em uma ampla gama de dominios, desempenhando
um papel significativo em diversas situacdes. No ambito educacional, o modelo de classificagdo pode
ajudar a prever a possibilidade de evasao escolar por parte dos alunos, o que possibilita a implementagdo
de intervencdes direcionadas para melhorar a retencio e o sucesso educacional. Neste trabalho foi utili-
zado Redes Neurais Artificiais com o modelo de classificagao.

Uma vez que o modelo foi treinado e otimizado adequadamente, ele estd apto a ser implantado para
tomar decisdo e fazer previsdes. A medida que novos dados se tornam disponiveis, o modelo pode ser
atualizado e retreinado para melhorar o seu desempenho.

Resultados

A amostra utilizada na pesquisa foi de 253 formularios, nos quais 92 sao dos alunos que evadiram, e
161 dos alunos do Ensino Regular que nao evadiram. Desses dados, 70% foram destinados para treino,
o que corresponde a 177 formuldrios, e 30% para teste, correspondendo a 76 formularios. O modelo
de classificacao foi escolhido como objeto de estudo e a implementacgao foi desenvolvida em Python.
(VANDERPLAS, 2016).

Dessa forma, foram utilizadas duas classes: abandonou ¢ nao abandonou. Para executar foram
utilizadas bibliotecas poderosas dessa linguagem, como pandas, numpy, seaborn e sklearn, sendo as duas
dltimas essenciais para a geracdo de gréificos que facilitaram visualizar a correlacdo entre as colunas do
dataset. Tais bibliotecas sdo amplamente utilizadas para andlise, manipulagdo e visualizagdo dos dados,
e foram de suma importincia para uma desenvoltura mais aprimorada do projeto.

Foram feitos alguns ajustes, como a tranformagdo categérica em varidveis numéricas. O atributo
”serie”, em especial, diz respeito a série que o aluno se encontra atualmente para o Ensino Regular, e a
série abandonada para os alunos do EJANEM. Abaixo sdo mostradas essas transformacdes:

* Sexo:
Masculino = 1;
Feminino = 2;
¢ idade:

Nimero inteiro correspondente.

* renda_mensal:
inferior a um salario minimo = 1;
um salario minimo = 2;
entre um e dois salarios minimos = 3;
entre dois e trés salarios minimos = 4;
entre trés e quatro saldrios minimos = 5;

acima de quatro saldrios minimos = 6;.

¢ num_moradores (incluindo vocé):

Nimero inteiro correspondente.

* turno:
Manha = 1;
Tarde = 2;
Noite = 3.
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¢ serie
Fundamental,
6° ano = 1;
7° ano = 2;
8°ano =3;
9° ano = 4;

Ensino Médio;

1° ano = 5;
2° ano = 6;
3°ano =7,

antes do 6° ano = 8.

* responsavel_por_alguem:
sim = 1;
ndo = 2;

¢ nucleo_familiar_afeta:
sim = 1;

ndo = 2;

Ap6s o pré processamento dos dados, foi desenvolvida a etapa de tratamento. Nessa etapa, € impor-
tante destacar o uso da técnica de preenchimento dos campos faltantes, facilitada pelo método fillna(),
disponibilizado pela bilbioteca pandas do Python. O nimero negativo (-1) foi utilizado para o preen-
chimento automético dos dados numéricos faltantes, representando uma nova categoria: “ndo sabe/ ndo
preencheu”.

As Redes Neurais Artificiais foram executadas com validacdo cruzada e a acurdcia obtida foi de 0,79.
A validacdo cruzada (cross-validation) € uma técnica estatistica usada para calcular o desempenho de um
modelo de Aprendizado de Mdquina. A ideia dessa técnica, € dividir o conjunto dos dados em folders
(dobras) e testar com diferentes dobras, estimando sua capacidade de generalizacdo em dados nao vistos.
Nesse caso, foram divididos em 3 folders e a média obtida foi de 0,797. Isso significa que o algoritmo
acerta em aproximadamente 79% dos casos.

Conclusoes

E possivel concluir que o algoritmo auxilia a prever a possibilidade de ocorrer evasio por parte de
algum(a) aluno(a). Nesse projeto, foi preciso lidar com dados insuficientes e obstaculos na fase de coleta
de dados. Esses cendrios foram revertidos com solugdes vidveis a medida que tais imprevistos foram
apresentados.

Um marco significativo foi alcancado ao desenvolvermos um modelo de classificagdo que demons-
trou uma acuracia notavel de 79% na previsao da evasdo escolar. Isso reforcga a eficicia desses modelos
em fornecer informagdes para auxiliar institui¢des educacionais na tomada de decisdes. No entanto,
ressaltamos a necessidade continua de refinamento e melhoria do modelo, bem como a consideragdo de
outros indicadores e variaveis relevantes que podem aprimorar ainda mais sua capacidade preditiva.
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Resumo: A partir das Imagens de Ressonancia Magnética (IRM) ocorreram avancos significativos na medicina
diagnéstica. A utilizacdo do modelo 3D U-Net, tem se destacado na detec¢do precoce de tumores em IRM, como
€ 0 caso dos tumores cerebrais. Esta pesquisa tem por objetivo o desenvolvimento inicial de uma aplicagdo de um
conjunto de imagens de Ressonancia Magnética ao modelo 3D U-Net para detec¢do de tumores cerebrais nas
imagens e avaliar seus resultados. Para tanto, utiliza-se IRM no formato NIFTI, no qual os dados sdo da
Competicdo BraTS2020, um total de 369 grupos de imagens com 5 imagens cada grupo, que séo utilizados no
treinamento do modelo considerado. As imagens sdo geradas com o auxilio da linguagem python e a biblioteca
NiBabel para realizar a interagdo com esse formato de dados. As imagens iniciais geradas possibilitam a
visualizacdo do tumor realgando a localiza¢do tumoral do cerebro. Apés o treinamento do modelo 3D U-Net, as
previsdes geradas possuem relevante correspondéncia com as mascaras reais.

Palavras-chave: Segmentacdo de IRM. Modelo 3D U-NET . IRM. Identificac@o de tumor cerebral
Introducéao

A Ressonancia Magnética (RM), uma técnica pioneira na medicina diagnostica, oferece imagens
detalhadas dos tecidos moles do corpo humano. Na vanguarda dessa revolucdo, 0s avangos na viséo
computacional e na aprendizagem profunda levaram a cria¢cdo do modelo 3D U-Net (KRIZHEVSKY,
A. etal. 2012), que integra a inteligéncia artificial a medicina diagnostica. Por meio dessa tecnologia, é
possivel acelerar o processo de deteccdo de tumores e melhorar a precisdo das analises, trazendo
beneficios significativos aos pacientes.

A arquitetura do 3D U-Net consiste em uma rede neural profunda com uma estrutura de "U". Ela
possui uma se¢do de codificacdo (encoder) que captura caracteristicas das imagens em varias escalas e
uma secdo de decodificagdo (decoder) que reconstréi a segmentacdo em alta resolucdo (CICEK, et al.
2016). O modelo utiliza convolugdes tridimensionais e camadas de pooling tridimensionais para
processar volumes de imagem completos.

Este artigo tem por objetivo realizar um estudo inicial para desenvolver uma aplicagdo de um
conjunto de imagens de Ressonéncia Magnética ao modelo 3D Unet para deteccdo mais rapida e precisa
de tumores cerebrais nas IRM e avaliar seus resultados. Para tanto, utiliza-se a biblioteca NiBabel para
manipular os arquivos de imagens de IRM na linguagem python. Tais imagens estdo no
formato Neuroimaging Informatics Technology Initiative (NIFTI), que € utilizado para armazenar e
compartilhar dados de imagens médicas no campo da neuroimagem. Estes dados sdo da Competicdo
BraTS2020, um total de 369 grupos de imagens com 5 imagens do mesmo cérebro com imagens de T1,
Tlce, T2, Flair e uma ultima sendo uma imagem do tumor segmentado para o treinamento do modelo.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

As imagens sdo publicas e utilizadas em campeonatos de pesquisas para as equipes participantes
desenvolverem seus estudos contribuindo assim com a evolucdo do conhecimento cientifico.

Fundamentacéo Tedrica:

¢ IRM (Imagem de Ressonancia Magnética)

A Imagem de Ressonancia Magnética é uma técnica de imagem médica ndo invasiva que utiliza
campos magnéticos e ondas de radio para gerar imagens detalhadas do corpo humano.

Segundo KNOLL, F. et al. (2019), durante a imagem, uma sequéncia de campos magnéticos
variaveis, espacial e temporalmente, chamada "sequéncia de pulsos”, é aplicada pela maquina de
RM. Isso induz o corpo a emitir campos de resposta eletromagnética ressonantes, que
sdo medidos pela bobina receptora. As medigbes geralmente correspondem a pontos ao
longo de um caminho prescrito através da representacdo de Fourier multidimensional do
corpo imageado.

e Formato DICOM

O Formato DICOM (Digital Imaging and Communications in Medicine) é um padrdo amplamente
adotado para aquisi¢do, armazenamento, troca e visualizacao de imagens médicas. Ele foi desenvolvido
para garantir a interoperabilidade e a compatibilidade entre diferentes sistemas e dispositivos médicos,
permitindo a comunicag&o eficiente e confiavel de informacdes médicas (DICOM, 2023).

e NIFTI

O formato NIFTI consiste em um arquivo binario que contém informagdes sobre a aquisicéo e as
caracteristicas da  imagem, juntamente com os proprios dados de imagem.
Uma das principais vantagens do formato NIFTI é a capacidade de armazenar dados em trés dimensdes
(3D) ou quatro dimensdes (4D) para imagens dindmicas, como sequéncias temporais (LAROBINA,
Michele; MURINO, Loredana, 2013). Ele permite que os pesquisadores acessem e analisem facilmente
os dados de imagem usando varias ferramentas de processamento e analise.

A imagem é de padrdo no formato DICOM e é pré-processada para o formato NIFTI para ser
trabalhada. No caso deste trabalho, as imagens ja estdo no formato NIFTI.

e 3D UNET

input

. output
image || | || .
E%E . segmentation

= 5| map
¥ 128 128 I

; ]]-b“ bL =» conv 3x3, RelLU

- o copy and crop
-;‘:‘W - ¥ max pool 2x2
4 5 # up-conv 2x2
= conv 1x1

1024
e —

Figura 1 - 3D U-NET- Fonte: (RONNEBERGER, et al. 2015).
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Este modelo, inicialmente concebido para segmentacdo de imagens 2D, foi expandido para
trabalhar em trés dimensdes, tornando-o ideal para processar volumes completos de imagem, como 0s
obtidos em exames de IRM (RONNEBERGER, et al. 2015).

A U-Net 3D, arquitetura representada na Figura 1, mantém a estrutura codificador-decodificador
da sua contraparte 2D, porém, opera em trés dimensoes. 1sso significa que ela pode analisar informag6es
tridimensionais em vez de apenas fatias bidimensionais das imagens. Essa capacidade é fundamental
para a detecgdo precisa de estruturas complexas em imagens volumétricas, como as obtidas em exames
de IRM cerebral. Uma caracteristica notavel da U-Net é a utilizacdo de conexdes residuais, que
permitem a preservacdo de detalhes de alta resolucdo durante o processo de decodificacdo
(RONNEBERGER, et al. 2015).

Para compreender o funcionamento da U-Net 3D, é crucial entender o conceito de “encoder" e
"decoder". O "encoder" inicialmente reduz as dimens@es da imagem e extrai caracteristicas importantes,
enguanto o "decoder" reverte esse processo, aumentando as dimensbes e restaurando a resolucéo,
permitindo a segmentacdo precisa. As conexdes residuais mencionadas anteriormente permitem que
informacdes detalhadas, que normalmente seriam perdidas durante a redugdo de dimensGes, sejam
reintegradas no processo de decodificagdo (CICEK, et al. 2016).

A aplicacdo mais comum da U-Net 3D € a segmentacdo de estruturas médicas, como tumores
cerebrais em imagens de IRM. Sua habilidade de aprender a forma tridimensional das estruturas torna-
a inestimavel para identificar regiGes de interesse em imagens médicas complexas (CICEK, et al. 2016).

Etapas do Método:

Pré-processamento dos dados

Para serem utilizadas no modelo 3D U-Net as imagens necessitam ainda de outros pré-
processamentos.
e Gerar subvolumes: Nesta etapa € necessario gerar “patches” dos dados. Devido a necessidade
de grande processamento, realizou-se a divisdo em subvolumes na regido do tumor para ser
possivel extrair dados dessa regiao.

e Padronizar os dados: Para facilitar o aprendizado da rede neural artificial aplica-se a
normalizacdo para padronizar a imagem (média O e desvio padrdo 1).

Métricas e Perda

O Coeficiente Dice (Dice Similarity Coefficient - DSC) é essencialmente uma medida de
sobreposicdo entre duas amostras.

_ 2]AnB|
DSC ==t 1)

A Equacdo (1) é uma primeira avaliacdo para calcular o Coeficiente Dice de uma Unica camada,
porém como sdo 4 tipos imagens referentes ao mesmo cérebro: T1, T1lce, T2 e Flair, pode-se utilizar a
média entre elas.

DSC(f,x,y) =% (DSC1(f,x,y) + DSC2(f,x,y) + DSC3(f,x,y) + DSC4(f,x,y))  (2)

A Equacdo (2) realiza a média, onde o indice varia de 0 (incompatibilidade completa) para 1
(correspondéncia perfeita).
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O Coeficiente Dice (DSC) € uma métrica comum usada na avaliacdo de segmentagdes médicas.
Ela mede a sobreposicao entre a mascara segmentada predita pela rede neural e a mascara de referéncia,
segundo DICE, L. R. (1945). Quanto maior a sobreposi¢do, melhor a segmentacdo. No entanto, o
Coeficiente Dice (DSC) padrdo é rigida e ndo leva em consideragdo a incerteza nas previsdes. Isso pode
ser problemaético, pois as bordas das estruturas podem ser dificeis de definir nas imagens médicas.

Coeficiente de Similaridade de Dados (Dice Similarity Coefficient - DSC)

def dice coef(y_true, y_pred, smooth=1.8):
class_num = 4
for i in range(class_num):
y_true_f = K.flatten(y_true[:,:,:,1])
y_pred_f = K.flatten(y_pred[:,:,:,1])
intersection = K.sum(y_true_f * y pred f)
loss = {(2. * intersection + smeooth) / (K.sum(y_true _f)} + K.sum(y_pred_f) + smooth))
if i ==
total_loss = loss
else:
total_loss = total_loss + loss
total_loss = total_loss / class_num
return total loss

Figura 2 - Imagem Coeficiente de Similaridade de Dados (DSC) - Fonte: Imagem gerada pelos autores

Na Figura 2 é apresentada a aplicacdo em linguagem Python da Coeficiente de Similaridade de Dados
(DSC), a qual é utilizada na aplicacdo do modelo.

Criando e treinando o Modelo 3D U-Net

O modelo 3D U-Net é treinado com pares de imagens e rétulos. Os rétulos sdo méascaras que
indicam a localizagdo dos tumores nas imagens. Durante o treinamento, o0 modelo aprende a mapear 0s
patches de imagem para as mascaras de segmentacdo correspondentes.

Neste estudo € adotado a separagéo de trés subconjuntos: de dados para treinamento, validagéo e
teste deste modelo, separados em 65/20/15.

Avaliacdo dos Resultados

Para avaliagdo do desempenho dos resultados sera analisado:

e Funcdo de Perda: avaliar como ele esta se ajustando aos dados de treinamento

e Acurécia: verificar a proporcao de previsdes corretas em relagdo ao nimero total de
previsoes.

e Coeficiente Dice (DSC): avaliar a sobreposicao entre a mascara prevista e a mascara de
referéncia.

e indice de Jaccard (loU): verificar a sobreposic&o entre a mascara prevista e a méascara de
referéncia para cada classe (ou regido) de interesse.
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Resultados

Os resultados apresentados a seguir sdo referentes ao processamento de imagens de ressonancia
magnética de tumores cerebrais pré-processadas no formato NIFTI, disponiveis pela Competicdo
BraTS2020, um total de 369 grupos de imagens com 5 imagens do mesmo cérebro com imagens de T1,
Tlc, T2, Flair e uma tltima sendo uma imagem do tumor segmentado para o treinamento do modelo.

As visualizagdes a seguir foram geradas a partir do arquivos de treinamento do grupo de imagens
BraTS20_Training_009.

Conhecendo os dados criando visualizacdes e examinando:

Image flair Image t1 Image tlce Image t2

Mask

50

100

150

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 ] 50 100 150 200 ] 50 100 150 200 o 50 100 150 200

Figura 3 — 5 tipos de imagens do mesmo cérebro - Fonte: Imagem gerada pelos autores

A Figura 3 apresenta as imagens geradas do grupo de imagens BraTS20_Training_009 onde
podemos observar 5 tipos imagens referentes ao mesmo cerebro com a localizagdo tumoral através da
imagem chamada Mask. Foi utilizada a biblioteca NiBabel para realizar a interacdo com esse formato
de dados NIFTI e a visualizacdo das 5 tipos da esquerda para a direita: Flair, T1, Tlce, T2 e Mask.

8raT520_Training_009_flair.nii with mask plot_roi

Figura 4 - Imagens de angulos diferentes - Fonte: Imagem gerada pelos autores

Na Figura 4 destaca-se por meio de cores diferentes real¢cando a regido tumoral do cerebro. Pode-
se observar nas imagens que ¢ possivel “girar” o angulo para analise de outras perspectivas, aqui
apresentadas, da esquerda para direita, como: Coronal, Sagital e Transversal. Foi utilizado a biblioteca
Nilearn que possui um conjunto de funcdes de plotagem para plotar volumes cerebrais. No caso da
Figura 4, utilizado plot_glass_brain e plot_roi.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Treinando 0 Modelo 3D U-NET:

Foi realizado o treinamento do modelo consecutivas vezes com o objetivo de alcancar o modelo
com melhor desempenho.

O tempo é extremamente longo e consome consideravel processamento. Foi observado que
epoch=35 trazia resultados relevantes, com um tempo apesar de alto (39h), entdo foi adotado como
paramentro nos demais treinamentos em busca de um bom desempenho.

Acuracia do Treinamento e Validagdo Treinamento e Validagdo Loss

0.9%4 7 — Treinamento

— validagdo

—— Treinamento
— \validagic

0,992 1

0,950 4

0,988 4
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o
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%
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0,984

0,982

0,980
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Treinamento e Validagao Coeficiente Dice Treinamento e Validagao Mean 10U (Intersection over Union)

— Treinaments
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0.6

Dice Coefficient
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0.5
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Figura 5 — Métricas de desempenho do modelo - Fonte: Imagem gerada pelos autores
Na Figura 5 temos as métricas como o resultado para avaliacdo do desempenho deste modelo 3D

U-Net treinado. Este resultado foi obtido de um modelo que apresentou melhor desempenho avaliando
as métricas.

Realizando Previsdes com o Modelo:

Foram utilizadas imagens de ressonancia magnética Flair e T1ce, as quais foram redimensionadas
e enviadas para 0 modelo previamente treinado para fazer previsfes. O resultado é uma matriz de
probabilidades para cada pixel naimagem. Em seguida sdo exibidas uma série de imagens em uma Unica
figura, incluindo a imagem original, a mascara ground truth e as previsdes para as diferentes classes.
Isso permite visualizar como 0 modelo esta se saindo na segmentacdo em compara¢do com a mascara
ground truth.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Imagem Original Flair Ground truth all classes

NECROTIC/CORE previsto EDEMA previsto
0 0

ENHANCING previsto
0

100 50 100

Imagem Original Flair Ground truth all classes

50 100

Imagem Original Flair Ground truth all classes

EDEMA previsto

NECROTIC/CORE previsto
0 0

Figura 6 — Previsfes do modelo 3D U-Net - Fonte: Imagem gerada pelos autores

Na figura 6 podemos observar as previsdes do modelo 3D U-Net treinado para as imagens de
treinamento dos grupos BraTS20_ Training_006, BraTS20_Training_001 e BraTS20 Training_ 005,
somente as imagens Flair e T1ce desses grupos de imagem. Como saida temos a imagem original Flair,
a mascara ground truth, uma contendo todas as classes, 0 tumor com realce (necrotic/core) previsto, 0
edema previsto e o tumor sem realce (enhancing) previsto.

Conclusoes

Esta pesquisa teve por objetivo realizar um estudo inicial para desenvolver uma aplicacdo de um
conjunto de imagens de Ressonancia Magnética ao modelo 3D U-Net para deteccdo mais rapida e
precisa de tumores cerebrais e avaliar seus resultados.

A avaliacdo do modelo revelou métricas de desempenho bastante relevantes. A acurécia, tanto no
treinamento (0.9937) quanto na validagdo (0.9922), indica que o0 modelo esta fazendo previsdes precisas
em ambos os conjuntos de dados. No entanto, é importante lembrar que uma alta acuracia ndo é garantia
de um modelo excelente, e, portanto, a avaliacdo deve ser complementada com outras métricas.

O Indice de Jaccard (loU), que mede a sobreposicao entre as méascaras previstas e as verdadeiras,
também revelou resultados relevantes. Com um valor de 0.8101 de treinamento e 0.8107 na validacao,
0 modelo demonstrou uma capacidade sélida de segmentacdo de objetos nas imagens.

Além disso, o Coeficiente de Dice (DSC), obteve no treinamento 0.6123. Embora ligeiramente
mais baixo na validacdo (0.5856), ainda € considerado razodvel. Isso sugere que o modelo estd
conseguindo uma boa concordancia entre as mascaras segmentadas e as mascaras verdadeiras.

Em relagdo a perda (Loss), os resultados foram igualmente promissores. Com uma baixa perda
de treinamento (0.0175), indica que 0 modelo estéa se ajustando bem aos dados. A ligeira diferenca entre
a perda de treinamento e a perda de validag&o (0.0245) ndo parece indicar superajuste (overfitting).

O modelo revelou previsdes bastante relevantes quando comparadas com as mascaras ground
truth, conforme evidenciado pelas métricas e imagens de previsdo na Figura 6. No entanto, ha espago
para otimizacdo, tanto em termos de eficiéncia computacional quanto em relacdo ao coeficiente Dice,
que poderia ser aprimorado com ajustes no codigo. Em resumo, os resultados destacam a eficiéncia do
modelo, mas também indicam oportunidades para futuras melhorias.
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Resumo: Este estudo concentra-se nos problemas de espalhamento inverso em duas dimensdes, nos quais infor-
magdes sobre uma regido inacessivel sao inferidas a partir de medicdes realizadas em dreas acessiveis. O foco
principal estd na resolugdo iterativa do coeficiente de refracdo-difracdo na equacdo de Helmholtz, utilizando um
problema de minimos quadrados regularizado para lidar com a natureza mal-posta do problema. Para resolver o
problema direto correspondente, empregamos o Método de Formulag¢do Variacional Ultra Fraca (UWVF), conhe-
cido por sua eficiéncia computacional, demandando menos recursos e permitindo célculos analiticos. Além disso,
aplicamos com sucesso essa metodologia para determinar a batimetria em regides costeiras a partir do conheci-
mento das ondas em dguas profundas e na linha costeira, obtendo resultados confidveis e precisos.

Palavras-chave: Problemas Inversos. Equagdo de Declive Suave (Mild-Slope Equation - MME). Formulagéo
Variacional Ultra Fraca (Ultra Weak Variational Formulation - UWVF)

1 Introducao

Problemas de espalhamento inverso envolvem a obten¢@o de informagdes sobre regides inacessiveis
com base em medic¢des realizadas em areas acessiveis (PASTORINO, 2008; WANG, 2012; GILBERT;
XU, 1993). Este estudo concentra-se no problema inverso associado a equacdo de Helmholtz em duas
dimensdes, com o objetivo de determinar iterativamente o coeficiente de refracao-difracdo, enfrentando o
desafio da natureza mal-posta do problema por meio de um método de minimos quadrados regularizado
(BORGES; GILLMAN; GREENGARD, 2016).

O alto custo computacional dos problemas inversos é notdvel devido a vérios fatores, incluindo o
volume de dados observados, a quantidade de pardmetros a serem estimados e a necessidade de resolver
repetidamente o problema direto durante o processo iterativo de minimizacao (HUTTUNEN T.; KAIPIO,
2002). Portanto, é crucial empregar um método direto eficiente que leve em consideracdo as principais
caracteristicas do meio, garantindo rapidez e precisio na resolugio.

O método numérico escolhido para resolver o problema direto associado foi a Formulacdo Variaci-
onal Ultra Fraca (Ultra-Weak Variational Formulation - UWVF) (CESSENAT; DESPRES, 1998), que
utiliza ondas planas como base. Esse método se destaca pela eficiéncia computacional, exigindo menos
recursos e permitindo o cdlculo analitico das integrais envolvidas. Para a implementacdo do método,
foram utilizadas as ferramentas de otimizacao e resolugdo de sistemas lineares do MATLAB.
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Neste artigo, destacamos a principal novidade: a aplicacdo do método de recuperagdo para resol-
ver o problema inverso de determinar a forma do fundo em dguas costeiras. Isso € realizado utilizando
informagdes de entrada das caracteristicas das ondas em dguas profundas (condicio de contorno de Di-
richlet) e das ondas ao longo da linha costeira (condi¢do de contorno de Robin). Problemas relacionados
a detecgdo da batimetria surgem naturalmente em estudos de dindmica costeira (COLLINS, 1995), e sua
resolucdo € de extrema importancia para a construgdo de obras de engenharia costeira. Vale destacar que
trabalhos similares foram previamente realizados por (VASAN; DECONINCK, 2013; FASSIEH, 2013).

Para isso, utilizamos a Equag@o de inclinacdo suave (Mild Slope Equation - MSE), que descreve feno-
menos de reflexdo, difracdo e refracdo de ondas em zonas costeiras (BERKHOFF, 1972). Essa equagdo
modela a propagacdo de ondas aqudticas a medida que elas viajam através de dguas de profundidade
variavel e interagem com limites laterais, como falésias, praias, pareddes e quebra-mares. Os resultados
numéricos apresentados mostram a confiabilidade e precisdo da metodologia proposta.

O artigo estd estruturado da seguinte maneira: na Sec¢ao 2, apresentamos uma descri¢cdo do problema
direto com base na equacdo de Helmholtz. Na Sec¢do 3, delineamos o problema inverso genérico a ser
abordado, seguido pela descricao do método aplicado ao caso especifico da equacdio MSE. Em seguida,
exploramos como obter informagdes sobre o leito marinho com base no coeficiente de difragdo-refragao
previamente determinado. A Se¢do 4 detalha o método Ultra-Weak utilizado para resolver numerica-
mente o problema direto. Na Secdo 5, oferecemos um resumo do algoritmo desenvolvido para obter a
profundidade em funcdo do coeficiente de difracdo-refraccio, e, finalmente, na Se¢do 6, apresentamos
um exemplo ilustrativo. Por fim, na Se¢éo 7, destacamos as conclusdes do estudo.

2 Problema Direto

Neste caso, o problema direto consiste na solu¢do da equagao de Helmholtz com condi¢des de fron-
teira hibrida de Dirichlet, Neumann e Robin. A seguir, apresentaremos a equagdo MSE e mostraremos
como ela pode ser transformada na equag¢do de Helmholtz. Em seguida, explicaremos a solucdo do pro-
blema inverso de forma genérica. Este procedimento pode ser aplicado ao problema em dguas rasas.

2.1 A equacio de inclinaciao suave (MSE)

Fendmenos ondulatérios, como reflexio, refracdo e difracdo de ondas, podem ser analisados por
meio da Equacgdo de Inclinagdo Suave (MSE) quando se trabalha em regides de topografias com declives
suaves. Esta equacdo, originalmente desenvolvida por (BERKHOFF, 1972), sofreu varias modificacdes
para abranger casos mais gerais (ALVAREZ; GARCIA; SARKIS, 2017).

A Equacio de Inclinagdo Suave (MSE) é expressa da seguinte forma:

V- (CCyVu) +k*CCqu = 0. (1)

Nesta equacdo, u(x,y) = u;j(x,y) + iua(x,y) representa a fungéo potencial de velocidade para um fluxo
de onda harmdnico simples em que (x,y) indica a posi¢do horizontal. Adicionalmente, k = k(x,y),
C =C(x,y) e C; = C,(x,y) denotam o nimero de onda, a velocidade de fase e a velocidade de grupo no
ponto (x,y), respectivamente. Estes parAmetros dependem da relagdo de dispersdo e sdo deduzidos da
teoria das ondas de Airy, como se segue:

5 o 1 1 — tanh?(kh)
w” = gktanh(kh), C= —, C, = -C |1 + kh———F~—
gktanh(kh), € =, Gy =5 C |1 +kh— o) |
onde, @ = 27 /T representa a frequéncia angular da onda, T o periodo da onda e g a aceleracdo devido
a gravidade. Para uma frequéncia angular dada w, o niimero de onda k é determinado pela equacdo de
dispersdo que relaciona essas quantidades a profundidade da dgua h = h(x,y) em cada ponto da regido.
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A metodologia escolhida para resolver o problema direto neste estudo é a formulagdo variacio-
nal ultra-fraca (UWVF), que estd amplamente estabelecida para abordar o problema de contorno de
Helmbholtz. A transformacdo y = u,/CC, permite que a Equacio de Inclinagdo Suave para dguas rasas,
conforme a equacdo (1), seja reescrita como uma Equacdo de Helmholtz com coeficiente varidvel (con-
sulte (RADDER, 1979) para uma derivacdo completa):

A,/CC
onde k>=k*——Y__% (2)

AY+ Ky =0,
Vtkoy cc,

Dessa forma, a partir deste ponto, descreveremos o método de uma maneira genérica para facilitar a
apresentacdo dos métodos numéricos diretos para resolver essa equacdo. A Equagdo (2) é uma forma da
equacdo de Helmholtz homogénea em duas dimensdes e pode ser reescrita genericamente como:

&l = gy em dQy, 81 +icay =grem dQg. (3)
on on

Aqui, A é o operador laplaciano, a = a(x,y) representa o coeficiente de refragdo-difracdo, e y = y(x,y)
¢ a fun¢do de onda que estamos procurando. Supomos que a fronteira de Q seja composta por dQ =
dQpUIQN UIQg. As condigdes de Dirichlet sdo representadas por gp = gp(x,y), as condi¢oes de
Neumann por gy = gn(x,y), e as condi¢des de Robin por gg = gr(x,y). Cada uma dessas fungdes é
conhecida, e elas sdo aplicadas, respectivamente, nas partes da fronteira dQp, dQy € dQg. Além disso,
o coeficiente o também é conhecido.

Ay +a*y=0em Q,y = gpem IQp,

2.2 Condigoes de contorno para MSE

As regides onde o MSE ¢ resolvido estdo delimitadas por fronteiras fechadas (representadas por
linhas costeiras e estruturas que penetram na superficie, como paredes de pieres ou pernas de pieres,
quebra-mares, muros de contencdo) e uma fronteira aberta, que representa uma fronteira artificial entre
a drea sendo modelada e a regido maritima externa. A fronteira aberta é representada como um tipo de
fronteira de Dirichlet. A amplitude e a dire¢do das ondas conformam a condi¢do de contorno na costa
marfitima:

gp = Woexp(i(kxcos(0) +kysin(0))) (x,y) € dQp, 4)

onde y, é a amplitude em dguas profundas, 0 é o angulo de direcio entre as ondas que se aproximam da
fronteira e o vetor normal da fronteira. Os pardmetros k e 0 s@o constantes em dguas profundas.

Ao longo da linha costeira e das estruturas que produzem superficies, a seguinte condi¢ao de contorno
tem sido tradicionalmente utilizada. No lado interior da geometria, é usada a fronteira do tipo Robin
como CC,Vu-ii —iqu = p, onde 7i é a normal exterior do dominio fisico em questdo, g(x,y) e p(x,y) sdo
parametros que dependem das caracteristicas das ondas (ver por exemplo (TSAY; LIU, 1983; CHEN;
HOUSTON, 1987))

3 Problema Inverso

No problema inverso, o objetivo é determinar o coeficiente a = a(x,y) na equa¢do de Helmholtz,
considerando que as fungdes gp(x,y), gn(x,y) € gr(x,y) sdo conhecidas, como representado a seguir:
dy

Ay +ay =0, a——kiaal//:g,g em dQg. ®)
n

Partimos do principio de que, entre todas as solucdes obtidas, o coeficiente da equacido de Helmholtz
que buscamos € aquele que melhor se ajusta a soluga@o na fronteira, satisfazendo as condi¢des de Dirichlet.
Isso nos leva a resolver o problema de minimizag3o:

2

Jve
8nw[ tioaye, —gr

+7(a), (6)

a, 12(9%w)

N
min (a,a), onde & (a,a)= Z H
i=1
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Nessa equagio, .# (a) € um termo de regularizagdo, e Y, € a solugdo do problema direto (3) para o
coeficiente a e as frequéncias @; parai = 1,--- ,N. Para resolver esse problema, aplicamos um método
de regularizagdo, que busca obter uma solu¢do aproximada suave e consistente com os dados observa-
dos, conforme sugerido por (BORGES; GILLMAN; GREENGARD, 2016; TARANTOLA, 2005). A
evidéncia de que o problema inverso estabelecido estd bem colocado pode ser encontrada em (GYLYS-
COLWELL, 1996).

4 Solucao numérica do problema direto

Para abordar o problema de otimizacdo (6), € crucial resolver o problema direto em cada iteragcao e
encontrar a solu¢do u“(x,y) para um coeficiente de refragdo-difragdo a, a fim de avaliar a fungdo objetivo.
Para isso, o método de formulagao fraca ou ultra fraca (Ultra Weak Variational Formulation - UWVF) é
utilizado. Neste trabalho, o Método Ultra Fraco € usado com base de ondas planas, pois dessa forma as
férmulas para o cdlculo da matriz de montagem do método s@o explicitas. Isso permite obter a solugdo
de maneira rapida e até mesmo possibilita a paraleliza¢do de algumas partes do algoritmo.

O método UWVF na equacdo Hembholtz pode se resumir como segue. Seja a equagio

V- (Vy)+k2y =0 em Q alI/—im//:Q<—aw—im//)—g, em I, (7)

an an

onde k2 = k> +r(h) e 6 = k.. Esta é uma formulagdo mais conveniente para a implementagdo numérica.
Aqui,  é um dominio poligonal limitado em R? com fronteira I" e vetor normal unitirio n. Em (7),
0 € C, |Q| < 1, define a condi¢do de contorno, por exemplo, para Dirichlet Q = —1, para Neumann
QO =1, e para condig¢des de contorno do tipo Robin Q # —1,1. O termo de fonte na fronteira é dado por
gr. Considera-se uma particdo do dominio em elementos finitos disjuntos, de modo que Q = UkK: 19, e
Yy ; denota a interface entre os elementos € e Q; (veja detais em (HUTTUNEN T.; KAIPIO, 2002)).
A fim de apresentar o método introduzido em (CESSENAT; DESPRES, 2003), as equacdes (7)-(7) sao

decompostas em sub-problemas para cada elemento Qi, k=1,..., K
Aup+ k2w =0 em Q (8)
du; . C
U =uj, %:_Wu; em ij (%—lﬁkuk) :Q<—%—16kuk>+gr em I )

Uma nova fungio é definida em cada fronteira do elemento 9

Xi = _%—i(fkuk % 1 <k<K. (10)
3nk k

Da decomposicio do problema (8)-(9) e integracdo por partes, segue-se que X verifica

K 1 8vk . LES 1 8vk .
k;l /<99k GXk( ak l Vk) kz Z /ij ij ( ak l Vk)

=1j=1

K K
Q (2% g )=y [ Lo (O,
—;/chxk<ak—zovk> _k;/r Ggr< > —zcvk), (11)

onde v; é uma funcio de teste que satisfaz a equagio de Helmholtz adjunta local Avy + k2v; = 0
em Q. Aqui, as barras representam o conjugado complexo. Encontrar ; € L?>(d), k= 1,...,K, que
satisfaca (11) é chamado de UWVF para a equacdo de Helmholtz. Este problema pode ser discreti-
zado escolhendo uma superposicdo de ondas planas propagantes para aproximar a fungao ) da seguinte
forma:

Pk P
%= Y 2 (—;”"” - iG(PkJ) , (12)
=1 k

4
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onde { ka}f %, sdo as fungdes desconhecidas a serem calculadas. As fungdes de base de ondas planas
sao dadas por

ik(xcos 6;+ysin 6;)
Or = { ¢ em & (13)

0 em outro lugar

onde 6; é a direcdo de propagagdo das ondas que pode ser construida usando dire¢des angulares
igualmente espagadas no circulo unitdrio, ou seja, 6, = 2m(l — 1)/ py. E importante notar que o nimero
de direcdes de base py pode variar entre os elementos Qg, k= 1,..., K, mas isso ndo é usado neste artigo.

Substituindo x; em (11) e escolhendo a fungdo de teste vy = @, a forma discreta do UWVF pode
ser escrita na forma de matriz como (ver (CESSENAT; DESPRES, 1998; HUTTUNEN T.; KAIPIO,
2002))

(D—C)X =b, (14)
com os pesos desconhecidos X = (x1,1,X1.2,--- X pes X215 - )T A matriz D é a diagonal de blocos
Hermitianos dada por

1 a0, a0, )
1.m k,m . k,l .
D; :/ — | = — —io ———>—io 15
i 20, O ( ) (Pk,m) ( ) Or,l (15)

onde o sobrescrito de D mostra os elementos em cada bloco k. As entradas em C sido

im_ [ L (0Qjm . 901 . Q( om . Pt .
G /ij p ( N 10Qjm o 10 P +/Fk p % 10 QPr,m o 0Pk |,(16)

ambas as matrizes t€ém estrutura de bloco esparsa. O lado direito do sistema é o seguinte

1 (9
by = /F k Ggr(ak —zmpk,z) (17)

Pela a escolha das fungdes bases como planas como (13) as integrais em (15), (16) e (17) podem ser
calculas de um jeito exato facilitando os célculos e a paralelizagdo do método.

5 Recuperacio da profundidade /(x,y) a partir do coeficiente de refrac-
cao - difracao k.(x,y)

Nesta subsecdo se mostra como obter a profundidade ou forma do fundo marinho a partir do coe-
ficiente de refragdo k.(x,y). Suponha que o coeficiente k. tenha sido obtido por meio do processo de
otimizagdo, conforme descrito na se¢io anterior mas aplicado na equagdo (2) . Em seguida, se resolve
uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP) para determinar o valor da fun¢io CC, e, posteriormente, obte-
remos a fung@o h(x,y).

Denotando por v = /CC,, da equagdo (2b) segue a seguinte EDP:

Vv+ (k> —k2)v=0. (18)

Suponha que a solu¢do v tenha sido obtida aplicando o método dos elementos finitos a equacgio (18).
Agora, pode-se recuperar a fungdo de profundidade %(x,y) e o ndmero de onda k(x,y) resolvendo o
sistema no lineal com duas incdgnitas e duas equagdes para cada ponto (x,y):

1 o 1 — tanh? (k(x,y)h(x,y))
=2 (k<x,y>> [”"h anh(k(x,)h(ry) )’

o = gk(x,y)tanh(k(x,y)h(x,y)), v(x,y)

dado que g e @ sao constantes conhecidas.

Em resumo, os passos fundamentais para a determinac¢io da batimetria sdo os seguintes: disponibi-
lizar os dados das ondas em dguas profundas e ao longo da linha costeira, aplicar o método descrito na
Secdo 3 para calcular o coeficiente de difragdo-refragdo k.(x,y), utilizar o método de quase-Newton para
resolver o sistema delineado na Secéo 4 e, finalmente, determinar a batimetria A (x,y).
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6 Exemplo Numérico

Como exemplo de aplicacio, consideremos a equagao:

V2y(x,y) + (0 /h(x,y)*) p(x,y) =0,
sobre a geometria Q = [0, 1] x [0, 1], com condi¢des de contorno dQp = {(x,y) : x =0}, dQg = {(x,y) :
x=1}edQy={(x,y) : y=1o0uy=0}. As condi¢des de fronteira sdo definidas como gp (conforme a
equacdo (4)) e gy = 0. O parametro ox = —1.

A estratégia para obter dados de fronteira Robin envolve a defini¢do de uma fungdo h(x,y) = 1+a-
exp (— ((x—x0)2 +(y —yo)z) /b), onde a=0.5,b=0.05,x0 = 0.6 e yo = 0.5. Em seguida, resolvemos
o problema direto utilizando o método descrito na secio (4) e determinamos a fungdo gg, que serd usada
como entrada no problema inverso. Posteriormente, expressamos a fungéo A(x,y) de forma paramétrica,
dependendo dos pardmetros a,x,,y, € b, e iniciamos o processo de recuperacdo conforme descrito na
secdo (3).

Para as simulagdes, escolhemos uma onda com amplitude de 0.02 e testamos trés frequéncias: 0.2,
0.3 e 0.38. Além disso, no método UWVF, selecionamos quatro ondas planas, o que foi suficiente para
representar a isotropia dos padrdes de difracao-refracdo neste exemplo (ver Figura 1). Adicionalmente,
optamos por uma malha com 5000 elementos. Na Figura 2, temos a representacdo da forma da bati-
metria, sendo o caso a) os dados reais assumidos (a = 0.5, b = 0.05, xg = 0.8 e yp = 0.5), enquanto
o caso b) representa o fundo recuperado (a = 0.44, b = 0.01, xyg = 0.72 e yo = 0.46). Casos simulados
com diferentes condic¢des iniciais resultaram em boas recuperagdes, com erro absoluto dos parametros
menores que 8%. Nos exemplos simulados, 0 método proposto demonstrou robustez e precisao.

Figura 1: Padrdes de difragdo refrac¢io

L1.35

1.3

1.25

1.2

1.15

1.1

1.05

Figura 2: Representagdo de h(x,y) = 1 +a-exp (— ((x—x0)* + (y —y0)?) /b) para a) dados reais (sinté-
ticos), b) recuperados. Se observa boa recuperacio, com a maior diferenca no parametro y,.

7 Conclusoes

Neste artigo, desenvolvemos um método de recuperacio robusto que permite obter o coeficiente de
refragdo-difracdo com base no conhecimento das caracteristicas das ondas na fronteira. Esse método
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pode ser aplicado em vérias aplicagdes priticas, como na drea de sismologia, acustica e engenharia
costeira. No artigo, aplicamos esse método para determinar a topografia do fundo do mar com base
nas propriedades das ondas em dguas profundas e ao longo da linha costeira. O exemplo numérico
apresentado demonstra a eficicia do método descrito no artigo.
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Resumo: O Método da Homogeneizagdo Assintética, se trata da transformagio do problema com coeficientes
rapidamente oscilantes de um meio heterogéneo, em outro, homogéneo, assintoticamente equivalente ao hete-
rogéneo, mediante uma sequéncia recorrente de problemas. Este trabalho contribui descrevendo brevemente a
teoria e a aplicacdo do Método da Homogeneizacdo Assintdtica. Também contribui e trds como novidade, a
exemplificagdo do método através da implementacdo computacional na linguagem Python e a solugdo por meio do
método de Diferencas Finitas Centradas, para uma comparagao grafica com o resultado do MHA. Para tal exemplo,
¢ utilizado um meio elastico unidimensional, continuamente heterogéneo e periddico e entdo, sdo calculados o co-
eficiente efetivo, problema homogeneizado solugdo analitica e as solugdes assintdticas formais com truncamentos
uM e 4. Os resultados, em grandes partes sio ilustrados através de graficos para diferentes valores de a. E ainda,
ha a contribui¢do das observagdes acerca das solugdes se aproximarem da solu¢do do problema homogeneizado
conforme os valores de ¢ se aproximam de zero. E através disso, foi concluido que o método é uma boa escolha
para resolver problemas nao homogéneos. Ficou evidente que as solu¢des dos problemas homogeneizados encon-
tradas foram boaa aproximagdes para as solucdes dos problemas originais, onde encontrou-se o comportamento
efetivo do meio.

Palavras-chave: Método da Homogeneizagdo Assintdtica. Materiais Compdsitos. Matematica Aplicada.

Introducao

Materiais compdsitos sdo predominantes tanto na natureza quanto entre os materiais de engenharia,
¢ importante estuda-los porque o que aprendemos com o campo dos compdsitos pode ter implicacdes de
longo alcance em muitos campos da ciéncia. H4 um progresso significativo na melhoria da compreensao
de como o comportamento microscépico influencia o comportamento macroscépico. E ainda, o estudo
de compdsitos tem uma longa histdria, que tem atraido o interesse de alguns dos maiores cientistas
(MILTON, 2004).

Na prética, de acordo com Persson et al. (1993), a distribuicao real das diferentes fases do compdsito
¢ desconhecida. No entanto, em diversos casos, presume-se que a estrutura do material é periédica. Tal
suposi¢cao é amplamente utilizada e os resultados numéricos se ajustam bem aos dados experimentais.
A partir desta suposi¢do de periodicidade, o modelo matematico consiste em equagdes diferenciais com
coeficientes que oscilam periodicamente descrevendo a estrutura espacial do material (PARTON; KU-
DRYAVTSEYV, 1993).
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Neste sentido, para a solu¢do de um problema com estrutura compdsita, normalmente substitui-se a
complexa microestrutura heterogénea do compdsito por um material homogéneo com propriedades equi-
valentes e, em seguida, procedendo com o célculo dos campos locais na escala estrutural usando técnicas
computacionais padrdo sem consideracdo explicita dos detalhes microestruturais. Esta substitui¢do ali-
via a carga computacional quando estdo envolvidas estruturas compostas de grande escala, ao mesmo
tempo que garante, até certo ponto, a precisio. E € disto que se trata o Método da Homogeneiza¢do (HE;
PINDERA, 2020; PARTON; KUDRYAVTSEY, 1993; SILVA, 2014).

O Método da Homogeneiza¢do Assintética, também conhecido pelas siglas MHA ou AHM, em
inglés, que ira ser tratado neste trabalho, pode facilitar a formula¢do dos modelos que descrevem o com-
portamento fisico e geométrico do meio, possibilitando a andlise da estrutura como um todo. Este método
consiste na transformacgao do problema de um meio heterogéneo, com coeficientes rapidamente oscilan-
tes, chamado problema original, em outro sobre um meio homogéneo, equivalente ao heterogéneo, cha-
mado problema homogeneizado, que normalmente ndo depende da varidvel rdpida (LIMA et al., 2016;
SILVA, 2014).

Segundo Lima et al. (2016), a técnica de modelagem mostra-se uma ferramenta significativa na
simulag¢do de fendmenos fisicos em meios heterogéneos, alguns exemplos do usos sdo: 1) descrever a
degradagdo de materiais porosos por Peter (2007); 2) estudo de ondas sismicas por Capdeville, Guillot
e Marigo (2010); 3) determinagdo de propriedades eletromecanicas efetivas de estruturas dsseas por
Silva (2014); 4) anélise de propriedades termoelasticas de materiais compdsitos por Pinho-da-Cruz et al.
(2009).

Tendo em vista a importancia deste método e da teoria da elasticidade nos estudos de mecénica
dos sélidos, o presente trabalho contribui descrevendo brevemente a teoria e a aplicagdo do Método
da Homogeneizacdo Assintética. Este artigo também contribui e trds como novidade, a exemplificagdo
do método através da implementacdo computacional na linguagem Python e a solucdo por meio do
método de Diferengas Finitas Centradas, para uma comparagdo grifica com o resultado do MHA. Para
este exemplo, € utilizado um meio eldstico unidimensional, continuamente heterogéneo e periddico e
entdo, sdo calculados o coeficiente efetivo, func¢do local N, problema homogeneizado solugdo analitica
e as solucdes assintdticas formais com truncamentos u'!) e u®). Os resultados, em grandes partes sdo
ilustrados através de graficos para diferentes valores de . E ainda, hd a contribui¢do das observacdes
acerca das solugdes se aproximarem da solugdo do problema homogeneizado conforme os valores de o
se aproximam de zero.

Método e Aplicacao

Consideremos uma barra eldstica nio homogénea com médulo elastico e comprimento L, sob a agdo
da forca volumétrica. A barra é um material compdsito com estrutura periddica, ou seja, a barra é
composta por n barras pequenas feitas de diferentes materiais homogéneos, a figura 1 exemplifica. Os n
materiais formam uma célula periddica de comprimento / e supde-se que [ << L.

)

L WA VA vz V)

Figura 1: Barra ndo homogénea por Persson et al. (1993) a esquerda e célula periddica a direita.

Portanto, é uma fungdo 1—periddica, e entdo o Mddulo de Elasticidade E(y) depende da varidvel
rapida y. Assim, o problema consiste em encontrar a solug¢do de u(x,y), que é o deslocamento total, e é
1—periddica em relagdo a variavel rdpida. Para isso, declara-se x pertencente ao dominio Q = [0, 1], o
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Médulo de Elasticidade E*(x) € C'([0,1]), onde E*(x) é uma representa¢io que indica que o Médulo
de Elasticidade depende de a, e é positivo, limitado e ot—periédico com relagio a x, X*(x) € €°([0, 1]),
e u®(x) € C%([0,1]), onde X¥(x) e u%(x) sdo representagdes que indicam a dependéncia de . Assim,
chega-se no seguinte problema original:

d du

& [ | =xw.x e o)

u(0) =0, u®(1) = 1.

(1)

onde, E(y) é a fungdo de oscilagdo rdpida, g; é o deslocamento inicial, g» é o deslocamento final da

X Pa ., Y s
barra, y = — € a varidvel rdpida, no qual x a varidvel lentae ot = I
o

Para determinar a Solugdo Assintética Formal, conhecida como SAF, de segunda ordem para o pro-
blema original, considera-se a aproximaco assintética abaixo com truncamento em (%)

M(z)(xaa) :uo(x,y)+au1(x,y)+a2u2(x,y). (2)
Substitui-se (2) em (1), utilizando a regra da cadeia e o operador (3) para simplificar.

Lop = ;a <E(y)(jﬁ> , coma, f € (x,y). 3)

Posteriormente, reorganiza-se a expressao e encontra-se uma sequéncia de equacdes em poténcias de o:

-2, —
o Lyyu() =0,

o Lyyuy = —Lyug — Lyyug
aO : Lyyu2 = —Lyup— Lyxul - nyul +X(xay)' 4)

Para determinar a equacdo do problema local e do problema homogeneizado sdo solucionadas as
equagdes (4). Para resolver esses problemas ¢ necessdrio enunciar o Lema a seguir, que fornece uma
condi¢@o necessdria e suficiente para a existéncia e unicidade de solugdes 1—peridédicas em y dos pro-
blemas mencionados.

Lema: Considere X(y) e E(y) funcdes diferencidveis e 1-periddicas, com E(y) positiva. Uma
condi¢do necessdria e suficiente para existir uma solu¢do 1—periddica para a equagdo L,y,N = X € que
< X(y) >=0. Onde o operador < - > representa o valor médio, dado por < - >= fol (-)dy. Além disso, a
solugdo é tinica e da forma N(y) = N(y) +C, onde C é uma constante arbitraria e N é a solugio 1-periédica
de LyyN = X com a condigdo de que N(0) = 0 (BAKHVALOV; PANASENKO, 1984). A demonstragdo
do lema pode ser conferida em obras como Bakhvalov e Panasenko (1984) e Leitzke (2017).

Depois, pode-se calcular o coeficiente efetivo, representado por £, através de (5).
E=<E'>71. (5)

E segue-se para a solucdo Ny, mencionada no Lema.

Ny = /Oy (Ei) —~ 1) ds. (6)

Com o Ny, pode-se encontrar u; (x,y), pois:

duyg
x,y) =N (y)—. 7
i (6,9) =N (3) 2 ™
Utilizando os conhecimentos até aqui, e através de manipulagdes, pode-se chegar na formula de N;:

Na(y) = /OyE;s) (/()S(—E—i—f(r)drdr— </Oy(—E+f(s))ds> F<N) > E) ds

3
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Y
—/ N (s)ds. (8)
0
Com o N, pode-se encontrar u(x,y):
duy
=N,—2 9
us (xay) 2 A2 )

A partir de (2), a SAF com truncamento em u'") (x, &) sera:

(3, 0) = o) + @y () 2, (10)
e a SAF com truncamento em u(®) (x, &) serd:
du d’u
u® (x, ) = up(x) + otN; (y)d—; + 02N (y) deO . (11)

A partir de tais conhecimentos, pode-se seguir para exemplos e anélises.

Exemplo e Analises

A partir do problema (1), serdo consideradas condi¢des de contorno ndo homogéneas, dadas por
u(0) =0 e u(1) = 1. Para o coeficiente original, E(y) = 2+ 0.75cos(my), e, para a fonte, X(y) =
—2cos (my) (LEITZKE, 2017). E construido ento, o problema de valor de contorno a seguir:

d du
— [2+0.75 Ty)—| =—2 T
e { + cos ( y)dx] cos (my), (12)
u®(0) =0, u*(1) = 1.
Primeiramente foi encontrado o coeficiente efetivo: £ = —55
Depois, encontra-se o Ni, através da equagao (6), resultando em:
2 St 2
— arctan <an(7ry/)> -y, se0<y<1/2,
T V55
Ni(y) =10, sey=1/2, (13)

V55

A imagem mostra a solugdo N;(x/c) do problema local. Através dela, também € possivel perceber,
com os diferentes valores de ¢, a rapida oscilacdo conforme & se aproxima de zero.

2 5t 2
Earctan <an(7ry/)> —y+1, sel/2<y<l.
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Figura 2: Gréaficos N; para diferentes valores de .

Ao tentar calcular o N, encontra-se uma fun¢do que nao ha integral. E ainda, ap6s o cdlculo e o
gréfico do N finalizados, calcula-se o problema homogeneizado, que resulta em:

duy _
2=0, xeQ (14)
up(0) =0, wup(l)=1.
E calcula-se entdo, a solugdo up(x):
up(x) = x. (15)

Como (15) resultou em x, tem-se que % = 1 através de tais informacgdes, calcula-se as SAFs

u' (x,a), representada em (10), que resultara:

uV(x, ) = x+ a; (g) , (16)
E como ‘22;20 =0, a SAF u® (x, &), representada em (11) sera:
@) - i 20, (2
W@ (x, ) x+ocN1(a)+oc M(2)0. 17)

Em relagdo as solugdes u; (x,y) e uz(x,y), de (7) e de (15), temos que o primeiro deles é:
ui(x,y) =N (18)

duy
dx?

Além disso, novamente, como =0 e de (9) tem-se que uy(x,y) é:

uz(x,y) =0. (19)
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A solucdo analitica do problema original é:

8a? 2+0.75cos(mx/ o)
(@) () =
u'“ (x) lo < 575 >

32

V55 8a? 240.75cos(m/ ) x 1
<1+log< ))/0 27075 )dr. (20)

4 3m? 2.75 cos(mr/ o

Em seguida, através da linguagem de programacdo Python, foi implementado um cédigo para resol-
ver o problema (12) através do Método de Diferencas Finitas Centradas, MDF, para que pudesse ser feita
a comparacdo de ambos os resultados e validacio do MHA.

Para aplicar o MDF, a equacgao (12) foi reorganizada em:

d’u 3rm sin(7x/a) du  —2cos(mx/a) 21
dx>  4a2+0.75cos(mx/a) dx  2+0.75cos(mx/ax)’

A figura ilustra, para diferentes valores de «, as solugdes: analitica, pelo Método de Diferencas
Finitas, do problema homogeneizado e as SAFs u(!) e u(2).

Ao realizar as andlises gréficas, nota-se que a solucdo analitica e a solucdo pelo MDF coincidem, em
todos os graficos. Isto indica que a solugao analitica pelo MHA funciona, e com resultados satisfatorios.
‘5);0 = 0, entdo, a’N,(y) % = (), tornando entdo, a SAF u(®
idéntica a SAF u'!). Assim, neste exemplo em especifico ndo serd possivel identificar se a SAF u(® serd
mais precisa que a SAF u(!), novos exemplos deverio ser testados em trabalhos futuros.

Outro ponto importante e que deve ser percebido, provém da observacdo de que, conforme ¢ tende a
zero, as solugdes: analitica, pelo MDF, e as SAFs, ficam cada vez mais préximas da solu¢do do problema
homogeneizado.

Para que a legenda da figura abaixo fique compreensivel: SDF € a solucdo pelo Método de Diferencas
Finitas, SAF significa Solucdo Assintética Forma, HOM é o problema homogeneizado e SA, € a solucdo
analitica.

Em relacdo as SAFs, tem-se que

a=1/2 a=1/12

1.0

— 1% SDF

u) sAF
08{ — u® saF
— up HOM

w— (% SDF

u't) sAF
08 — u'?sAF
—— u HOM

— ul@sa — ul@sA

0.6 0.6

0.4 0.4
0.2

0.29

0.0

a=1/32 a=1/52
10 10
(% SDF — (@ SDF
ult) SAF uV sAF
0.8{ — u®@ sAF 084 — u? sAF
— uo HOM —— ug HOM
— ul@sA — u@sa

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0.0 T T T T 0.0 T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Figura 3: Gréficos u para diferentes valores de ¢, obtidos com diferentes métodos.
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Conclusoes

Este trabalho passou brevemente pela aplicacdo do Método da Homogeneizacdo Assintética em
meios eldsticos lineares e unidimensionais, e, para ilustrar, foi feito um exemplo que resultou em um
problema homogeneizado com equacdo homogénea e condicdes de contorno ndo-homogéneas. Ambas
as SAFs tiveram o mesmo resultado e ainda, a solucdo analitica do problema original e a solucio pelo
MDF resultaram no mesmo.

A partir dos célculos e desenvolvimentos apresentados conclui-se que o MHA é uma boa escolha para
resolver problemas ndao homogéneos. Ficou evidente que as solu¢des dos problemas homogeneizados
encontradas foram uma boa aproximacgao para as solugdes dos problemas originais, onde encontrou-se
o comportamento efetivo do meio. E além disso, considerando as SAFs de primeira e segunda ordens
pdde-se notar que para este exemplo, elas resultaram no mesmo, sendo entao necessarios, mais exemplos
para analisar se mais termos na SAF torna os resultados ainda mais satisfatérios.
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Resumo: A conectividade algébrica de um grafo, a(G), é definida como o segundo menor autovalor laplaciano de
G. Esse pardmetro tem uma boa relagdo com a conexidade do grafo, sendo alvo de inimeros estudos em razdo de
sua alta aplicabilidade em novas tecnologias. Motivados por uma dessas aplicacdes e sabendo que o valor mdximo
de a(G) € n, neste trabalho caracterizamos os grafos em que a(G) = n—4, onde n é o niimero de vértices de G.

Palavras-chave: Conectividade algébrica. Caracterizacdo. Grafos.

Introducao

Podemos definir um veiculo autdnomo como aquele que possui um conjunto de tecnologias cogni-
tivas e de controle altamente automatizadas. A pesquisa pelo controle descentralizado desses veiculos
vem se desenvolvendo nos tltimos anos devido a alta aplicabilidade que essa tecnologia oferece. A saber,
o controle é descentralizado quando ndo existe uma central que tem acesso e controla todos os agentes,
estes entdo interagem entre si. A comunicacdo entre veiculos autdnomos pode ser modelada por grafos
orientados. Em (FAX; MURRAY, 2004) sao utilizadas técnicas da teoria espectral de grafos para estudar
a estabilizacdo de veiculos descentralizados, com comunicagdo bidirecional (sem orientacdo). No artigo
€ provado que a taxa de convergéncia para estabilidade esta diretamente relacionada com o segundo me-
nor autovalor da matriz laplaciana do grafo, conhecido como conectividade algébrica, de forma que o
aumento deste valor implica no aumento da taxa de convergéncia.

Baseando-se na questdo supracitada, é de interesse buscar grafos que maximizem a conectividade
algébrica, visando uma eficiéncia na estabilidade do sistema. Na literatura, encontramos trabalhos que
atuam neste interesse, como (OGIWARA, 2015), que busca maximizar tal pardmetro fixando o nimero
de vértices e arestas; ja em (LI, 2018) é estudado o aumento da conectividade algébrica através de
insercdo de arestas; e ainda vale citar (KOLOKOLNIKOV, 2015), que se restringe a especificas classes de
grafos. Tendo vista do interesse nesta area, aliado a motivacdo da sua aplicagdo em controle de veiculos
autdnomos, comecamos a desenvolver resultados acerca da maximizacao da conectividade algébrica.

Neste trabalho, focamos na caracterizagdo de grafos com n vértices cuja conectividade algébrica é
igual a n — 4, estendendo os resultados obtidos em (DOS SANTOS, 2022).

Base tedrica

Um grafo é uma estrutura G = G(V, E), constituida por um conjunto finito e ndo vazio V, cujo ele-
mentos sdo denominados vértices, e um conjunto E de subconjuntos a dois elementos de V, denominados
arestas. O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o nimero de arestas que incidem em v. Vértices
u, v ligados por arestas sao denominados adjacentes e denotamos por uv € E. O grau minimo de G é o
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nimero 6 (G) = min{d(v) : v € V }, enquanto o grau maximo de G ¢ dado por A(G) =max{d(v):veV}.
Diremos que um grafo H(V’,E") é subgrafo de G(V,E), se V' CV e E' C E, denotando assim H C G.

Um caminho ¢ uma sequéncia finita vy, vy, - -, v de vértices distintos de um grafo G(V,E) em que
v; € viy1 sdo adjacentes para 1 <i < k—1. Se v; é adjacente a v, temos um ciclo. O grafo formado
por um caminho de n vértices € denotado por P,, ja C, denota o grafo formado pelo ciclo de ordem n.
O grafo completo, com n vértices, é aquele em que quaisquer dois vértices distintos sdo adjacentes, o
denotaremos por K.

Um grafo G € dito conexo quando existe um caminho ligando cada par de vértices. Caso contrario,
o grafo G é denominado desconexo e neste caso dizemos que G’ C G é uma componente conexa de G
quando G’ é um grafo conexo e nio existe um grafo conexo H C Gtalque G' C He G' # H.

Sejam G| = G(V1,E1) e Gy = Go(Va, E») dois grafos, com V; e V, disjuntos. O grafo unido, G =
G1 + G», € aquele cujo conjunto de vértices € Vi UV, e cujo conjunto de arestas é £y UE,. Além disso,
dado um k € N, podemos escrever kG para indicar o grafo que € unido de k cdpias disjuntas de G.

Diremos que G é combinac¢do linear dos grafos H;,1 <i <A, se G pode ser escrito como abaixo,
ondeaq; e N, 1 <i<Aeay #0,

A
G:alHl+a2H2+"'+aAHA:ZaiHi (D
i=1

Dado o grafo G = G(V,E), o seu grafo complementar G = G(V,E) é aquele em que V =V ¢
vivj € E se, e somente se, v;v; ¢ E.

A Teoria Espectral de Grafos é uma linha de investigacao onde se procura determinar caracteristicas
da estrutura de um grafo a partir de propriedades espectrais de matrizes associadas a ele. A matriz de
adjacéncia de um grafo G, denotada por A(G), é¢ uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas a;;
valem 1 se v; e v; sdo adjacentes e 0, caso contrdrio. Definimos L(G) = D(G) —A(G) como a matriz
laplaciana do grafo G, em que D(G) é a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G, ou
seja, [D(G)]” =d (V,‘).

O autovalores laplacianos de G, y; >y, > --- > U, sdo os autovalores de L(G). Se um autovalor
u tem multiplicidade p > 1, indicaremos por ,u<1’). O multiconjunto constituido pelos autovalores lapla-
cianos de G é denominado espectro laplaciano de G e é denotado por {(G).

O menor autovalor laplaciano de um grafo qualquer G € y, = 0. Ja o segundo menor autovalor
laplaciano de G, U,—1, é denominado conectividade algébrica do grafo G e é denotado por a(G). A
conectividade algébrica € um pardmetro importante na teoria espectral de grafos e é alvo de muitos
trabalhos, dos quais citamos o survey (DE ABREU, 2007). O maior autovalor do laplaciano de G é
denominado indice laplaciano de G, denotado por p; (G).

A Tabela 1 mostra o espectro laplaciano dos principais grafos utilizados no presente texto, evidenci-
ando ainda a conectividade algébrica e indice laplaciano. Estas e outras propriedades espectrais podem
ser encontradas em (BROUWER; HAEMERS, 2011).

Tabela 1: Espectro Laplaciano de K, B,,C,

G Espectro Laplaciano §(G) a(G) w(G)
K, {n(”*l),O(l)} n n
P, {2—2c05(%j>},j€{0,...,n—l} 2—2005(%) 2+2cos(%)

4, se n € par;

_ 2nj i _ _ 2r
Cn {2 2COS<">}’J€{0"”’n 1} | 2-2cos () 2+2cos (%), se n é impar.

O resultado a seguir pode ser visto como o ponto de partida dos estudos nesse trabalho, visto que
associa o maior valor possivel de a(G) ao nimero de vértices n.
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Proposicao 1 (FIEDLER, 1973) Para o grafo completo K, vale a(K,) = n. Se G, com n vértices, ndo é
o grafo completo, entdo a(G) <n—2.

A conectividade de vértices de um grafo G, denotada por k(G), € o menor nimero de vértices que,
ao serem retirados, tornam o grafo desconexo. J4 a conectividade de arestas, denotada por k'(G), é o
menor nimero de arestas que, ao serem retiradas, tornam o grafo desconexo.

Proposiciio 2 (FIEDLER, 1973) Se G ndo é o grafo completo, entdo a(G) < k(G) < k'(G) < 8(G)

E possivel ainda obter o comportamento do espectro laplaciano através das operacdes de unido e
complementar, descritos nas proposi¢des abaixo.

Proposicao 3 (MERRIS, 1998) Se o espectro laplaciano de um grafo G é {(G) = {1, lp, -+ , Un—1,0},
entdo o espectro laplaciano de G é {(G) = {n— ,_1,--- ,n— W,0}. Em particular, u;(G) = n—a(G).

Proposicao 4 (MERRIS, 1998) Sejam G e H grafos, o indice laplaciano da unido é obtido por

t (G+H) = max{ (G), i (H)} (2)

O teorema a seguir relaciona o indice laplaciano e o grau méximo de um grafo G.

Proposicao 5 (GRONE; MERRIS, 1994) Seja G um grafo conexo simples com pelo menos uma aresta
e grau mdximo A. Entdo 1, (G) > A+ 1, com igualdade se, e somente se, existe um vértice adjacente a
todos os outros vértices em G.

Caracterizacao

Inspirados na desigualdade a(G) < n—2, para G # K,,, posta na Proposicéo 1, o trabalho (DOS SAN-
TOS, 2022) caracteriza todos os grafos em que n — 3 < a(G) < n— 2. Esses resultados sdo explicitados
abaixo.

Proposicao 6 (DOS SANTOS, 2022) Seja G um grafo com n vértices. Temos que a(G) =n—2 se, e
somente se, §(G) =n—2, ou seja, G = akr + (n—2a)Ky,a=1,2,3,---,[5].

Corolério 1 (DOS SANTOS, 2022) Nao existe grafo G com n vérticesen—3 < a(G) <n—2.

Proposicao 7 (DOS SANTOS, 2022) Seja G um grafo com n vértices. Entdo a(G) = n— 3 se, e somente
se, G = aK; +bK> + cK3 +dP;, para a,b,c,d inteiros, em que c+d >0

Proposicao 8 (DOS SANTOS, 2022) Seja G um grafo com n vértices. Entdon—4 < a(G) <n—3 se, e
somente se,

A B
G=Y wj1Cojr1+ ) biP;, 3)
j=1 J=1

em que A > 2 ou B> 4. Além disso, em caso afirmativo, vale a (G) =n—2 — 2cos (%) para
M = max{2A+1,B}.

No presente trabalho, estendemos esses resultados caracterizando grafos tais que a(G) =n—4. Além
disso, construimos uma familia infinita de grafos que atingem a igualdade da Proposi¢do 2. Vale destacar
que as caracterizagOes foram obtidas com auxilio do software Graph Filter (JONES et al., 2022).

O lema enunciado a seguir garante que existe um ntimero restrito de grafos conexos que atendem
w(G)=4eA(G)=3.
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Lema 1 Seja G um grafo conexo com n vértices, 4 (G) <4 e A(G) =3. Entdon =4, u;(G) =4 e as
tinicas possibilidades para G sdo:

G=K4, G=83, G=K,+2K; ou G=K +5b, 4)
onde o grafo S3 é a estrela de 3 pontas dado por K| + K3.

Demonstracao: Se (;(G) =4, vale que U;(G) = A+ 1, entdo da Proposi¢do 5 concluimos que existe
ao menos um vértice adjacente a todos os outros vértices de G. Mas A(G) =3 = n— 1, donde o grafo
precisa ter 4 vértices, restringindo assim as possibilidades apenas para os grafos enunciados. Por outro
lado se 1 (G) < 4, entdo a(G) > n—4, donde temos §(G) > n— 4, pela Proposi¢io 2. Ou seja, A(G) < 3,
o que é contraditdrio.

Podemos observar que se G é um dos grafos do enunciado, entdo u(G) =4 e A(G) = 3.

[ |
A seguir provamos o resultado principal deste trabalho.
Teorema 1 Seja G um grafo com n vértices. Entdo a(G) = n— 4 se, e somente se,
n—4 n
G =aKy+bS3+cKy +2K | +dK  +Ps+ Y e;Pi+ Y fiC;, (5)
j=1 j=3

para a,b,c,d,e; e f; inteiros ndo negativos, em que a+b+c+d+ f; > 0 para algum j > 4 par.

Demonstracdo: Vamos supor o grafo G, com n vértices e a(G) = n — 4. Pela Proposi¢do 2 temos
0(G) > n—4. A partir da Proposi¢do 6 garantimos que 8(G) =n—4 ou §(G) =n—3.

CASO 1: 6(G)=n—3.

Temos que A(G) =2 e u1(G) = 4. Supondo que o grafo G seja conexo, a limitagio do grau maximo
garante que G = P, ou G = C,. Mas como i (G) = 4, temos que G = C,, para n > 4 par, segundo a
Tabela 1. Por outro lado, se G é desconexo, podemos escrevé-lo como G = ):f’zl H;, em que cada H; é
uma componente conexa que possui 7; vértices.

A partir da Proposi¢io 4 temos 11 (G) = max {y (H;),1 <i < p}, entdo para cada H; vale A (H;) <2
e U (H;) <4 sendo que ao menos uma componente deve atingir os valores maximos. Supondo uma com-
ponente conexa H, que atinge U (H,) = 4, obtemos A (H,) = 2, possibilidade ja analisada no paragrafo
acima, dai obtemos que H, = C,,, para n, > 4 par. Para as outras componentes temos 0 < A(H;) < 2,
entdo H; é isomorfo a um caminho ou ciclo, com n; > 1. Assim, concluimos que

n—4 n
G= Zeij+ijCj, (6)
Jj=1 J=3

sendo que existe j > 4 par tal que f; > 0.

CASO2: 6(G)=n—4.

Temos A(G) = 3 e u;(G) = 4. Vamos supor inicialmente que G seja conexo. Pelo Lema 1, G é
isomorfo a um dos seguintes grafos: Ky, S3,K, + 2K e K + Ps.

Por outro lado, supondo G desconexo, seguiremos raciocinio analogo ao CASO 1. Escrevendo G
como unidio de vérias componentes conexas, obtemos p componentes H;, de n; vértices, onde ;(G) =
max{;(H;),1 <i< p} e para cada H; vale que A(H;) <3 e u; (H;) < 4 sendo que a0 menos uma
componente deve atingir os valores maximos.

Considere que a componente H, satisfaz A(H,) = 3, tal que u; (H,) < 4. Entdo pelo Lema 1, obtemos
H, isomorfo ao K4, S3,K> + 2K; ou K| + P3, onde ainda vale y, (H,) = 4.

Para as outras componentes H;, a Tabela 1 garante:

4
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* se A(H;) = 3, retornamos ao caso maximo W (H;) = u;(H,) = 4.

Logo, combinando ambos os CASOS 1 e 2, temos:

n—4 n
G=aKy+bS3+cK + 2K +dKi + s+ Y e;Pi+ Y f,C; (7)
j=1 j=3

para a,b,c,d,e; e f; inteiros, em que a+ b +c+d > 0 (referente ao CASO 2) ou exista a0 menos
um f; > 0 tal que j > 4 par (referente ao CASO 1).

Para a reciproca, suponha G conforme na expressdo (7), com a+b+c+d+ f; > 0 para algum j > 4
par. Entdo G possui pelo uma das componentes Ky, S3, K> + 2K, K| + P;,Co; para k > 2. Enquanto que
a Tabela 1, garante ; (P;) <4, e

i (Ks) = w1 (S3) = i (K2 +2Ky) = i (K1 +P3) = oy (Cox) =4, parak > 2 (8)

Assim, pela Proposi¢do 4, temos que

11(G) = max {1 (Ka), i1 (S3) , ot (Ko +2K1) ot (Ki+P5) , 11 (Cj) o (P} =4 9)
Logo, da Proposigdo 3 segue que a(G) =n— 1 (G) =n—4.
[ ]

A Tabela 2 resume todos os grafos que satisfazem a condi¢do imposta para a(G), reescrevendo sob
o ponto de vista de caminhos e ciclos. As trés primeiras linhas sao resultados obtidos de (FIEDLER,
1973), as seguintes em (DOS SANTOS, 2022), enquanto que a dltima é contribuicio deste trabalho.

Tabela 2: Caracterizacdes para a(G) > n—4

a(G) Grafos
a(G)>n Nao existe grafo
a(G)=n G=nP
n—2<a(G)<n Nao existe grafo
a(G)=n-2 G=aP,+ (n—2a)P,
n—-3<a(G)<n-2 Nao existe grafo
a(G)=n-3 G = aPy +bP, +cCs +dP;
n—-3<a(G)<n—4 G=Y} 1aj1Cojp1 + X2 bjP;
a(G)=n—4 G = aKy+bS3+cP+2P +dPi+ s+ X e;Pi+ X3 fiC;
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Observe que, pela Tabela 2, todos os grafos em que n —3 < a(G) < n, podem ser vistos como
complementares de combinagdes lineares de caminhos e ciclos. Ja no caso n — 4, além desses, aparecem
também os grafos obtidos no Lema 1.

Continuando a andlise da Tabela 2 vale ressaltar ainda que todos os grafos que satisfazem n —3 <
a(G) < n com a(G) inteiro sdo cografos, o que nao vale para a(G) = n — 4, conforme evidenciado nos
exemplos abaixo. A Figura 1 representa o cografo G| = K4 + 53 + P, enquanto que a Figura 2 esboca
G, = Cs + K4 ndo-cografo, e ambos satisfazem a(G|) = a(G2) =n—4 =5, como no Teorema 1.

Figura 2: G, = Cs + Ky.

Conclusoes

Este trabalho foi motivado pela importancia da conectividade algébrica, ndo apenas para a Teoria
Espectral de Grafos, mas também por suas aplicacdes. Apresentamos a caracteriza¢do dos grafos que
atendem a maximizag@o do invariante, mais especificamente aqueles em que a(G) = n — 4, permitindo
observar o padrao da caracterizacdo dos grafos com conectividade algébrica alta, sendo o n—4 o primeiro
caso em que o grafo ndo é formado apenas por combinacio linear de ciclos e caminhos.
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Resumo: A construcéo de loops de cédigo, como apresentamos neste trabalho, foi introduzida por Griess (1986).
O desenvolvimento da teoria de loops de cédigo tem bastante aplicabilidade no estudo das dlgebras nao associ-
ativas. Griess (1986) demonstrou que um loop de cédigo é um loop de Moufang. Em (CHEIN; GOODAIRE,
1990) foi demonstrado que loops de cddigo tem um tnico comutador ndo trivial, um tnico associador nao trivial
e um unico quadrado ndo trivial. Neste trabalho, apresentamos como os loops de cddigo sao construidos. Para
isto, desenvolvemos uma introdugdo inicial sobre cédigos (lineares) pares, loops e loops de Moufang. Por fim,
mostramos como determinar quando um certo loop finito pode ser caracterizado como loop de cédigo.

Palavras-chave: Loops de Moufang. Cédigos lineares pares. Loops de Cédigo.

Introducao

Duas das quatros operacdes matematicas basicas com nimeros naturais nao sao associativas, o que
por si 86 ja justifica o estudo de estruturas ndo associativas. O surgimento de uma algebra nio associativa
ocorreu no fim do século XIX, entretanto somente a partir da década de 30 do século XX, o estudo de
dlgebras ndo associativas, tais como as édlgebras de Lie, as dlgebras de Jordan e as dlgebras alternativas,
ganhou forga e avangou em diversas direcdes.

A teoria de quasigrupos e loops também € jovem, tendo o seu inicio formal nos trabalhos pioneiros
da matemadtica alema Ruth Moufang, nos anos 30. Uma maneira intuitiva de “explicar” o que € um
loop € dizer que ele € um grupo ndo associativo. Vale ressaltar que alguns resultados de investigacdes
realizadas nas tltimas décadas t€m revelado que quasigrupos e loops possuem um importante papel em
diversas especialidades da matematica, a exemplo de andlise combinatdria, teoria de c6digos, geometria
(projetiva, diferencial, hiperbdlica, esférica, web), teoria de grupos (finita e de Lie) e teoria de nds. Esta
teoria se enquadra no campo de estudo das Algebras ndo Associativas, dentro da drea de Algebra.

A teoria de loops, em especial de loops de Moufang, ¢ muito ampla e tem diversas aplicacdes. Dentre
elas, uma das aplicacdes mais recentes € na Teoria de Loops de Cédigo.

Griess (1986) deu inicio ao estudo dos Loops de Cédigo para a construgdo de um grupo conhecido
na literatura como “monstro”. Ele também demonstrou que um loop de cédigo € um loop de Moufang.
Os matemadticos Chein e Goodaire (1990) demonstraram que os loops de cédigo tem uma propriedade
especial: possuem um tnico comutador no trivial, um dnico associador nfo trivial e um tnico quadrado
ndo trivial. Loops de Moufang, com uma ou mais destas propriedades de “unicidade”, t€m um papel
importante no estudo de loops que tem anéis de loop alternativos. Por exemplo, Chein e Goodaire
provaram que um loop de Moufang, nao-associativo com um tnico quadrado ndo trivial, deve ter um
anel de loop alternativo sobre qualquer anel de caracteristica dois.

Neste trabalho, apresentamos, primeiramente, alguns conceitos e resultados basicos da teoria de
loops de Moufang. Também mostramos como construir loops de cédigo e, provamos com detalhes
que estes sao loops de Moufang que satisfazem as propriedades de “unicidade” mencionadas acima.
A seguir, mostramos que loops de cddigo possuem um tnico elemento central ndo trivial, como con-
sequéncia de uma caracterizagdo dada em (CHEIN; GOODAIRE, 1990). Por fim, determinamos uma
outra caracterizagao relacionada com E-loops. De modo geral, mostramos como determinar quando um
certo loop finito pode ser caracterizado como loop de cédigo.
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Loops de Moufang

Nesta secdo, apresentamos algumas definicdes e resultados preliminares sobre loops. Para mais
detalhes e demonstragdes veja (GOODAIRE; JASPERS; POLCINO, 1996) e (PFLUGFELDER, 1990).

Um loop é um conjunto L, munido com uma operagao bindria (denotada por justaposi¢do ou por .)
tal que, dados quaisquer elementos x,y, z, a equagdo x.y = z determina o terceiro elemento de modo Unico
e tal que existe um elemento identidade bilateral (denotado por 1).

Um loop L € um loop com a propriedade inversa (denotado por loop P.I.) se cada x € L tem um
tinico inverso bilateral, que denotamos por x~!, e se, para todo x,y € L, o loop satisfaz x ' (xy) =y e
(yx)x~! =y, ou seja, as propriedades de inverso a esquerda e inverso a direita, respectivamente.

Teorema 1. Em qualquer loop L, para quaisquer elementos x,y,z de L, as seguintes identidades (cha-
madas identidades de Moufang) sdo equivalentes:

((y)x)z = x(y(xz)), (1)
(()2)y = x(y(2y)), 2)
(xy)(2x) = (x(yz))x. 3)

Se L é um loop satisfazendo qualquer uma dessas identidades, entdo L é um loop P.I. que também
satisfaz

(yx)x = yx*, x(xy) =x7y, (xy)x=x(yx).

Um loop L € chamado um loop de Moufang se ele satisfaz qualquer uma das trés identidades de
Moufang.

Veremos a seguir um modo equivalente de determinar se um conjunto nio vazio finito munido de
uma operacdo bindria é um loop. Para isto, precisamos definir a no¢do de quasigrupo. Seja G um
conjunto ndo-vazio munido de uma operacao bindria “.” (denotado por (G, .), ou simplesmente, por G, e
chamado de grupdide) e seja a qualquer elemento fixado em G. As aplicacdes de translagdo L, : G — G
e R, : G — G, sdo definidas respectivamente por L,(x) = a.x e R,(x) = x.a, Vx € G.

Um grupéide (G,.) é chamado um quasigrupo se as aplicagdes L, : G — G e R, : G — G sdo
bijecdes para todo a € G.

A defini¢ao de quasigrupo € equivalente a dizermos que dados quaisquer dois elementos de x,y,z em
G o terceiro pode ser unicamente selecionado em G de modo que x.y = z. Logo, temos que um loop (L, .)

€ um quasigrupo com elemento identidade (bilateral) 1.

Teorema 2. Seja (G,.) um grupdide finito. Sdo equivalentes:

(i) (G,.) é um quasigrupo.

(ii) L,: G— G eR,: G— G sdo injetoras para todo a € G.

(iii) L,: G — G e R, : G — G sdo sobrejetoras para todo a € G.
(iv) As leis de cancelamento a esquerda e a direita valem para (G, .).

(v) Cada elemento em G aparece somente uma vez em cada linha e em cada coluna da tabela de
multiplicagdo para (G, .).

Definicdo 1. Sejam x,y e z trés elementos de um loop L. O comutador de x e y € o tinico elemento [x, Y]
de L que satisfaz xy = (yx)[x,y] e o associador de x,y e z é o unico elemento (x,y,z) de L que satisfaz
(xy)z = (x(y2)) (x,,2).
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Seja L um loop. O nidcleo a esquerda, o nicleo a direita e o nicleo do meio de L sdo defini-
dos respectivamente por: 4] = {a € L|(a,x,y) = 1,Vx,y€ L}, A, ={a€L|(x,y,a)=1,Vx,yE€ L}, e
Nm={a€L|(x,a,y)=1,VYx,y € L}.

Ondcleode Lé A (L) = MN AN A eocentrode Lé Z (L) ={xec A (L)|[a,x] =1,YaeL}.

Proposicao 1. Todo niicleo de um loop é um subloop associativo e portanto um grupo. O centro de um
loop é um grupo abeliano.

As demonstragdes dos proximos resultados podem ser encontradas em (CHEIN; GOODAIRE, 1990).

Lema 1. Se L é um loop de Moufang, 7 € L é um elemento que comuta com todo elemento de L e
2 e N (L), entdo z € Z(L).

O préximo coroldrio serd aplicado para dar uma caracterizagao dos loops de cédigo (Ver Teorema 7).

Corolario 1. Se L é um loop de Moufang, 7 € L é um elemento que comuta com todo elemento de L e
22 =1, entdoz € Z(L).

Teorema 3. Se L é um loop de Moufang com um tinico quadrado ndo trivial, e, entdo ¢> =1 e L é um
grupo abeliano ou [L,L] = (L,L,L) = L*> = {1,e} C Z(L).

Teorema 4. Se L é um loop de Moufang com L* = {1,e}, entdo, para todo w,x,y,z € L,
vzl =[xy (xy,2)
(wx,y,2) = (wy,2)(x,y2).

Teorema 5. (Moufang) Se a,b,c sdo elementos de um loop de Moufang e ab.c = a.bc, o subloop gerado
por{a,b,c} é um grupo.

Do Teorema 5, se (x,y,z) # 1, entdo (x,y,z ) # 1 para qualquer permutacio x,y ,z de x,y,z. Por-
tanto se L tem um Unico quadrado ndo trivial e desta forma, um dnico associador nao trivial, entdao
(x/, y/,z/) = (x,y,z). Em outras palavras, o associador de trés elementos ¢ independente da ordem de seus
elementos. Assim, a propriedade (2) do Teorema 4 também € vilida para (x,wy,z) e (x,y, wz).

Proposicao 2. Seja F um loop de Moufang.
1. Se (x,y,2)*> = 1 e todos os comutadores e associadores de F sdo centrais, entdo
by, 2l = b 2y, 2l (3, 2)-
2. Se os comutadores e associadores de F sdo centrais, entdo
(wx,y,2) = (W,3,2)(x,7,2).
Usando a proposi¢do anterior se prova que (x,wy,z) = (x,w,z)(x,y,z) € (x,y,wz) = (x,y,w)(x,y,2).
De fato, observe que [xy, z] = [z,xy]. Dai, (x,y,z) = (z,x,y). Logo, (x,y,wz) = (wz,x,y) = (w,x,y)(z,x,y) =

(y,w,x)(y,2,x) = (x,y,w)(x,y,z). Analogamente temos 0 outro caso.
Como consequéncia dos resultados acima, provamos o préoximo resultado.

Proposicao 3. Se os quadrados e comutadores de um loop de Moufang F sdo centrais, entdo

(xy)* = X%y [x,y].
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Loops de Codigo: construcao e algumas propriedades

Nesta secdo apresentamos uma introducdo a Teoria de Loops de Cédigo. Para isto, consideremos
[ como um espago vetorial n-dimensional sobre o corpo de 2 elementos F, = {0,1}. Para vetores
u e vem I}, |v| (o peso de v) denota o nimero de coordenadas ndo-nulas de v e [uNv| (peso de u
interseccdo v) denota o nimero de posicdes nas quais as coordenadas de u e v sdo ambas nao-nulas, ou
seja, se u = (U, ...,up) € v = (vi,...,vy), com u;,v; € Fp paratodo i =1,...,n, entdo |v| = [{i|]vi=1}] e
|uﬂv\ = \{i\ui =V = 1}|

Definicdo 2. Um cddigo par é um subespago V C I} tal que |v| =0 (mod 4) e [unv| =0 (mod 2) para
quaisquer u,v €'V.

Como exemplo de cddigo par, podemos considerar o subespaco V C Fz com base B = {v,v2,v3}
onde
v =(1,1,1,1,0,0,0), v, =(1,1,0,0,1,1,0), v3 =(1,0,1,0,1,0,1).

Definicdo 3. Seja V um cddigo par. Uma fungdo ¢ : VxV— {1,—1} definida para todo u,v,w € V, da

forma:
ovy) = (=1)%; @)
onw) = (1) 9(wv); 5)
¢(07v) = ¢(V70>:1; (6)
P +wu) = v w+u)d(v,w)(w,u)(—1)". (7)

é chamada “factor set”.

9

Agora denotamos por L(V) o conjunto V U (—V). Vamos definir uma operacdo bindria “.” sobre
L(V), chamada de produto e denotada, quando conveniente, por justaposi¢do. Sejam v,w € V, definimos

v+w), onde ¢(v,w) € {l,—1},
—v).w=—(v.w), ®)
VW,

Com o produto definido acima, se prova que (L(V),.), ou simplesmente L(V), tem uma estrutura de
loop. Loops construidos desta forma, sio chamados de loops de codigo. Como a dimenséo do cédigo par
V ¢ finita, o loop de c4digo também é finito. Logo, definimos o posto de L(V') como sendo a dimensio
de V.

Como exemplo, considere V o c6digo par do exemplo anterior e L(V) = VU(—V), com a operagdo
de multiplica¢do definida como acima. Claramente temos que L(V) é um loop de cédigo de posto 3 com
16 elementos. Existem, a menos de isomorfismo, apenas 5 loops de cddigo de posto 3 (PIRES, 2011).

Pretendemos provar agora que L(V) é de fato um loop. Definimos que dois elementos x,y de L(V)
da forma x = au e y = bv, com a,b € {1,—1}, sdo iguais se « = b e u = v. Sempre que denotarmos um
elemento de L(V') da forma x = av significaque a € {1,—1} e v € V. Podemos representar o produto de
dois elementos quaisquer x = au e y = bv de L(V') da forma xy = (ab¢ (u,v))(u+v).

Seja L = L(V). Como L é um conjunto finito, podemos aplicar o Teorema 2 para provar que L é
loop. Para isto, basta provarmos que para todo a € L que as aplicacdes de translacdo L, : L —> L e
R, : L — L, definidas respectivamente por L,(x) = a.x ¢ R,(x) = x.a, para todo x € L sdo injetoras e que
L tem elemento identidade.

Com efeito, sejam x = au € L e as aplicagdes de translacdo L, : L — L e R, : L — L definidas
como antes. Sejam y = bv e z = cw elementos de L tais que L,(y) = Ly(z). Pela defini¢do de L, obtemos
xy = xz, ou seja, (au)(bv) = (au)(cw). Pela defini¢do do produto em L temos que (ab@ (u,v))(u+v) =

4
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(acy(u,w))(u+w). Desta igualdade , vemos que ab@ (u,v) = ac¢(u,w) e que u+v = u+w, o que nos
div=we ¢(u,v) = ¢(u,w), e, finalmente b = ¢. Logo, y = bv = cw = z, como queriamos. Portanto,
L, € injetora, para todo x € L. Analogamente, prova-se que R, € injetora, para todo x € L. Agora, 0 é o
elemento identidade de L, pois 0.v = ¢(0,v)(0+v)=1lv=ve0.(—v) = —-0v=—1lv=—w.

Consideramos através do lema abaixo algumas propriedades relativas ao cédigo par V. Estas propri-
edades sdo obtidas com base num resultado mais geral apresentado no artigo (GRIESS, 1986, Lema 5,
p. 225).

Lema 2. Sejam x,y,z quaisquer elementos de um cédigo par V. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:

xNyN(z+x)| = [xNyNz| (mod 2); )
1 1 1
Elyﬂ(x—i—z)] = §|yﬂx|+5\yﬂz!+\yﬂxﬁzl (mod 2); (10)
1 1 1
E\xﬂ(x—i-y—i-z)] = E\xﬂy\%—i\xﬂz!—k\xﬂyﬂd (mod 2). (11)

Além de mostrar a existéncia de loops de c6digo em seu trabalho, Griess (1986) também demonstrou
que um loop de cédigo é um loop de Moufang. Além disso, Chein e Goodaire (1990) demonstraram
que um loop de cédigo satisfaz uma propriedade bem especial relacionada aos quadrados, comutadores
e associadores de seus elementos. Em outras palavras, em um loop de cédigo existe um tnico quadrado
ndo trivial, um Unico comutador ¢ um unico associador nao trivial. Este resultado é apresentado no
teorema seguinte. No trabalho destes autores foi introduzida apenas uma ideia da demonstragao. Aqui,
apresentamos uma demonstracio incluindo todos os detalhes necessarios para o entendimento.

Teorema 6. O loop L(V) é loop de Moufang e valem as seguintes propriedades, para quaisquer u,v,w €

v:
2= (—D¥o, (12)

wyv] = w'lv” uv:(—l)”@”o, (13)

(w,vw) = ((w)w)((u(vw)™") = (=1)F™o. (14)

Demonstragdo. SejaL(V)={1,—1} xV, onde V é um c6digo par. Temos que provar que L(V) satisfaz
qualquer uma das identidades de Moufang. Vamos provar que vale a Identidade 3 do Teorema 1:

(ax)(by).(cz)(ax) = [(ax).(by)(cz)] (ax), V ax,by,cz € L(V) (15)
Pela defini¢do do produto de L(V), para verificar esta identidade de Moufang basta provarmos que

O (x,3)0(2,%)9(x+y,2+x) = 0 (»,2)9(x,y +2)d(x+y +2z,%), (16)

onde ¢ : VxV—{1,—1} é a fun¢io factor set (conforme Defini¢do 3).
De fato, por um lado

(ax)(by).(cz)(ax) = (abac (x,y)¢(2,X)¢ (x+y,2+x)) (y+2).

Por outro lado,

[(ax).(by)(cz)] (ax) = (abacg(y,2)¢ (x,y +2)@ (x+y +2,x)) (v +2).

Agora, para demonstrar a Equacio (16), primeiramente, observamos que pelas Equacdes (7) e (9),

O (6, )P (x+ 3,24+ %) = ¢ (3, 2+ )P (x,x +y +2) (= 1)L (17)
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A partir da Equagio (5), obtemos: ¢ (x,x+y+z) = ¢ (x +y+z,x)(— 1)+ Usando este resul-
tado juntamente com a Equacdo (11), podemos reescrever a Equacao (17) da forma:

7 (18)

Multiplicando cada termo da ultima equag@o por @ (z,x), obtemos o seguinte resultado:

x|

P (x,3)0(2,%)0 (x+y,2+x) = 9(y,2+x)9(2,%)(x+y +2,%)9(z,x)(—1) 2

Agora, observemos que a partir das Equagdes (5) e (7) obtemos:

|xnz|

T (19)

O(x,2)9(x,z+y) = ¢(x+z,y)¢(zay_)('—1)\mymz\;

Onx+2) = G(x+zy)(=1)7 2 Hhond,
Assim encontramos a seguinte equagao:

[l

¢(2,)0(»2)0(x,y +2)9(y,z+x)(—1) 2

Para concluirmos esta primeira parte da demonstracido do teorema, basta ver que a Equacdo (20) é
equivalente a equacgao seguinte:

|xnz|

=1L (20)

Oz +1)9(20)¢(x+y+2,0)8(zx)(=1) T 7T =¢(2)d(x,y+2)¢(x+y+z,x). 2D
Logo, a Equagdo (16) segue diretamente das Equacgdes (19) e (21) e, portanto, L(V) é um loop de
Moufang. Agora iremos provar as propriedades de “unicidade” relacionadass ao quadrado (comutador,
associador) enunciadas no Teorema.
Propriedade do quadrado: Como v* = ¢(v,v)(v+v), e por definigio ¢(v,v) = (_1)% entdo v
Iv|
(—=1)%0.

2:

Propriedade do comutador: Por definigao,

uy = (])(u,v)(u—i—v):(—l)@
|urv

—= (— 1 ) 2
[urv|

Desta forma, pela unicidade do comutador, obtemos que [u,v] = (—1) 2 0.

¢(vu)(v+u) =
Juv]

0.0 (vu) (v 1) = (—1)"270. (vt

Propriedade do associador: Por defini¢io, por um lado
(w)w = ¢ (1, ) (u+ v, w) (w4 v+w) = (=) ™o (0 W) (u, v+ w) (u+v+w).
Por outro lado,
(= D)Mo (u(vw)) = (= 1) 0. (¢ (v, )9 (u, v+ w) (u+v+w)),
ou seja,
(=D (u(vw)) = (=)™ (0, W)@ (1, v+ w) P (0, 1+ v+ w) (u+ v+ w).

Logo,
(=D (u(vw)) = (uv)w.

Desta forma, pela unicidade do associador, concluimos que (u,v,w) = (—1)#lo,
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Caracterizacoes de loops de codigo

Definicao 4. Um loop de Moufang L é chamado E-loop se existe um subloop central Z de 2 elementos
tal que L/Z € A, onde A é a variedade de grupos com identidade x* = 1.

Teorema 7. Seja L um loop de Moufang. O loop L é um E-loop se, e somente se, |L?| < 2.

Demonstragdo. Seja L um E-loop. Entio existe um subloop central Z = {1,x} tal que y> = 1, para todo
y € L/Z. Vamos mostrar que L> C Z. Se supormos que e € L? seja tal que e # 1 e e # x, entdo existird
u € L tal que u?> = e. Dai teremos > # 1, contradizendo a defini¢do de L. Logo u> = 1 ou u?> = x, ou
seja L? C Z. Portanto, |L?| < 2. Reciprocamente, suponhamos que |L*| < 2. Caso |L?| = 1, entdo L é
um loop de Moufang comutativo. De fato, para quaisquer x,y € L, [x,y] = x 2(xy~!)%y? = 1. Logo, pelo
Corolario 1, qualquer elemento de L estd no centro de L. Considere entdo um subloop central qualquer
de dois elementos, digamos Z = {1,x}, onde x € L é qualquer. Assim, L/Z € A, onde A é a variedade de
grupos tais que y> = 1, para todo y. Agora suponhamos que L> = {1,e} e que L? = Z. Pelo Teorema 3,
L? é um subloop central e assim, podemos ver com simples célculos que 3> = 1, para todoy € L/Z. [

Teorema 8. (CHEIN; GOODAIRE, 1990) Um loop finito L é isomorfo a um loop de cédigo se e somente
se L é um loop de Moufang com |L*| < 2.

Como consequéncia desta caracterizag¢do e do Teorema 3, observamos que se L é um loop de cédigo
ndo associativo entdo | Z(L)| = 2.

Finalizamos este trabalho dando uma outra caracterizacdo dos loops de cddigo. A demonstragdo
segue diretamente do Teorema 7 e do Teorema 8.

Teorema 9. Um loop de Moufang L é um loop de codigo se, e somente se, L é um E-loop finito.

Virios dos resultados deste trabalho sdo aplicados no estudo dos problemas de classificacdo e
representacdo de loops de cédigo. Para mais detalhes, veja os trabalhos de (PIRES, 2011) e (GRISH-
KOV; PIRES, 2018).

Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma introducao e construg¢ao de loops de c6digo. Provamos com deta-
lhes que loops de c6digo s@o loops de Moufang com um tnico comutador ndo trivial, um Gnico associador
ndo trivial e um Unico quadrado nio trivial. Por fim, exibimos uma caracterizacao destes loops dada em
(CHEIN; GOODAIRE, 1990) e, provamos uma outra caracterizagdo relacionada com os E-loops.
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Resumo: Uma rotulagdo de arestas de um grafo conexo G = (V,E), f: E — {1,2,...,|E|}, é dita antimégica
local se é uma bijec@o tal que para qualquer par de vértices adjacentes u e v, w(u) # w(v), onde w(u) =Y f(e) com
e variando sobre todas as arestas incidentes a . O niimero cromdtico antimagico local de G é o nimero minimo
de rotulacdes de vértices distintas, induzidas sobre todas as rotulacdes antimagicas locais de G. Neste trabalho,
determinamos o nimero cromatico antimagico local da classe dos grafos fireflies.

Palavras-chave: Grafo firefly. Rotulacido antimdgica local. Niimero cromdtico antimégico local.

Introducao

A Teoria de Grafos € usada em vdrios campos, como modelagem de redes, design de banco de dados,
agendamentos, problemas do caixeiro viajante, etc. (ELUMALALI, 2020). A rotulacdo de grafos é um
dos tépicos de pesquisa em teoria de grafos que associa um elemento do grafo, como vértices ou arestas,
a nimeros inteiros denominados rétulos.

Sejam G = (V,E) um grafo conexo simples e f : E — {1,2,...,|E|} uma bijegdo. Paracadav eV,
o peso de v € dado por w(v) = Y..c(y) f(e), onde E(v) denota o conjunto das arestas que incidem em v.
Se w(v) # w(u) para todo par de vértices distintos v,u € V, entdo f é denominada rotulagdo antimagica
de G. Se uma tal rotulacdo existir, G € dito antimagico. Hartsfield e Ringel introduziram o conceito de
rotulagdo antimagica de um grafo em Hartsfield e Ringel (1990) e conjecturaram que todo grafo conexo,
com excecao do grafo completo K3, é antimagico. Desde entdo, a conjectura tem recebido muita atencéo,
e foi provada para varias classes especiais de grafos. Entretanto, a conjectura ainda ndo foi resolvida,
mesmo para algumas classes de grafos particularmente simples, como drvores. Para obter mais detalhes
sobre classes conhecidas de grafos antimagicos, consulte Gallian (1997).

Em 2017, dois grupos de pesquisadores, independentemente, consideraram uma condi¢cao mais fraca
de rétulos que distinguem vizinhos, ao invés de rétulos que distinguem vértices. De acordo com Arumu-
gan et al. (2017) e Bensmail et al. (2017), se w(v) # w(u) para todo par de vértices adjacentes em G,
entdo f € uma rotulacdo antimégica local de G. Ambos os grupos conjecturaram que todo grafo conexo,
exceto Kj, é antimdgico local. Tal conjectura foi provada em (HASLEGRAVE, 2018) usando métodos
probabilisticos. Além disso, Arumugan et al. (2017) definiram o niimero cromdtico antimagico local
para um grafo. Tal invariante ja foi estudado em algumas classes de grafos, veja (NAZULA; SLAMIN;
DAFIK, 2018) e (SETHURAMAN; SHERMILY, 2021 ). Motivados por tal definicdo, neste trabalho,
apresentamos uma rotulacdo antiméagica local e o nimero cromatico antimagico local para a classe dos
grafos fireflies, que contém subclasses importantes de grafos tais como o grafo estrela, o grafo da ami-
zade e o grafo borboleta. O texto estd organizado com os resultados preliminares na préxima secio e os
resultados obtidos na se¢do seguinte.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Preliminares

Nesta secdo, sdo apresentados alguns conceitos e resultados basicos da Teoria de Grafos e algumas
defini¢des e teoremas relacionados ao nimero cromdtico antimédgico local que sdo necessdrios para com-
preensdo do texto. Para mais detalhes, consultar (MERRIS, 2001) e (HARTSFIELD; RINGEL, 2002).

Seja G = (V,E) um grafo simples, com conjunto de vértices V = {v,v,...,v, } e conjunto de arestas
E ={vivj;i # j,vi,v; € V}. Indicamos por |V| e |E|, respectivamente, a ordem e o tamanho de G. Dois
vértices distintos, v; e v; em V, sdo ditos vértices adjacentes se v;v; € E (e neste caso, diz-se que a aresta
viv;j incide em v;), a vizinhanga de v; € o conjunto Ng(vi) ={v i EViviv;€E } e o grau do vértice v; é
dado por d(v;) = |Ng(v;)|. Os vértices de grau 1 de G, quando existem, sdo ditos vértices pendentes e uma
aresta que incide em um vértice pendente é dita aresta pendente. Uma sequéncia finita (vy,vy,...,vx)
de vértices de G € dita uma cadeia de vi a v quando v;v;1; € E, onde 1 <i<k—1. A cadeia ¢ dita
fechada quando v| = vy, caso contrdrio, a cadeia é aberta; e a cadeia é dita simples quando v; # v, onde
2 <i,j < k. Um caminho é uma cadeia simples e aberta e um ciclo € uma cadeia simples e fechada.
Um subgrafo de G é um grafo H = (W,F) talque W CV e F C E. Um grafo é dito conexo quando seu
conjunto de vértices € unitdrio ou existe um caminho ligando cada par de vértices de G. Caso contrdrio,
o grafo é denominado desconexo. Um grafo conexo e sem ciclos é denominado drvore e as suas folhas
s30 os seus vértices pendentes.

Dados G = (V,E) e u € V, denotemos por E(u) ao conjunto formado pelas arestas de G que incidem
em u. Hartsfield e Ringel (2003) introduziram o conceito de rotulacdo antimagica de um grafo de acordo
com a defini¢do a seguir.

Definicdo 1. Sejam G = (V,E) um grafoe f: E — {1,2,...,|E|} uma bije¢do. Para cada vértice u € V,
o peso de u € dado por w(u) = Y .c(u) f(e). Quando w(u) # w(v) para quaisquer dois vértices distintos
u,v € V(G), diz-se que f é uma rotulacdo antimdgica de G. Um grafo é chamado antimdgico se tem
uma rotulacdo antimégica.

Os conceitos de rotulagdo antimagica local e nimero cromatico antimédgico local de um grafo foram
introduzidos por Arumugan et al. (2017), de acordo com as préximas defini¢des.

Defini¢do 2. Seja G = (V,E) um grafo de ordem 7 e tamanho m sem vértices isolados. Uma rotulagéo
antimdgica local de um grafo G é uma bijecdo f : E — {1,2,...,m} de modo que os pesos de quaisquer
dois vértices adjacentes u e v sdo distintos. Um grafo € chamado antimégico local se tem uma rotulagdo
antimdgica local.

Definicao 3. Seja G um grafo de ordem n. O niimero cromdtico antimdgico local de G, denotado
por X14(G), é o nimero minimo de rotulagdes de vértices distintas induzidas sobre todas as rotula¢des
antimagicas locais de G.

Para todo grafo G, o nimero cromdtico de G, x(G), se relaciona com o nimero cromatico antima-
gico local de G pela desigualdade y;,(G) > x(G) e a diferenca y;,(G) — x(G) pode ser arbitrariamente
grande, como mostra o teorema a seguir, devido a Arumugan et al. (2017).

Teorema 1. Seja T uma drvore de ordem n > 3. Se T possui { folhas, entdo Y;,(T) > {+ 1

Observacao 1. O Teorema 1 foi generalizado em (BACA et al., 2021), onde os autores mostraram que a
mesma desigualdade se verifica para grafos de ordem n > 3 com £ vértices pendentes.

Resultados obtidos

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos sobre nimero cromdtico antimagico local dos
grafos fireflies. De acordo com Aouchiche ez al. (2011) um grafo firefly, denotado por F,.;;, € um grafo

2
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de ordem n = 2r+ s+ 2t + 1, que consiste de r tridngulos, s arestas pendentes e t caminhos pendentes de
comprimento 2, todos compartilhando um vértice em comum. Denotemos por .%, o conjunto de todos
os grafos Fireflies com n vértices. Note que .%, contém a estrela, Fp 0, 0 grafo stretched stars, Fyz;, 0
grafo da amizade, F o, € o grafo borboleta, F ;. Além disso, para cada n > 2 temos

Fn ={F:00,F0,50,F0,04 31,8, > 1} U{F50,Fr04,Fosr5 1,88 > 1} U{Fs;;r5,t > 1}

Em (ARUMUGAN et al., 2017) é determinado o nimero cromdtico antimagico local de varias clas-
ses de grafos tais como caminhos, ciclos, certos grafos bipartidos completos e os grafos roda. Em
particular, os autores mostram que X4 (Fr.00) = 3, Xia(Fo50) =S+ 1€ Y1a(Fo,14) =1 +2. A seguir, de-
terminamos o nimero cromdatico antimagico local para os demais grafos em .%,,.

Teorema 2. Se s e t sdo inteiros positivos, entdo o niimero cromdtico antimdgico local do grafo Fy; é
Xia(Foss) =s+1t+1.

Demonstragdo. Sejam V(Fys;) = {c}U{vi|l <i<t}U{u|l <i<t}U{wil <i<s} o conjunto de
vértices e E(Fp ;) = {cvi|ll <i<t}U{ew;|l <i<s}U{vu;|l <i<t} oconjunto de arestas de Fy ;.
Defina a rotulagdo das arestas f : E(Fy.) — {1,2,...,|V|—1} por

fviu;)) = i, se 1<i<t;
flevi) = 2t+1—i, se 1<i<y
flew)) = 2t+i, se 1 <i<s.

Note que f € uma rotulacdo antimdagica local de Fy s, e a rotulag@o de seus vértices, induzida por f,
¢ dada por

wu;) = i se 1<i<t;

w(v) = 2t+1, se 1<i<rt;

ww;) = 2t+i, se 1<i<s;
(s+1)(s+3t+1)

w(e) = 3 :

Como w(w;) =2t + 1 obtemos Y;,(Fos,) < s+t + 1 e o resultado segue do Teorema 1.
O

Na Figura 1, mostramos a rotulacdo antimdgica local do grafo Fys44 € seu respectivo nimero
cromdtico antimdgico local.

w1 {%) w3 Wy

Figura 1: Grafo Fy 44 com X;,(Fo44) =9
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Teorema 3. Dado o inteiro t > 1, o niimero cromdtico antimdgico local do grafo Fy o, € dado por

t+1, sete{2,3};
t+2, set>4.

Xia(Fo0.) = {

Demonstragdo. SejamV (Fyo,) ={c}U{vi|l <i<t}U{u;|1 <i<t} oconjuntode vérticese E(Fyo;) =
{evill <i<t}U{viui|l <i <t} o conjunto de arestas de Fyp,. Defina a rotulacdo de arestas
frE(Fo:) — {1,2,...,2t} por

flevi) =i se 1<i<rt;
fviw)) = 2t+1—i se 1 <i<rt.

Note que f € uma rotulacio antimdgica local de Fpo, e a rotulagdo de seus vértices, induzida por f, é
dada por

w(v) = 2t+1, se 1<i<rt;

wu;) = 2t+1—1, se 1<i<ry,
tr+1

w(e) = L)

2
Observe que, parat € {2,3}, x1,(Fo0,) <t+ 1. Do Teorema 1, y;,(Foo,) =t+ 1 parar € {2,3}.
Para r > 4 obtemos x;,(Fo0;) <+ 2, pois w(c) > 2t + 1. Agora, como Fy o, possui 2t arestas e
t > 4, para qualquer outra rotula¢do antimégica local de Fp o, tem-se

D 2> flva) = wiw). 1< i< .

w(e) = ¥ f(vie) >
k=1

Como E(Fy ;) = {viui,vic; 1 <i<t}, dadesigualdade (1) concluimos que y;,(Fo o) >t +2, 0 que
conclui a demonstracdo do teorema.
O

Na Figura 2 exibimos a rotulacdo antimdgica local do grafo Fyos e seu respectivo nimero
cromdtico antimdgico local.

ui u us Uuq us

Figura 2: Grafo F s com Y;,(Fpo5) = 7.

Teorema 4. Se r e s sdo inteiros positivos, entdo o niimero cromdtico antimdgico local do grafo F, é
dado por

3, ses =1,

s+1, ses>2.

Xla(Fr,s,O) = {
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Demonstragdo. SejamV (Frs0) ={u; 11 <i<rjU{v;: 1 <i<r}U{w;:1<i<s}U{c} oconjunto de
vértices e E(F50) = {uvi: 1 <i<r}U{cu;: 1 <i<r}U{evi: 1 <i<r}U{ew;:1<i<s} oconjunto
de arestas de F;.;9. Como ¥ (Fy.s0) = 3, segue que X4(Frs50) > 3.

Considere a rotulagdo de arestas f : E(Fys0) — {1,2,...,3r+s} dada por

flwie) = 2r+1,

flwic) = 3r+i, onde 2<i<s;
fluvi) = |, onde 1<i<r,
flew;)) = 2r+1—i, onde 1<i<r;
flevi) = 3r4+2—i, onde 1<i<r,

Note que f € uma rotulagdo antimdgica local de F, ¢ e a rotulacio de seus vértices, induzida por f, €
dada por

c) = (2r—|—1)2+(s;1)(6r+s+2).

wwy) = 2r+1,
w(w;)) = 3r+i, onde 2<i<s;
W(l/t,') = 2r+ 1,
w(v) = 3r+2,
(

Logo, Xia(F.1,0) = 3. Para o caso em que s > 2, obtemos ),(F50) < s+ 1 e o resultado segue da
Observacao 1.
O

Na Figura 3, mostramos a rotulacdo antimdgica local do grafo F 4 ¢ € seu respectivo niimero croma-
tico antimagico local.

Figura 3: Grafo F> 40 com X,(F240) =5

Teorema 5. Se r e t sdo inteiros positivos, entdo o niimero cromdtico antimdgico local do grafo Fo; é
dado por

t+3, set <r;
r+2, set>r.

Xla(Fr,O,t> = {

Demonstragdo. Considere os conjuntos de vértices e arestas de F;.o, dados, respectivamente, por

V(Fo:) = {uit1<i<tjU{yi:1<i<t}U{w;:1<i<r}u{z:1<i<r}uU{c}
E(Foy) = {viui:1<i<t}U{wizi: 1 <i<r}U{evi: 1 <i<tjU{ew;:1<i<r}U{cz:1<i<r}.
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Seja g uma rotula¢@o antimagica local qualquer de F,p,. Como g € uma bije¢do e F,.o, tem 3r + 2t

arestas temos w(c) > Y2 k > 3r+2t. Assim, w(u;) < w(v;) < w(c) para todo i, 1 <i <1, e portanto
Xla (Fr,O,t) > r42. (2)
Definamos a rotulagdo de arestas f : E(F.o,) — {1,2,...,3r+2t} por
flevi) = 1, 1<i<t
flwizi) = 141, 1<i<n
flew)) = 2r4+t+1—i, 1<i<r
flezi) = 3r+t+1—i. 1<i<r
fluv)) = 3r+2t+1—i, 1<i<rt.

Note que f € uma rotulacdo antimégica local de F, e a rotulagdo de seus vértices, induzida por f,
é dada por

w(v)) = 3r+2t+1, 1<i<t
w(u;)) = 3r+2t+1—1i, 1<i<r,
wlw;)) = 2r+2t+1, 1<i<ry
w(zi)) = 3r+2t+1, 1<i<r
wie) = r(4r+2t4+1)+5(r+1).

Note que w(u;) < w(vi) = w(z;)) < w(c) e que w(u;) —w(w;) =r—iparatodoi, 1 <i<r. Assim,
quando r < t, obtemos w(u,) = w(w,) e, neste caso, Xi.(F.0;) <t+2. Logo, da equagdo (2), temos
Xia(Fros) =t +2 para r <t. Porém, se r > ¢, entdo w(w;) < w(u;) < w(v;) = w(z;) < w(c), donde
concluimos que x;,(F0,) <t+ 3. Por contradi¢do, prova-se a desigualdade contrdria e concluimos a
demonstragao. O

Na Figura 4, mostramos a rotulacdo antimdgica local do grafo F3 1 e seu respectivo nimero
cromadtico antimdgico local.

w Z
2 oz 2

Figura 4: Grafo F3,; com x;,(F30,1) =4

O teorema a seguir, cuja demonstracdo € semelhante aos resultados anteriores, completa a descri¢do
do nimero cromatico antimagico local dos grafos fireflies.

Teorema 6. Sejam r,s e t inteiros positivos. O niimero cromdtico antimdgico local do grafo F,; é dado
por

s+1t+42, se t<r;
s+t+1, set>r.

Xia (Fns,t) - {
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Conclusoes

Neste trabalho concluimos a pesquisa sobre o nimero cromatico antimdgico local dos grafos da
classe firefly, cujo inicio se deu em (ARUMUGAN et al., 2017). O ndmero cromdtico antimagico local
de todas as arvores nesta classe varia entre £+ 1 e £+ 2, sendo ¢ o nimero de suas folhas. Tais nimeros
correspondem aos obtidos em vdrios artigos sobre tal assunto e nossos resultados reforcam a observagao
de vérios autores de que o nimero cromdtico antimégico local de uma arvore deve ser um desses dois
valores.
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Resumo: Seja G um grafo conexo de ordem n, A(G) sua matriz de adjacéncia e D(G) sua matriz diagonal dos
graus. Em 2017, Nikiforov propds uma combinag@o linear convexa que generaliza as matrizes A(G) e D(G)
definida da seguinte maneira:

Ag(G)=aD(G)+(1—a)A(G),0< a < 1.

Neste artigo, exploramos o espectro da matriz A, em relagdo a operagdo blow-up de um grafo, exibimos seu
polindmio caracteristico e o seu espectro.

Palavras-chave: Matriz Ay. Ag-espectro. Operagdo blow-up.

Introducao

Seja G = (V(G),E(G)) um grafo simples de ordem n = [V(G)|. Quando {v;,v;} € E, v; e v; sdo
ditos adjacentes. O grafo complementar de G ¢ o grafo G = (V,E) em que V =V (G) e {v;,v;} €E se
e somente se {v;,v;} ¢ E. O conjunto de vizinhos de um vértice v € denotado por Ng(v). O grau de um
vértice v eV, é d(v) = |[Ng(v)|. Um subgrafo H de G é um grafo H = (W,F)emque W CV e F CE.
Um grafo G € denominado r-regular se cada um de seus vértices tem grau r. O grafo kG é um grafo
desconexo com k componentes isomorfas ao grafo G. Os grafos completo, caminho e ciclo de ordem
n sdo denotados por K, P, e C,, respectivamente. Um grafo G ¢ dito bipartido quando V = X UY tal
que X NY =0 e dois vértices adjacentes ndo pertencem a mesma particdo. Além disso, quando todos os
vértices de X sdo adjacentes a todos os vértices de Y, tal grafo € dito bipartido completo e é denotado por
K4 onde |[X|=pel|Y|=gq.

Denotemos por M, (R) o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n com coeficientes em
R. Denotamos por I, a matriz identidade de ordem »n e J, a matriz de ordem n cujos elementos sdo
todos iguais a 1. Dada uma matriz simétrica M(G) associada a um grafo G de ordem n, definimos
0 M-polindmio caracteristico de G como py(G,x) = det(xl, — M(G)), e suas raizes sdo denominadas
autovalores de M (G). Como usual, indexamos os autovalores de M(G) de forma decrescente, e os deno-
tamos por A, (M(G)) > 2,(M(G)) > --- > 2,(M(G)). O M-espectro é o multiconjunto dos autovalores
de M(G), denotado por Spec(M(G)) = {ﬁ,l(sl),lz(”) oo ,lk(s") }, onde s; = m(A;) é a multiplicidade do au-
tovalor A;(M(G)). Quando todos os autovalores de M sdo ndo negativos, M é dita positiva semidefinida.

A matriz de adjacéncia de G é denotada por A(G) = [a;;], onde a;; =1 se {v;,v;} € E e a;; =0,
caso contrdrio. A matriz diagonal dos graus, D(G) = [d;;], € definida por d;; = d(v;), e d;jj =0, Vi # j
e a matriz laplaciana sem sinal, denotada por Q(G), é definida como Q(G) = D(G) +A(G) e o menor
autovalor desta matriz é denotado por ¢, (G). Em 2017, Nikiforov (NIKIFOROV, 2017) definiu a matriz
Aq(G) como uma combinagdo linear convexa de A(G) e D(G) da seguinte forma

Aq(G) = aD(G)+ (1 — a)A(G), para o € [0, 1].
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E ficil ver que Ag(G) = A(G), A{(G) = D(G) e 24, )5(G) = Q(G). Os autovalores de Ay (G) sdo deno-
tados por A;(A¢(G)) onde 1 < i < n, em ordem ndo crescente, ou seja, A1 (Ag(G)) > -+ > A,(Ax(G)).
Alguns artigos explicitam os autovalores da matriz Ay de algumas classes de grafos, como podemos ver
em (NIKIFOROV, 2017), (BRONDANI; OLIVEIRA; FRANCA, 2019), (BRONDANI; FRANCA; OLI-
VEIRA, 2022), (LIN; XUE; SHU, 2018), (ROJO, 2017). Nikiforov e Rojo (2017) definiram ¢ como
o menor valor no intervalo [0,1] tal que 4,(A¢ (G)) > 0. Desta forma, A, € positiva semidefinida se
e somente se 0p < a < 1. Neste mesmo artigo, foi levantado o seguinte problema “dado um grafo G,
encontrar o(G)”. Este estudo foi feito em artigos como (NIKIFOROV; ROJO, 2017) e (BRONDANI;
FRANCA; OLIVEIRA, 2022).

Os autovalores do grafo blow-up, definido na ultima secdo do artigo, e de seu grafo complementar
para as matrizes de adjacéncia e laplaciana sem sinal ja foram determinados na literatura como pode
ser visto em (NIKIFOROV, 2006) e (LIMA; NIKIFOROV; OLIVEIRA, 2016). Os autores em (LIMA;
NIKIFOROV; OLIVEIRA, 2016) usaram a operacdo blow-up para avaliar o comportamento assintético
do valor médximo do autovalor ¢, (G) para grafos livres de subgrafos completos de ordem r+ 1.

Neste trabalho, explicitamos os autovalores e o polindmio caracteristico do grafo blow-up e de seu
grafo complementar em termos dos autovalores da matriz A, do grafo.

O texto estd organizado com os resultados preliminares na préxima secdo e os resultados obtidos na
secdo seguinte.

Preliminares

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados preliminares necessdrios que sdo utilizados ao longo
do texto, que podem ser vistos em (SILVESTER, 2000) e (NIKIFOROV, 2017). Conceitos gerais en-
volvendo as teorias de grafos e matrizes que sao utilizados neste trabalho podem ser encontrados em
(MERRIS, 2001), (BALAKRISHNAN; RANGANATHAN, 2012), (HARARY, 1969) e (HORN; JOHN-
SON, 1969).

A proposicao a seguir relaciona o k-ésimo autovalor de Ay (G) com o grau do k-€simo vértice de G.

Proposicio 1 (NIKIFOROV, 2017). Se G é um grafo de ordem n com graus d(vy) > --- > d(v,) e com
Aq(G) = Aq, entdo M(Aq) < d(vk). Em particular, A1 (Ag) < A(G) e 2,(Ag) < Q.

As Proposicdes 2 e 3 explicitam completamente o espectro do grafo completo e do grafo bipartido
completo.

Proposicao 2 (NIKIFOROV, 2017). Os autovalores de Ay (K,) sdo
MAg(Ky))=n—1e 4(Ax(Ky)) =0n—1, onde2 <k <n.

Proposicio 3 (NIKIFOROV, 2017). Seja p > g > 1. Se a € [0, 1], os autovalores de A (K, ) sdo

M(Aa(Kpg)) = ;[a(p+q)+\/az(p+q)2+4pq(1—20¢)};
MlalEpa)) = 5 |(@p )~ /a2t 0 apgl1 ~20)
M(Aa(Kpy)) = ap,ondel <k<g;

M(Aa(Kpq)) = agq, ondeq<k<p+gq.

A seguir, apresentamos o produto de Kronecker de matrizes e algumas de suas propriedades.
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Definicdo 1. Sejam A = [a;;] € M,,,,(R) e B € M, ,(R). O produto de Kronecker de A e B, denotado
por A® B, é um matriz em M, ,,(R) definida por

a“B algB ce alnB
aB a»nB ... a,B
A®B=| . .
aan
amB ay,, ... au,B

Por defini¢do, o produto de Kronecker é escrito como uma matriz em blocos, isto é, A ® B = [a; jB],
onde a;;B ¢ o (i, j)-ésimo bloco de A ® B. Vale ressaltar que, como no produto usual de matrizes, o
produto de Kronecker ndo é comutativo. A seguir citamos algumas propriedades que sdo vélidas para o
produto de Kronecker de matrizes.

Teorema 1 (BROXSON, 2006). Se A,B,C € M, (R), entdo
(i) (AA) @ B=A(A®B)=A® (AB);
(ii) (A®B)T =AT ®BT;
(iii) (A®B)®C=A® (B&C);
(iv) (A+B)®C=A®C+B®C;
(v) AQ(B+C)=A®B+ARC;
(vi) A0 =0®A =0;
(vii) I, @ Ly = Iy,

Para concluir esta secdo, exibimos a defini¢do da operacdo join e de sua generalizacdo, a operagao
H-join.

Defini¢ao 2. Sejam G e H grafos tais que V(G) NV (H) = 0. O join de G e H, denotado por GV H, é
o grafo com conjunto de vértices V(GV H) =V (G)UV(H), e conjunto de arestas E(GV H) = E(G)U
EH)U{{u,v}:uecV(G)eveV(H)}.

Definicdo 3. Dado um grafo H com V(H) = {1,2,..., p} e uma familia de grafos .# = {G1,G»,...,G,}
tal que |V(G;)| =nj, 1 < j < p. O H-join de G1,Go,...,Gp, é o grafo G =\/;{Gj;1 < j < p} tal que

WQ:Uvmﬁeﬂ®:<an0U U EGVGy)
j=1 j=1

{rs}eE(H)
Observacao 1. Note que quando H = K, o H-join é a operacdo join, descrita na Definicdo 2.

Exemplo 1. Na Figura 2, ilustramos o grafo H-join de .F = {C4,K,2K;}, com H = P;.

Figura 1: Grafo \/p,{C4,K>,2K; }.
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Resultados

Nesta secdo, apresentamos o grafo blow-up de um grafo G e obtemos resultados acerca de seu Ag-
espectro.

Defini¢ao 4. Dado um grafo G com V(G) = {vi,...,v,} e um vetor m = [my,...,m,] de inteiros po-
sitivos, denotamos por G om o grafo obtido de G trocando cada vértice v; € V(G) por um conjunto
independente de m; vértices v}, v?,... V" e {(vi,V7} € E(Gom) se e somente se {v;,v;} € E(G) . O
grafo G om é chamado de blow-up de G. Denotamos o grafo G om por G quando m; = mj, onde
1<i,j<n.

A Figura 2 mostra os blow-ups P;om, onde m = (3,4,2) e P3(2)-

S5 XX

2
P3om P3()

Figura 2: Grafos blow-up

Podemos observar que o blow-up de um grafo G de ordem n, Gom, onde m = [my,...,m,|, é um
caso particular do H-join quando tomamos H = G ¢ .% = {m|K},...,m,K;}. Em (CARDOSO et al.,
2022), os autores expressaram os autovalores da operacdo H-join da matriz A, utilizando a matriz cadeia
e autovalores principais do grafo. Neste trabalho, apresentamos o Ay-espectro do blow-up do tipo G
utilizando uma outra técnica de demonstracio através do produto de Kronecker, além de explicitar o
Ag-espectro do grafo complementar da operagdo blow-up, o que ainda ndo havia sido feito. A matriz de
adjacéncia de G é dada por

A(G) A(G) A(G)
A(6) - MGG A o a),
A(G) A(G) A(G)
e a matriz dos graus
tD(G) 0 0
(@)= 790 |omo
0 0 -+ tD(G)

Desta forma, encontramos a matriz A, de G(t), dada por
A (G@) = atl, @ D(G) + (1 — o)y ® A(G).

Agora, para o grafo complementar de G, temos

Ii—I—AG)  Ji—A(G) - Jy—A(G)
A(@): Tn=A(G) J”_I":_A(G) T =4(G) =) @dy— 1, @1, —J, 9 A(G),
h—AG)  J—A(G) Jn—A(G)
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que podemos reescrever como A(G")) = J, @ (J, —A(G)) — I, @ I,. A matriz dos graus de G é dada por

(tn—1)I, —tD(G) 0 0
D (@) - ? (in = 1)1": ~1D(G) ? —1,®((tn—1)l,—tD(G)).
6 O o (tn— 1)1,; —tD(G)

Assim,

Ag(G1)) =aD(GD) + (1 - a)A(GV) = L @ [at(nl, — D(G)) — I,] + (1 — a)J; @ (A(G)).
O préximo teorema descreve o espectro das matrizes A (G")) e Ay (G1)).

Teorema 2. Seja G um grafo de ordem n. Para cada i, 1 < i < n, as seguintes afirmagdes sdo vdlidas.

(i) Os autovalores de Ay (G")) sio tAi(Aq(G)) e ard(v;), onde aitd(v;) tem multiplicidade igual a pelo
menos t — 1.

(i) Os autovalores de Ag(G") sio tAi(Aq(G))+1—1e at(n—d(v;)) — 1, onde at(n—d(v;)) — 1 tem
multiplicidade igual a pelo menos t — 1.

Demonstragdo. Seja G um grafo de ordem n. Dado um inteiro ¢ > 2, temos
Ag (G(’)) = athb ®D(G)+(1— a)), @ A(G).
Como A (G) é uma matriz simétrica, existe uma base ortonormal {x;,x2,...,x,} formada por autoveto-

res de Ay (G). Paracada i, 1 <i<n, consideremos o vetor j; ®x;, onde j; é o vetor com ¢ entradas iguais
a 1. Desta forma,

Aa(G") (jex) = atji@D(Gi+(1- )i ©AG)]
= tj;@aD(G)xj+1j,® (1 —a)A(G)x;
= 1ji®Aa(G)x;
= tAi(Ax(G))(j: ®@xi).

(i.4)

Assim, para cada i, 1A;(Aq(G)) é um autovalor de Ay (G")). Agora, seja p, " um vetor de ordem 7 onde
a i-ésima entrada € igual a 1, a j-ésima entrada igual a -1, com i # j e todas as outras entradas iguais a 0,

e, seja {y1,...,y,} uma base ortonormal de autovetores associados a D(G). Desta forma,
Ac(G) (P @) = aip” @ DGyt (1-a)lip” @ A(G)y]
= arp™ @ 4(D(G))y;

= ard(v)(p{" @)

Portanto, para cada i, | <i < n, atd(v;) é autovalor de Ay (G")) com multiplicidade a0 menos 7 — 1, pois
podemos escolher p,(”J ) de t — 1 maneiras diferentes. Para obter o resultado para item (ii), basta aplicar a
mesma técnica de prova para G(). O
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3 ¢ 0 seu grafo complementar P3(3).

Exemplo 2. Na Figura 3 ilustramos o grafo blow-up P33

Figura 3: Grafos P3<3) e P3(3).

1 —
Como Spec(Aq(P3)) = {a, 3 <3a +v9a% — 160 + 8) } e Spec(Aq(P3) = {0,1,200 — 1}, do Teo-

rema 2 obtemos

Spec(Aa(P3(3))) - {(3a)[5],(6a)[2],§<3ai 9a2—16a+8>};

Spec(Aa<P3(3)>> - {2,5,(6a—1)[5J,(3a—1)[2]}.

Coroldrio 3. Se G é um grafo de ordem n e sequéncia de graus d(G) = (d(v1),...,d(v,)) entdo

n

Pau(GY.x) = pAa(G7X/f)H(x—tad(Vi))-

Em particular, A,(Ag(GY) = tA,(Aa(G)).

Demonstragcdo. Como consequéncia do Teorema 2 temos o espectro de Aa(G(’)) e consequentemente
o seu polindmio caracteristico. Pela Proposi¢io 1 temos que 4, (Aq(D2(G))) < ad(GY) = ard(G) =
atd(vy). Portanto, A,(Ag(G")) =14, (Ax(G)). O

Exemplo 3. Como consequéncia do Coroldrio 3, podemos explicitar o polindmio caracteristico de
Aq (K,(,t)) eAq (Kz(fzj) utilizando as Proposigdes 2 e 3, da seguinte maneira:

n—1 n
DA, (K,St) ,X) = <x —tn+ t> <x —arn+ t) (x —atn— Ott)

(1) 24! ety o, 2
paKfy0) = (x=aip) " (x—ouq) (P =anlp+aiv—S0t(p+a? +4pa(1—20)).

Do Corolério 3 obtemos a observacio a seguir.

Observacio 2. Ay(G"Y)) é positiva semidefinida se e somente se Ay (G) também for.

Para [ > 2, obtemos Gz(:zl a partir de GEI) aplicando a operagio G*) ao grafo G;t), ou seja 6521 =

(t)
(GE”) e consideramos th) = G1). Desta forma, a partir da Proposicdo 1 chegamos a Observacio 2.

Observacio 3. Se G é um grafo entdo 0(G) = 0p(G")) = Oco(Gg)) =...= Oco(Gl(t)),para [>1.
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Conclusoes

Neste trabalho, exibimos 0 Ag-espectro do blow-up de um grafo G em termos do Aq-espectro de G
e concluimos que o menor valor de o para o qual Ay(G) é semidefinida positiva ndo se altera quando
aplicamos a operagao blow-up.
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Resumo: A teoria quimica dos grafos é uma drea moderna e importante da matemadtica discreta e da quimica.
Grafos benzendides sio redes obtidas pela disposi¢do de hexdgonos regulares congruentes no plano, de modo que
dois hexdgonos sejam disjuntos ou possuam uma aresta comum. Neste trabalho investigamos uma classe de grafos
benzendides, exibimos o seu espectro e expressamos a quantidade de seus autovalores principais em termos de sua
estrutura.

Palavras-chave: Matriz de adjacéncia. Espectro. Espectro principal. Grafos benzendides.

Introducao

A quimica matemadtica € um ramo da quimica tedrica que discute a estrutura molecular por métodos
matematicos sem necessariamente se referir a mecanica quantica. A teoria quimica dos grafos é um
ramo da quimica matemadtica que combina matemadtica, quimica e teoria dos grafos. Sendo que a teoria
dos grafos € utilizada para modelar matematicamente moléculas, a fim de obter informagdes sobre as
propriedades fisicas desses compostos quimicos. Para mais detalhes, sugerimos (DAS; GUTMAN, 2004)
e (RANJINI; LOKESHA; CANGUL, 2011).

Um grafo molecular é um grafo em que os vértices correspondem aos d4tomos e as arestas as ligacdes
quimicas. Os indices topoldgicos e espectrais dos grafos sdo definidos e usados em muitas areas para
estudar propriedades de diferentes objetos, como dtomos e moléculas. Tais indices sdo definidos como in-
variantes de grafos que correspondem e refletem diversas propriedades fisicas, quimicas, farmacoldgicas,
farmacgéuticas e bioldgicas das espécies quimicas subjacentes, veja (GUTMAN, 2017).

A contagem de cadeias em grafos moleculares tem uma longa tradicdo na quimica teérica. O fato de
que o nimero de cadeias fechadas € igual ao k-ésimo momento espectral do respectivo grafo molecular é
importante na teoria orbital molecular de Hiickel (GUTMAN; FURTULA, 2017). Contagens de cadeias
fechadas iniciando em um determinado dtomo s@o descritas em vdrios textos quimicos; elas sdo idénticas
as conectividades obtidas pelo Algoritmo de Morgan (MORGAN, 1965) e usadas para discriminar e
enumerar os dtomos em uma molécula orgéanica. Além disso, t€m um papel significativo em algoritmos
para a percepcdo de simetrias topoldgicas (GUTMAN, 2017), que podem estar relacionadas a certos
indices topoldgicos ou espectrais.

Neste trabalho, motivados pela aplicabilidade da contagem de cadeias em grafos moleculares, utili-
zamos técnicas espectrais para determinar o espectro e a quantidade de autovalores que sdo necessarios
para a contagem do nimero de cadeias em determinados hidrocarbonetos benzendides. Tais autovalores
foram denominados autovalores principais em (CVETKOVIC, 1978). Além disso, neste mesmo artigo
o autor prova que um grafo possui exatamente 1 autovalor principal se e somente se o grafo é regular e
propde a investigacdo dos grafos com exatamente s > 2 autovalores principais.
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O trabalho esta estruturado da seguinte forma: na proxima sec¢do apresentamos algumas defini¢des e
resultados necessdrios para a compreensdo do texto. Nas demais secdes apresentamos as contribuicdes
deste trabalho que envolvem a determinagio do espectro de uma classe de grafos benzendides e a solugdo
do problema proposto por Cvetkovié¢ (1978) para esta mesma classe de grafos. Por fim, apresentamos
uma breve conclusdo do trabalho.

Preliminares

Nesta secao, além de fixarmos algumas notagdes, sdo revistos alguns resultados e conceitos bdsicos
sobre teoria de grafos e teoria de matrizes que sdo utilizados ao longo do texto. Para mais detalhes
sugerimos (DIESTEL, 2000) e (HORN; JOHNSON, 2013).

O espaco vetorial formado pelas matrizes de ordem m X n e com coeficientes reais ¢ denotado por
M, % (R) ou, simplesmente, M, (R) quando m = n. Dado uma matriz A denotamos a matriz transposta
de A por AT, sua matriz inversa, quando esta existir, por A~!, e por A[{i},{;}] a submatriz obtida de
A excluindo-se a linha i e a coluna j. Além disso, a matriz identidade e a matriz nula em M, (R) sdo
denotadas por I, e 0,, respectivamente.

Seja G = (V,E) um grafo simples com V = {v;,va,...,v,}. A cardinalidade de V é denominada
ordem de G, a cardinalidade de E é o tamanho de G e dois vértices u,v € V sdo adjacentes quando
{u,v} € E. Uma cadeia de comprimento k em G é uma sequéncia de vértices, digamos (vo,v1,...,Vk),
emque {v;,vi;1} € E,onde 0 <i<k—1. A cadeia é dita fechada quando vy = v. A matriz de adjacéncia
de G, A(G) = [a;j] € M,(R), tem as entradas dadas por

1, se{viv;} €E;
a,-j:

0, caso contrario.

O polinémio caracteristico de G é definido por ¢(G,x) = det(x] — A) e suas raizes sdo denominadas
autovalores de G. O multiconjunto constituido pelos autovalores de G é denominado espectro de G e é
denotado por ¢(G).

A seguir listamos alguns resultados importantes para as préximas secdes que envolvem o célculo de
determinante para matrizes em blocos e a determinacdo de autovalores de certas matrizes tridiagonais.
Finalizamos esta se¢fio descrevendo a classe dos grafos benzendides e definindo uma subclasse desta,
que € o objeto de estudo desta pesquisa.

Proposicao 1 (HORN; JOHNSON, 2013). Se A e D sdo matrizes quadradas, entdo
det [A B} _ { det(A)det(D —CA™'B), quando A~! existe;
¢ D det(D)det(A — BD~'C), quando D" existe.
Proposicao 2 (NATH; PAUL, 2014). Se A e B sdo matrizes quadradas e P = E ﬂ entdo o (P) =
6(A+B)Uc(A—B).

A Proposi¢do 3, devido a Losonczi (1992), exibe o espectro de um tipo especial de matriz tridiagonal.

[(b—a0 ¢ 0 --- 0
a b ¢ . 0
Proposicao 3. Considere a matriz tridiagonal de ordem n, T,, = -
0 a b c
| 0 0 a b-p

(i) Se a =P =+/ac #0, entdo o(T,) = {b+2\/%cos <%> ;1 Sjgn}.

2
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a jm .
2¢y [ — 1< < .
(ii) Se a =B =0, entdo o(T,) = {b+ c\/:00s<n+]>, _J_n}

De acordo com Gutman (2017), grafos benzendides sio redes obtidas pelo arranjo de hexdgonos
regulares congruentes no plano de modo que dois hexdgonos sdo disjuntos ou possuem uma aresta em
comum.

Considere a subclasse de grafos benzendides, .# = {F,|(h = nimero de hexdgonos) A (h > 1)},
construida da seguinte forma:

Figura 1: Faixas benzendides.

Os elementos de .% sdo denominados faixas de benzendides. Além disso, dado i > 0, o grafo F, € .7 é
bipartido, tem ordem n = 4h + 2 e tamanho m = 5h+ 1.

O espectro dos grafos da classe .7

Nesta se¢io apresentamos o espectro dos grafos benzendides pertencentes a classe .%. Dado & > 0,
existe uma rotulacio conveniente dos vértices de Fj, € .# de modo que a sua matriz de adjacéncia seja
dada por

One1 Choryxn It Oprryxan
CZX(;,H) O O (1) O

v Opaenyxn Onv1 Clgnyxan
O (h+1) Or C/? X (h+1) On

A(Fy) = )

1, seie{j,j+1}
, caso contrario.

A Figura 2 exibe o grafo F; rotulado de modo que a sua matriz de adjacéncia seja da forma dada
em (1).

onde C = [C,‘j] S M(h+l)xh(R) ¢ definida por Cij =

V12 Vi3 Vi4

Vs Ve V7

Figura 2: Grafo F3 com a rotulagdo adotada.

Lema 4. Seja C a submatriz de A(F,), definida em (1). Se Ej.1 =CCT € Ml 1(R) e Z, =CTC € M, (R),
entdo

6(Ept1) = {2+2C05<h+1) 1<]<h+1} eo(Zy) = {2+2cos (h+2);1 gjgh}.

Demonstragdo. De fato, basta notar que as matrizes Ej 1 e Z, tém a forma da matriz dada na Proposig¢ao 3,
coma=c=1eb=2.ParaE,  tem-sex = =1eparaZ,, a = =0. O
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Teorema 5. Para cada inteiro positivo h, o espectro do grafo F, € % é dado por

1 J 1 J i
Fp)=<-1,1.-( 1+ - —| -1+ - 1< 7L< .
o (Fp) { ) ,2< \/9+8005<h+1>>,2< \/9+8005<h+1>>, _]_l’l}

Demonstragdo. Inicialmente, note que a matriz A(F},), dada em (1), tem a forma

M N Op+ 1 C(h+1)><h] [ It 0(h+1)><h:|
A(F,) = ,onde M = eN= .
(£ [N M] [Ci{x(thl) On Ons (nt1) O

Da Proposicéo 2, o espectro de A(Fj,) é a unido dos espectros das matrizes

cr cr

R — [ Iny C(h+1)><h] e Ry = [ —Iny C(h+1)><h:|
hx (h+1) hx (h+1) O

Sejam Ej,, 1 = CCT e Z, = CTC. Do Lema 4, det(Z;,) # 0 e da Proposigio 1, det(R1) = (—1)"det(Z),
det(R,) = —det(Zy,). Portanto, x = 0 ndo é autovalor para R; e nem para R,. Aplicando a Proposi¢@o 1
e visto que o determinante de uma matriz simétrica corresponde ao produto de seus autovalores, para
x # 0, obtemos:

(x = Dlps1 _C(h+l)><h:|
Ri,x) = det
PR1x) |:_CZx(h+l) Xl

1
= Xh det [(x— ])Ih-H — ;Eh+1:|

1
= ;det [X()C— ])Ih-H _Eh-H]

= JII6 —x—w), 2)

J=1

onde, do Lema 4, u; = 2+ 2cos <%> 1 <j<h+1, é um autovalor de E;; ;. Como x # 0, da

equacdo (2), obtemos
1 jm
Ri)=<1,=[1+ — ) ;1< j<hy.

Analogamente, mostra-se que
Jr .
—14+4/9+8 — ) ;1< j<h
( \/—i— cos<h+]>> <j< }

G(Rz) = {—1,

e o resultado segue da Proposicao 2. U

[\

| —

A cardinalidade do espectro principal dos grafos da classe .7

Denotemos por 1, o vetor cujas n coordenadas sdo iguais a 1 e seja {X1,X2, ..., Xp } uma base ortonor-
mal de autovetores da matriz de adjacéncia, A, de um grafo G. O Teorema da Decomposi¢io Espectral
estabelece que A =Y, Aixix;’, onde A; é um autovalor de A correspondente ao autovetor x;. Como a
(i, j)-ésima entrada da matriz A* corresponde ao nimero de cadeias de comprimento k que iniciam no
vértice v; e terminam no vértice v;, concluimos que

n
1A, =Y 2f(x"1,)" (%" 1,)
i=1

4
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equivale ao nimero de cadeias de comprimento £ em G. Os distintos autovalores que contribuem para a
contagem do ntiimero de cadeias de comprimento £ em um grafo sdo aqueles cujo autoespaco associado
ndo é ortogonal ao vetor 1,,.

Seja G = (V,E) um grafo. Uma parti¢do equilibrada @ = {V,,Va,...,Vx} de G é uma partigdo de
V com a seguinte propriedade: dadas duas c€lulas, V; e V; de 7, existe uma constante g;;, tal que cada
vértice v € V; tem exatamente g;; vizinhos em V;. A matriz Q = [¢;;] € M(R) é denominada matriz
quociente de G com respeito a particao 7.

Dado h > 1, considere a rotulagdo do grafo Fj, dada na Figura 3.

V3 V7 Vi1 Vap—1

Vi Vs Vo Vi3 V4p-3

Vah+1

Vah+2

V2 V6 V10 Vi4  Vap-2
V4 V8 V12 Vap

Figura 3: Rotulacdo de Fj,

Sejam F, = (V,E) € %,V = {vy,va,...,vap+2} € considere os subconjuntos de V, definidos por
Ui ={vai—1,v2i} e Wj={vap_2j_1,van—2j},onde 1 <i<h+1e0< j<h—2. Definimos a particdo
(Fy) ={V1,Va,...,Vi+1}, de acordo com a rotula¢do dada na Figura 3, em que

Ui U{Vans1,vans2t, sei=1;

Vo— U, UW, sei—=2;
) UiUWig, se3<i<h;
Uni1, sei=h+1.

Para posterior referéncia, enunciamos o lema a seguir que decorre diretamente da definicdo e cuja
justificativa é imediata.

Lema 6. Para h > 2, a particdo n(Fy) é uma parti¢do equilibrada de Fy,

1 1 0
A matriz quociente de w(Fy), Oy € My, (R), é definida por O, = |1 0 1| e para h > 3 é dada,
0 2 1
recursivamente, por:
1 100
1010 On1[{hY,{h}] P
00 20

onde @y, 1[{h},{h}] € M},_{(R) é obtida de Q)| excluindo-se a linha / e a coluna h; S = [; ] 1a}

_ 1+(71)/171. _ . R 17 se (l,]):(h—l,l),
coma= 2 s P= [pzj] € M(h—l)xZ(R) tal que Pij = { 0, caso contrario.
Seja C uma matriz quadrada de ordem n. Denotamos por W(C) = [1 c1 c’1 ... C”_ll]

a matriz cadeia de C. Em particular, se C = A(G) é a matriz de adjacéncia de um grafo G, entdo
W(G) =W(A(G)) = [wi;] é denominada matriz cadeia de G, onde w;; é o niimero de cadeias em G de
comprimento j que comec¢am no vértice v;.

Lema 7 (HAGOS, 2002). O posto da matriz cadeia de um grafo G é igual ao niimero dos seus autova-
lores principais.

Lema 8 (HUANG et al., 2015). Sejam ©n(G) e Q uma parti¢do equilibrada de um grafo G e a matriz
quociente de G com respeito a ©(G), respectivamente. Entdo o niimero de autovalores principais de G é
igual ao posto de W (Q).
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Parah > 2, sejaW, =W (Q,) = [1 ol Q%1

0;"1] € M1 (R) a matriz cadeia da matriz

quociente Qy, associada a parti¢do equilibrada 7(F},). Por exemplo,

1 2 4 i
1 3 7 )

2 4 9
2 5 11
3 7 18
2 6 14

Para i > 4, o termo geral da matriz cadeia W), = [w;;] sdo dados por:

L,

Wi(i—1) +W2(j71)7
Wi =
J W(i—1)(j—1) +W(i+1)(j71)7
2W(h1)(j—1) T We1)(j—1)>

2W (Rt 1)(j-1)s

W(i—1)(j-1) T Wi(j—1) T W(it1)(j-1)>

se j=1;

se(i=1)AN2<j<h+1);

se (i é impar) A (2< j<h+1);

se (iépar) N(2< j<h+1);

se (i=h+1)A(iéimpar) AN (2<j<h+1);
se (i=h+1)A(iépar)N(2<j<h+1).

Os dois lemas a seguir podem ser demonstrados através de indugdo sobre / e por esta razao omitire-
mos suas demonstragdes.

Lema 9. Para h > 3, considere a matriz cadeia Wy, = [wj;|. Dado o inteiro j tal que 1 < j < h—1, temos:
Wij = W(iy2)j, onde j <i<h—1.
Lema 10. Para h > 3, considere a matriz cadeia Wy, = [wj;|. Temos:

(@) wienj=wi-n;=1 2<j<h

(i) w " %, se h é par,;
D) (k1) — Wh=1D)(h+1) =
(h+1)(h+1) (h=1)(h+1) %’ se h é impar:

Por meio de teste computacionais, programado na linguagem python, examinamos o determinante
e o posto da matriz cadeia a partir da quantidade de hexdgonos dos grafos em .%#. O grafo F; possui
exatamente um autovalor principal, pois é um grafo regular. Como det(W,) = —1, o grafo F, possui
trés autovalores principais, que sdo os autovalores da matriz Q,. Para h > 3, considere a matriz cadeia
W), = W(Qp). Substituindo a linha 4+ 1 de W), pela subtra¢do da mesma pela linha 4 — 1 e aplicando o
Lema 9 e o Lema 10, obtemos

(744) det(Wy,—1) — det(Wy,—1 [{h},{h}]),

det(Wp) =4 2
et(Wy) { (h_f)det(thl)—det(thl[{h}’{h}])’

Aplicando indugao sobre £, verifica-se que

se h é par;

se h é impar.

—1, se8g—6<h<8q—4,
det(W,) = 1, se8q—2<h<8q
0, seh=4q+1,
onde g € N. Note que para h = 4qg + 2,
det(Wag2) = (24+3)det(Waga1) — det(Wag. [{4q + 2}, {4g+2}]).

Como det(Way2) # 0 e det(Way41) = 0, obtemos que det(Wy,1[{4q +2},{4q +2}]) # 0 e portanto,
A =0 ¢é um autovalor simples da matriz Wy, 1, para todo ¢ > 1. Os fatos citados anteriormente justificam
0 proximo teorema.

Teorema 11. O niimero de autovalores principais de F, € .7 € igual h, quando h = 1(mod 4) e é igual
a h+ 1 nos demais casos.
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Conclusoes

Neste artigo estudamos propriedades espectrais da classe de grafos benzendides .% . Para cada h > 2,
determinamos expressdes explicitas para os autovalores de Fj, no Teorema 5. Por fim, no Teorema 11,
mostramos que a quantidade de autovalores principais de tais grafos é igual a & quando h = 1(mod 4)
e é igual a 4+ 1 nos outros casos. Este resultado resolve a questdo, proposta por Cvetkovié, sobre a
classificacio dos grafos com exatamente s > 2 autovalores principais para os grafos na classe .%.
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Resumo: Neste trabalho estudaremos um problema envolvendo vigas termoeldsticas do tipo III onde
a viga esta engastada nas extremidades e de material completamente termoelastico. O objetivo deste
trabalho é apresentar a boa colocacao e analiticidade para este problema.
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1 Introducao

Um problema ¢ dito do tipo III quando o fluxo de calor ocorre através de pulsos de calor em
sOlidos rigidos ou materiais eldsticos como um especie de ondas térmicas em velocidade finita
de propagacao, por exemplo, é como os efeitos térmicos em uma viga em balanco. Note que
experimentalmente em baixas temperaturas, o calor se propaga como ondas térmicas. Esse
fenémeno é conhecido second sound, sendo semelhante a propagacao de ondas no ar. A condicao
do Tipo III é portanto a resposta deste material a este fendmeno térmico é baseado em fungoes
constitutivas como visto anteriormente. Este tipo de condigdo foi apresentada em 1991 quando
Green & Naghdi [3, 4] apresentaram as trés teorias termoeldsticas que a denominaram do tipo
I, II e III. Neste trabalho mostraremos a boa colocagao do problema e a analiticidade para um
problema associando ao sistema de equacoes:

pUt + QUgrry + MO =0 para z € (0,£), t >0, (1)
Oyt — Kby — K00zt — MUz =0 para z € (0,4), t >0, (2)

com as condigOes iniciais da forma

u(0,2) = ugp(x), ut(0,2) =ui(x), em (0,£), (3)
0(0,x2) = 6p(x),0:(0,2) = 61(x) em (0,¢), (4)

e munida as condigdes de contorno:
u(t,0) = u(t,l) = uy(t,0) = uy(t,€) = 0,(t,0) = 0,(¢t,¢) =0 em (0,+00). (5)

As hipéteses que foram assumidas foram p, «, ¢, kK, m e kg sdo contantes positivas.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. Na secdo 2 apresentamos o espaco fase
que é o maior espaco de Hilbert onde o funcional de energia faz sentido e definiremos operador
linear e dissipativo A e o seu dominio que permitem reescrever o problema acima em um problema
de Cauchy. Além disso, provaremos que operador A é dissipativo através da seguinte adaptacao
da proposigao 4.6 de [7]. Na se¢do 3 estudaremos a existéncia e unicidade de solugdo para o
sistema (1)-(5), e para tal é suficiente demonstrar que 0 € p(A) uma vez que H é um espago
de Hilbert e o operador A é linear, dissipativo e com dominio denso. Finalmente, na seg¢do
4 provaremos uma propriedade muito importante: a analiticidade do semigrupo associando ao
sistema (1)-(5). Para tal utilizaremos o seguinte resultado
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Teorema 1. Seja p(A) o conjunto resolvente do operador A. Suponhamos que iR C p(A).
Entao, um Cy-semigrupo de contragoes T(t) em um espago de Hilbert H com a norma ||-||3 €
analitico se, e somente se,

limsupH)\(i)\I—A)_ng(H) < 0.

[A]=+o0
Demonstracao. Veja [5], p.5. O

Os dois resultado mais importante deste trabalho pode ser resumido na forma dos Teorema
3 e 4. Vale ressaltar que este problema ji foi estudado antes em [6], mas a regularidade e
abordagem feita aqui é diferente e por Avalos & Rivera [2] com outra configuracao.

2 Espaco Fase e Operador A

A energia associada ao modelo (1)-(5) é dada por
_ 1t 2 2 2 2
E(t) = 5/, plug|” + alugy |+ ¢|0|* + K|0]7 ) de.

De onde temos J ;
SB() = 7/ 0| Out|? . (6)
t 0

Denotando por u; = v, 6; =0, e U = (u,v,0,0)T. Definimos o espaco de fase H da seguinte
forma,

H = H3(0,£) x L*(0,£) x HL(0,£) x L2(0,4),

onde
l
LE(O»E) = {g € L2(O’£); / g(S) ds = 0}, H:‘L(O’f) = Hm(O,E)ﬂLf(O,E), m=1,2.
0
Note que H é um espago de Hilbert equipado com o produto interno
e J— PR — —_
(U, U )y = / (pvv* + Qg Uk, + cOO* + n910;> dx,
0

onde U = (u,v,0,0)T e U* = (u*,v*,0*,0%)T. O operador A, para p=c=1 é dado pela seguinte
expressao

v
—QUgpgr — MOy
C]

KOz + K0O gz + Mgy

AU =

D

Portanto, o sistema (1)-(5) pode ser reescrito como
Up— AU =0, U(0) = Up. (7)

com dominio D(A) ={U € H; AU € H} é dado por

v € HE(0,0),| ue H30,/)
D(A): UeH —ozum—mG)EHQ(O,K), ) (8)

©c HL(0,0)

K6+ KO +muv € H2(0,4).

2
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Uma das principais dificuldades deste problema é que o dominio ndo pode ser representado na
forma de um espaco de Sobolev, mas na forma de um espaco vetorial dependendo dos operadores
diferenciais da equagdo. Além disso, podemos verificar que o operador A definido acima é
dissipativo pois depois de um calculo rapido obtemos

l
RdAauyf:—/fm@ﬂ%mgo. 9)
0

Para mostrar a boa colocacao do problema utilizaremos, além do dominio do operador, o sistema
resolvente associado ao modelo
(iIN[—A)U = F. (10)

Em termos de suas componentes, o sistema resolvente pode ser escrito como

IAu—v = f1, (11)

IAV + QUggzy + MO gy = fo, (12)

i\ —© = f3, (13)

IAO — KOy — K0Ory — MUy = f4, (14)

verificando a condi¢do de contorno
u(0) = u(l) = uy(0) = uy(¢) = 0,(0) = 0,(¢) = 0. (15)

Tomando o produto interno da equagao resolvente (10) com U e depois tomando a parte real
obtemos

l
/ k004> dz =Re (U, F)y (16)
0

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
¢ 2
| 10a2de < ClU ) Pl

onde C' é uma constante positiva.

Uma das dificuldades para mostrar a existéncia é mostrar a densidade do dominio do operador
A. Para este fim, usaremos uma adaptagao da Proposicao 4.6 de Pazy [7] que fornece condigoes
suficientes para D(A) = H.

Teorema 2. Seja A um operador dissipativo verificando R(A) =H. Se o espago H é reflexivo

entio D(A) =H.

3 Existéncia e Unicidade de solucgoes

Finalmente, estamos em condi¢des de provar o resultado principal desta secdo que pode ser
resumido na forma do Teorema a seguir.

Teorema 3. O operador A € o gerador infinitesimal de um semigrupo-Co de contragoes (S(t))e>0
sobre o espago H. Além disso, para todo dado inicial Uy € D(A) existe uma tinica solugdo do
problema (7) verificando

U € C([0,+o00[,H)NC°([0,400[, D(A)).
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Demonstra¢do. Como o operador A é dissipativo. E suficiente mostrar que o dominio D(A) ¢
denso em H e que 0 € o(.A). Para este propésito, provaremos que para todo F = (f1, fa, f3, f1)* €
H existe um tnico U = (u,v,6,0)T € D(A) tal que AU = F, ou equivalentemente em termos de
suas componentes,

—U = fl, (17)

OUgpry +MO gy = f27 (18)

-0 =, (19)

— K0z — K0Opz — MLy = fa4. (20)

De fato, substituindo a equagao (19) em (18), e depois as equagdes (17) e (19) em (20) obtemos

QUggpgy = —MN :§,+f2, (21)
—Klpy = _KOf?/),+mf{,+f4- (22)

Note que o sistema anterior é desacoplado. Entao, usando as condi¢ées de contorno obtemos

QUgzze = —Mf§ + fo € H_l(O,E), (23)
u(0) =u(l) = uz(0) = u, (¢) =0, (24)
— Kl = —kKofy +mfl + f1 € H1(0,0), (25)
0,(0) = 0,(£) = 0. (26)

Usando o Lema de Lax-Milgran, ndo é dificil de verificar que o sistema (25)-(26) possui uma
tinica solucdo § € H1(0,/) verificando

Kl =mf] — ko fy + f1 € L*(0,0). (27)

A seguir resolvemos (21)-(24). Para isto introduzimos a seguinte forma sesquilinear

4
a(u,v):/o AUy Vg AT

Note que a(-,-) é simétrica, continua e coerciva sobre o espago HZ(0,¢) x H3(0,¢). Entdo, a
forma linear

l
T(v) = /0 (mfls + fov)da,

verifica T € H~2. Portanto, pelo Lema de Lax-Milgran, existe uma tinica solugio u € H3(0,/)
tal que

¢ ¢
/ QU Uy dx = / (mfvg + fov)dz, Vv e HE(0,0). (28)
0 0
Para cada v € C§°(0,/) temos que u verifica (21) no sentido das distribuigoes e
QUggae +mfs = fo € L*(0,0). (29)

Usando (27)-(29) concluimos que U = (u,v,6,0)T € D(A). Logo, R(A) =H; e como H é reflexivo
e A é dissipativo, entdo D(A) é denso, por causa do Teorema 2. Portanto, A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo-Cjy de contracées. O
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4 Analiticidade do Semigrupo

Nosso ponto de partida é provar a estabilidade forte que resumimos na forma da proxima
Proposi¢ao e é similar a prova do Lema 3.2 de Avalos & Rivera [2], por essa razao nos restringimos
a dar um esquema da prova.

Proposicao 1 (Estabilidade Forte). O operador A verifica iR C p(A).
Demonstragdo. Denotemos por
N ={seR":]|—is, is[C o(A)}.

Como 0 € o(A), N # @. Agora, denotando o = sup N temos as seguintes possibilidades: o =
400 ou 0 < o < 0. E suficiente demonstrar que 0 < o < oo ndo pode acontecer. A demonstragao é
feita por contradi¢ao aonde se constrdi uma sequencia U,, € D(A) tal que ||U, ||y =1e U, —0. O

Antes de provarmos a analiticidade do semigrupo associado ao sistema (1)-(5) vamos precisar
de alguns resultados técnicos. Além disso, assuma que U = (u,v,0,0)T € D(A) solucio da
equacio resolvente iA\U — AU = F, onde F = (f1, f2, f3, f1)T € H.

Lema 1. Sob as condicoes anteriores,
¢
[ loelde < GV +CIU g I1F g (30)

onde C' € uma constante positiva.

Demonstra¢do. Como v € HZ(0,¢), segue pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja teo-
rema 1.4.5 de [5] ) e usando a equagao (11). O

Proposicao 2 (1* Estimativa). Suponha as condi¢oes anteriores, entdo para todo € > 0,

9
| P0Pde < ClUI I Pl +CIFIG ()
¢ 2 2 2 2
AOPdr < 2P U+ CelFI- (32
0

onde C' e C, sdo constantes positivas.

Demonstragao. Usando (13) na equacao (16) segue a primeira desigualdade. Agora, multi-
plicando a equacdo (14) por iA©® e tomando a parte real e usando a equagdes (13), (16) e
desigualdade de Young obtemos a segunda desigualdade segue para A\ grande. O

Para encontrar as limitages que implica na analiticidade do semigrupo, introduzimos o funcional

1 2 2
T(@) =5 (lv@)P +alus(@)?).
Sob estas notagoes temos

Lema 2. Sob as condi¢des anteriores, entdo para todo € > 0,

Lao+ta- /0 Z (7(@) + g ) do

l
ST(0)+3 < ClUlylFlly+e [ T(@de,  (33)

onde C¢ é uma constante positiva.
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L
Demonstragao. O resultado é obtido multiplicando (12) por qu; onde ¢(x) =z — 5 e integrando

por partes. ]

A proposigao a seguir a qual omitiremos a prova pois é similar a prova do Lema 3.5 de Avalos
& Rivera [2].

Lema 3. Suponha as condi¢des anteriores, entdo para todo € >0,

Ugry O) Ugzz (0 1/2 1/2 1
ure@) = O] < @) re O U I Fe (30
szm(g) Ua:xz(g) 1/2 1/2 1
wea® =0 < e = o iE s L iEe 9

onde C' € uma contante positiva e o suficientemente grande.
O seguinte Lema ocupa um papel importante na demonstragao do nosso resultado.

Lema 4. Sob as mesmas condi¢ées anteriores temos que a solucdo do sistema resolvente verifica
¢ 2 2
/0 |tgae|”dz < CIN|U]|5; + CIU] | Flln,

onde C' € uma constante positiva.

Demonstragao. Multiplicando a equacao (12) por g, e integrando por partes e na sequencia
usando (11) obtemos

l 0 l o 0
/Oa|uxxx|2dl':/o |'Uz|2dx_/0 (U:rf{‘i’fQumc)dx‘{'[auazxx%]g_/o MO o Uy d.

Agora, tomando o valor absoluto e depois usando a Proposicao 2, a equagao (16) e os Lemas 2
e 3 obtemos o resultado para A suficientemente grande. O

Proposicao 3 (2% Estimativa). Suponha as condigoes anteriores, entdo para todo € > 0,
¢ 2 2 2 2
| Phsa P < 26 B U+ Cel P

onde C¢ € uma constante positiva.

Demonstragao. Substituindo a equagado (11) na equagdo (14), e depois multiplicando a equagao
por tAug, e depois tomando a parte real. O resultado segue usando a desigualdade de Young e
a equagao (16) obtemos

¢ .
/(“Gm‘{'“@m)i)\umdlj §C6|)‘|||U||HHF||H+€|/\|||umx”%2-
0

Agora, usando a Proposicao 2 e o Lema 4 e depois a Proposicdo 2 segue o resultado. ]

Proposicao 4 (3% Estimativa). Sob as mesmas condigoes anteriores temos que a solug¢ao do
sistema resolvente verifica para todo € > 0,

1
| olde < 262U + o F
0

onde C. é uma contante positiva.
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Demonstragdo. Multiplicando a equacdo (12) por iAv e integrando sobre o intervalo (0,¢) e
depois usando as Proposicoes 3, 2 e 3 segue o resultado. ]

Finalmente, estamos em condi¢ées de mostrar a analiticidade do semigrupo-Cy de contragoes.
Teorema 4. O semigrupo associado ao sistema (1)-(5) € analitico.

Demonstracao. Note que da Proposicao 1, iR C p(A). Agora pelas Proposi¢ao 2, Proposicao 3
e Proposi¢ao 4 obtemos

4
NI = [ (M0 + @l Mt 4+ NS + KIA0I)d < 2e AR U+ Cel P

assim temos que |A[?|U||%, < C¢||F||3,. De onde segue o resultado. O

5 Conclusoes

Neste trabalho mostramos a boa colocacdo dos modelos de vigas termoelasticas do tipo III
global. Para tal demonstracao, utilizamos a teoria classica de Semigrupos e Analise Funcional
que pode ser encontrada em [1, 7]. Além disso, mostramos que a dissipag¢ao produzida é suficiente
para que o modelo seja analitico. Esta propriedade é muito importante porque em particular
implica nas seguintes propriedades: estabilidade exponencial do modelo, o semigrupo possui a
propriedade de crescimento definido pelo espectro, a solucdo possui efeito regularizante sobre os
dados iniciais e a solugcdo admite uma expansdo em series de potencias convergentes no tempo.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos o comportamento assintético e parte do efeito regularizante de
uma viga totalmente de material viscoeldstico de comprimento ¢. Este estudo foi motivado pela
grande importancia que os materiais viscoelasticos exercem na engenharia, na fisica e em muitas
outras dreas como podemos ver , por exemplo, em [3, 4]. Mais precisamente, consideraremos uma
viga feita de material viscoelastico estruturada no intervalo [0,¢] com especificamente com duas
configuracbes para as extremidades. A primeira configuragdo envolve uma viga engastada em
suas extremidades, e a segunda configuracao envolve uma viga apoiada em suas extremidades.
Em qualquer um dos casos consideraremos a deformagao da viga em um ponto x no tempo t é u,
onde v =wu(z,t) com x €]0,¢[. O que direciona a investigacdo da viga unidimensional considerada
através de um modelo envolvendo um problema com valor de contorno e valor inicial. Os modelos
que consideraremos para a viga viscoeldstica sdo dados abaixo:

P UL+ QUgzgr — AUtz = 0, para (l"t) G]O,E[X]O, +OO[ (1)
com condigbes iniciais

u(z,0) = up(x) em |0, £]; (2)
ug(x,0) =ui(x) em ]0,£[; (3)

e associado com uma das condigoes de fronteira do tipo

w(0,t) = u(l,t) = uy(0,t) = uy (¢,t) =0, em |0, +o00[ (4)
w(0,t) = u(l,t) = ugy (0,t) = Uy (€,8) =0, em |0, +00] (5)

onde p, a, ap sdo constantes positivas.

O comportamento assintético é a parte mais relevante deste trabalho o qual consiste no
decaimento exponencial para os problemas envolvendo a viga viscoeldstica para um problema
determinado por (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (4) ou (5). Este resultado
foi obtido usando o Teorema de Pruss que pode ser encontrado em Zheng & Liu [5].

Em relacao ao efeito regularizante o resultado obtido foi que para um problema envolvendo
uma viga viscoeldstica para um problema determinado por (1)-(3) e associado com condigbes de
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fronteira do tipo (5) temos a perda de analiticidade. Este resultado foi obtido usando o teorema
4 que pode ser encontrado em [5].

Agora, observe que em ambos modelos obteremos a existéncia e unicidade de solugoes para
estes problemas com técnicas de Semigrupos e Espacos de Sobolev que podem ser encontrados
em [1, 2, 6].

Este trabalho esta organizado como segue. Na secdo 1 apresentaremos o espaco fase e o
dominio do operador. Na secdo 2 apresentaremos a boa colocacdo para ambos os problemas
usando a teoria bem conhecida. Na secao 3 apresentamos a estabilidade exponencial. Final-
mente, na se¢do 4 apresentamos a perda de analiticidade para o problema determinado por
(1)-(3) e associado com condigbes de fronteira do tipo (5).

1 Espaco fase e operador A

Nesta secao obteremos um resultado de existéncia e unicidade de solugdes do problema
determinado por (1)-(3) e associado com condicoes de fronteira do tipo (4) ou (5). Note que a
energia associada ao modelo (1)-(3) é dada por

1 r¢
E(t) = 2/0 (pluel? + 0fuigs?) do.

Um célculo rapido mostra que

dE(t)——/éoz |2 e
dt — 0 0| UWxt .

Assim, para definir o espaco fase considere os seguintes espacos de Hilbert

H%(0,0) := {w € H?(0,0) : Zw’(ac)d:): —0}.

0
Denotando por u; = v. Definimos o espaco de fase:

1. Problema (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (4):

Hy = Vi x L*(0,2).

2. Problema (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (5):

Ho = Vo x L*(0, ).

Note que H; e Ha sdo espagos de Hilbert equipado com o produto interno da forma
e — —
(U, Uy = / (pvv* + augput,) de,
0

onde U = (u,v)T e U* = (u*,v*)T. Para j =1,2, o operador A;, para p =1 é dado pela seguinte
expressao

0 I

ara j =1,2.
_aaaz:cxz aOaa:z-> P J

A:Aj:<
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Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

U,— AU =0, (6)
U(0) = Up.

com dominio é dado por
D(A;) = H*(0,6)NV; x V; para j = 1,2

Por simplicidade de notagao, escreveremos A e H ao invés de A; e H; para j = 1,2. Tomemos
F = (f1, f2)! € H. Agora, observando que a equacdo do resolvente (il —A) "' F = U é equivalente
ai\U—AU =F, XeR, temos que em termos das componentes pode ser escrito como

iu—v=fi (7)

iApU + QUggrs — OVzz = fo2, (8)

satisfazendo (4) e (3). Agora, tomando o produto interno da equacao do resolvente iA\U — AU =
F, A€ R com U, e depois tomando a parte real e usando (11) temos que

14
| colenf?da = Re(F.U),. )
0

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

L
| toel?de < U Pl (10)

onde C' > 0 é uma constante. Assim temos estimada a norma de v,.

2 Boa Colocacao

A seguir vamos provar a boa colocagdo do problemas determinado por (1) e (3) e associado
com condigoes de fronteira do tipo (4) ou (5).

Lema 1. Para os casos 1 e 2,
1. A € dissipativo em H;
2. 0€o(A). Além disso, A gera um semigrupo Cy de contra¢oes sobre H.

Demonstracdo. Para o caso 1 e 2, observe que
¢
Re (AU,U),, = —/ aolvs[2dz < 0. (11)
0

e assim temos que A é um operador dissipativo. Agora, provaremos que 0 € o(.A). Provaremos
que para todo F = (f1, f2)T € H existe uma tinica solugdo U € D(A) tal que

AU = F.
Em termos das componentes temos que
—v=f1 € H*(0,/) (12)
MUgzzz — OUzz = pfa € L*(0,0). (13)
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Da primeira equagio temos v = —f; € H?(0,¢). Portanto de (13) segue que

QUrrrr +a0f1,mc = Pf2 € LQ(OaE)

Usando o Lema de Lax Milgran para a forma bilinear

74
a(u,w) :/0 OUgg Wag AT,

encontramos que existe uma tunica funcdo u € Hg (0,¢) verificando as equagoes acima. Note
que pela regularidade eliptica temos que u € H*(0,¢). Portanto existe U = (u,—f1)1 € D(A)
verificando a equagao resolvente. Como A é fechado, dissipativo e 0 € g(\A), temos que para
algum € > 0, Im (eI —A) =H. Usando o Teorema 4.6 Capitulo 1 pag. 16 of [6] concluimos que
D(A) é denso sobre H. Entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.
Portanto, segue o resultado. O

Finalmente,

Teorema 1. Para qualquer Uy € H a solugao U satisfaz U € C([0,T];H). Além disso, para cada
Upe D(A),
U e CY([0,T];#) N C([0,T]; D(A)).

3 Estabilidade Exponencial

A nossa principal ferramenta seréd a caracterizagdo de Pruss que pode ser encontrado em [5],
que estabelecemos a seguir

Teorema 2. Seja S(t) = et um semigrupo Cy de contracées sobre um espaco de Hilbert H.
Entao S(t) € exponencialmente estdvel, se e somente se,

o(A)D{if;peR} e

(iBI — A) |y < oo

lim ||
|B]—o0
Lema 2. O dominio D(A) tem imersio compacta no espago de fase H.

O Lema 2 implica que o espectro de A é formado exclusivamente por autovalores. Isto porque
resolvente é um operador compacto.

Lema 3. Com as notagdes anteriores temos que iR C o(A).

Demonstragao. Pelo Lema 2 bastard mostrar que nao existem autovalores imaginarios. De fato,
suponhamos que exista um autovalor imaginério, isto é, existe iA € o(A), com A € R tal que

AU =i\U com U # 0.
Tomando produto interno na equagao anterior com U concluimos que
Re (AU,U), =0.
Usando (9) temos

l
/ aglvg|2dz = 0.
0

Logo v =0 o que implica que u = 0 sobre o intervalo |0,¢[, ou seja, U = (u,v) = (0,0) em ]0,¢[ o
que implica que o autovetor é identicamente nulo o que é uma contradicdo. Portanto nao pode
existir autovalores imaginarios. De onde segue o resultado. O
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Agora, considere

1
I(w) = 5 (plv]* + alus[*) (@) e R= Ul Fllac+ 1Pl

Finalmente,
Teorema 3. O semigrupo definido pela equacdo (1)-(3) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Usando a desigualdade (10) e a desigualdade de Poincaré obtemos

/ ¥
/0 o] d < /0 [va|2dzs < O 3]|F - (14)

Pelo Teorema das derivadas intermediarias temos

c 1/2 1/2 1/2
luzallze < plolle +cllo+ Al [cliueal 5+l 5] +
c 1/2 1/2 1/2
il L el 2l + el frae 12

Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young temos
luzallre < €lluae|lrz +ellv] L2 +Cem1/2-

E assim temos que
0 l
/ gy Pde < cc Rte / Z(z) dx. (15)
0 0

Usando a desigualdade acima junto com (14) segue nossa conclusao. O

4 Perda de Analiticidade

A seguir vamos mostrar a perda de analiticidade de uma viga viscoelastico para o problema
(1) e (3) com condigao de fronteira (5) usando um resultado que enunciaremos abaixo e pode
ser encontrado em [5]

Teorema 4. Seja o(A) o conjunto resolvente do operador linear A. Entdo, um semigrupo de
contragoes S(t) = et em um espaco de Hilbert H é analitico se e somente se iR C o(A) e

limsup [|A(iA, I —A) |y < 0.
[A| =400

O que permite demonstrar o seguinte resultado:

Aot

Teorema 5. O semigrupo e definido sobre o espaco de Hilbert Ho € ndo analitico.

Demonstracao. E suficiente mostrar que existe uma sequencia {\,} de ntmeros reais e uma
sequencia limitada U, em Ho tal que \,, — 400 e

limsup || Ay (iAp ] — A2) |34, = +00

n——4o00

Com efeito, para cada n € N tome
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Seja Uy, = (un,vn)T € D(Az) a solugdo tinica da equacdo resolvente i\, — AU, = F,, com )\, € R,
ou equivalentemente,

iMpu—v =0, em (0,0) x RT (16)

TIAnPU — QUgpze + QUL = SEN (T) ,em (0,0) x RT. (17)

Pelas condigoes de contorno (5) as solugoes do sistema sdo da forma

u, = A, sen (T) .

Por (16),
v, = 1A\, A sen <m;B) .

Por (17),

4 2
nm\® nwe nrm nrr\ nwT
<a (€ ) /\n> A, sen (6 ) + apt (Z ) A, sen (g ) sen (ﬁ ) .

Tome \, =/« (%)2 de modo que obtemos
oL
ag \nw

l
[0 2 [t =

Entao

e

De modo que

||>‘nUnH3-I.2 = ’)‘n|2||UnH3-[2 2

5 ()
a2 \ ¢

Fazendo n — +o0 o resultado segue. O

5 Conclusoes

Neste trabalho mostramos existéncia e unicidade de solucbes para dois modelos de vigas
viscoelasticas bem como a estabilidade exponencial para ambos problemas. Note que mostramos
a perda de analiticidade apenas para o problema determinado por (1)-(3) e associado com
condigoes de fronteira do tipo (5). Acreditamos que o primeiro problema néao seja analitico, mas
ainda é uma questao em aberto.
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Resumo: A Engenharia evoluiu com a Computacdo e agora, algoritmos de aprendizado de maquina (ML) como
as Redes Neurais Artificiais (RNAs) também vém sendo utilizados. As RNAs vém ajudando na resolugdo de
problemas com grande massa de dados e de média a alta complexidade. Os engenheiros projetam edificios e
estes estdo ficando cada vez mais complexos no design e em exigéncias estruturais. Dimensionar e orgar as
opgdes de projetos que, mesmo usando métodos computacionais convencionais, podem ser tarefas complexas
envolvendo muitos recalculos e analises, logo, a Engenheira ¢ uma das areas ideais na aplicagdo de RNAs.
Depois da geragdo das opgdes dos edificios focando "resisténcia x suficiéncia", selecionam-se os melhores
projetos para o cliente focando na "qualidade x menor custo". Muitas revisdes jogam o engenheiro contra os
prazos de aprovacdo, contratacdo e a constru¢ao da obra. Este trabalho visa gerar um prototipo de software para
engenharia com o combinado RNA + AHP e confirmar seu potencial. O protétipo dimensiona as armaduras das
lajes de projetos via RNAs e os orca via AHP. Os resultados foram bastante promissores e atenderam aos
objetivos, mostrando que RNAs e AHP podem ser mais uma relevante combinag@o na area de projetos de obra.

Palavras-chave: RNA. AHP. Projeto de Edificio. Concreto Armado. Perceptron Multicamada.

1. Introducao

A Engenbharia utiliza a Computacdo em projetos ha décadas e, como ¢ sempre necessario criar n
propostas de projeto (Fig.2), dimensiona-las demanda numerosos recalculos e analises, tornando-se
tarefa complexa e repetitiva (Botelho, 2013). Edificios tém muitos elementos a serem dimensionados e
orcados como as lajes (Fig.1), que t€ém armaduras principais positivas e negativas e suas secundarias
nos pavimentos tipo, sem falar nas vigas e pilares (Uberaba, 2009). Surge entdo, a proposta de um
software para dimensionar / or¢amento através de RNA e AHP. A arquitetura de RNA adotada foi a
perceptron multicamada (PMC). Com a topologia ¢ quantidade certa de neurénios, uma
parametrizagdo ¢ func¢des apropriadas (Grafs. 3 e 4), e valores corretos dos aceleradores de
aprendizado a RNA gera uma fungdo-solugdo através da sua estrutura (Kovacs, 1996). Varios pré-
treinamentos sdo feitos para se chegar a melhor topologia e parametros, (Silva, 2010) e este trabalho,
além de produzir o software, também testou na pratica a teoria da liga RNA-AHP, no calculo e
or¢amento das armaduras.

2. Dimensionamento e Or¢amento de Estrutura de Edificios

Os engenheiros projetam edificios para clientes baseados no dimensionamento e orgamento da
estrutura e acabamento. Basicamente os requisitos sdo: Org¢amento do cliente; Levantamento
topografico; Sondagem do Terreno; Cartas ambientais locais. Apds os requisitos, sdo geradas plantas
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de pré-projeto, com varias opgdes de estrutura e design e seus orcamentos (Fig.2) para posterior
aprovo do cliente. A complexidade, volume de dados e revisdes dependera dos projetos.

Planta Baixa do Projeto 6
4.0 10.0 13.0 18.0 21.0 27.0|
4.0(6.0x4.0 3.0x4.0 |5.0x4.5 3.0x4.0 |6.0x4.0
Quarto  Copa Sala A.Serv  Swite Sala Copa Quarto
Coz. Coz. WC| Coz
8.0|6.0x4.5 3.0x4.5 |5.0x4.5 WC|2.0x4.5 |6.0x4.5
Swite Coz Escada/ [5x4.5 Escada/ |Coz. Swite
Hall Sala Copa Hall
We AServ  |Vent Vent AServ  We
12.5(6.0x4.5 3.0x4.5 |5.0x4.5 3.0x4.5 |6.0x4.5
Copa Sala Hall Copa Sala Hall Sala Copa
/Elevador| [Elevador|
We WC We
17.0(6.0x4.0 3.0x4.0  |5.0x4.0 3.0x4.0 |6.0x4.0
Quarto  Coz. A.Serv  |Swite Coz. AServ  |Coz. Quarto
wcC A.Serv.
21.0

Fig.1: Ex. Distrib. (simplif.) Armad. Laje Fig.2: Ex. Planta Baixa (simplif.) de um Projeto
3. Redes Neurais Artificiais - Resumo da Estrutura e Funcionamento

RNAs s3o tipos de algoritmo para tratar problemas complexos, sendo uma malha de
entradas/processadores/saidas (Figs. 3 e 4) formando uma rede matricial de camadas interconectando
dados e equagdes. Os processadores abstraem neurdnios biologicos. Problemas podem ser tratados
com 1 ou varias RNAs orquestradas por aplicagdes ¢ seu ganho esta na velocidade dos resultados
aproximados. Os neurdnios absorvendo a logica das equagdes que regem todo ou parte do problema,
(Ludwig, 2007). Os paragrafos a seguir mostram seu funcionamento.

As camadas "pastoreiam" os dados injetados até a camada de saida via hiperplanos ("cercas")

. L A (k)
(Silva, 2010) nos dominios do problema. Os neurdnios de uma camada processam as entradas x; da

anterior gerando saidas y“jk: para a proxima (Fig.3). Cada neurdnio processa entradas via dois
processadores internos na etapa Free-forward (arranque a frente) que sdo o "somador" de entradas e
pesos (Xﬂ;d.w‘jl;ﬂj‘) (Eq.1 e Fig.3) e o "limiar de ativagdo" (Eq.2 e Fig.3-azul) que aplica uma funcdo
sobre essa soma. Na 2% etapa, o Back-Propagation é o reverso (retro-propagacdo) usando os
processadores, "avaliador" (Fig.4-azul) que calcula nos neurdnios da ultima camada o erro (d‘jnl‘— y‘fl)
entre as saidas esperadas e calculadas, e o "difusor de erros" (Fig.4-azul) que distribui os quinhdes de
erro aos neurdnios da camada e pulveriza os erros camada por camada anterior conforme os valores

dos seus pesos w‘ﬁflj‘, até chegar aos pesos da 1 camada intermediaria (Azevedo, 2000).

Etapa 1: Free forward Ftapa 2 : Back Propagation

Nomenclatura Nomenclatura:
Camada C=0 Camada ¢=1 Camada C=2 Camadsa C=m Camada C=0 Camada Cs1 Camada C=2 Camada Csm

1K, vatu)

Fig.3: Arranque a frente Free-Forward. Fig.4: Ajuste Reverso de Retro-Propagagdo

Segunda Silva (2010), para que a RNA funcione corretamente, os valores reais de entrada
precisam ser normalizados, reajustados a faixa de dominio da fungdo de ativacdo, antes da Free-
forward e da inje¢do das entradas das amostras, convertendo-se suas amplitudes reais para as das
funcdes de ativagdo (Graf.l e 2) , se Tg. Hiperbdlica (-1,1) ou se Logistica (0,1), Moraes (2010).
Segundo Silva (2010) e Ludwig (2007), a Free-forward ¢ alimentada com amostras normalizadas
tk=1) injetadas na 1* camada, em sequéncia ou aleatoriamente (Manzan, 2016). A seguir, o Back-

1

X
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Propagation calcula o erro delta S(jk) (Eq.3) entre saida esperada d {j":‘ e calculada y‘:}d. O difusor de erros

reajusta os pesos W‘j';‘ (Eq. 4) de cada neurdnio j da camada k de conexdo entre as entradas i de
camada k em camada k—1 (Egs. 3 e 4) somando parcelas 1 do gradiente 6(;() y(jk) «
reajustados da um Aw proporcional aos pesos de épocas t sucessivas (w‘j';" t +1)— Wﬁ‘[t ) 4 (Eq.4).

0 k]~
. US pesos Wji Sao

n

uf'=2 (wi.x''=0);y'=glulcomuey €R(1)(2)

J
i=1

[k+1

Sendo: Wi = pesoda camadak+1 , xi:entrada . g(u):fungdo deativagdo.

5(.k):(dw— y‘:.k:‘)g' (I‘.k:);w‘ﬁ:‘(ﬁlJ:w‘].’;:(t)+mAw+r) 6(].k)y(.k_1)(3)(4)

J J J J J

Sendo:w‘j'; [t+1)= peso, 6(1»") = ErroDeltacamadak, g'( I‘:jk ) =derivadada equagdo 2

L

1— e—B.u
— . Graf.2: Fungdo Tangente Hiperb.: g (u ) =
14+e P 1+e P

Graf.1: Fungdo Logistica: Q(U):
A cada iteragdo t, ¢ recalculado o erro quadratico médio E(;)(Eq.5 e 6) de cada saida y j(n) nos
neurdnios da tltima camada (Eq.7) (Moraes, 2010), sendo acumulados no erro médio geral de todas as
amostras E; (Eq.7). Na retro-propagac¢io da iteragdo t+1, 0 E,, é fragmentado em vérios 6(jk) (Eq.3)
e pulverizado nos processadores neurais e, apos p iteragdes. O treino acaba quando a diferenca do erro

AE(n>(Eq.7) de 2 iteragdes sucessivas atinge o erro AE , configurado, e as saidas y j(n) sdo

adm

convertidas para valores reais (pos-processamento).
IR . , y
E(k):Ele [dj(k)_yj(k)(’]z;AE(n):E(n)(t+1) _E(n)(t);EM:_Z [E(t)c](5)(6)(7)00

Sendo:d ; |k |=saidaesperada, yj(k |=saida calculadacam .k, p=n°deiteracées

Segundo Silva (2010) e Azevedo (2000), e comprovado na pratica, os parametros da RNA
precisam ser pré-ajustados em treinos iniciais, pois atuam no percentual e velocidade da convergéncia.
Destacam-se 5 pardmetros quem influenciam na convergéncia: 1°) N° de Atributos Entrada
(significativos): RNAs exigem certa quantidade de atributos no dominio do problema, Manzan (2016).
2°) Funciao de Ativacido: Funcdes adequadas geram melhor convergéncia (Manzan, 2016), o
programa Orange Canvas™ T comprova que Tg.Hip. é melhor que a Logistica. 3°) N° de Neurdnios
nas Intermediaria(s): O n° de neurdnios/camada ¢ empirico e os ajustes dos parametros de execugao
vdo da experiéncia do pesquisador, Manzan (2016) e Ludwig (2007), mas em Silva (2010) ha 3
técnicas para o calculo: Witten-Flank (Eq.7) , Fletcher-Gloss (Eq. 8) ¢ Kolmogorov (Eq.9).

+
n =" 2 n<n <2n+1;2n+1(7)(8)(9)
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Sendo:n=n°entradas, n,=qt.Nros nacam.interm., n,=qt . Nros nacam. saida, n .= n° classes

4°) Faixa dos Aceleradores: Os aceleradores de aprendizado n e de direcionamento momentum m

sdo importantissimos, Manzan (2016). O acelerador 1 atua no gradiente (r[ 6‘1}(:‘ y‘}“”) como bussola

direcionando a convergéncia no caminho oposto ao sinal do gradiente (Silva, 2010). A 2% parcela
momentum (m Aw) atua na velocidade da convergéncia até o erro minimo, Manzan (2016). O erro

Aw ¢ repassado aos pesos w‘]lf‘ das camadas a cada Back-Propagation Ludwig (2007). Essas parcelas

levam o EQM (E(y)) entre saidas (Eq. 5) para o minimo de sua variagdo A E;)(Eq. 7) entre iteragdes,
Silva (2010). 5°) Convergéncia Minima x N° de Iteracdes: Na pratica € preciso um minimo de
iteracdes para boas convergéncias, evitando o '"underfitting" (baixa convergéncia por parada
antecipada), ou o "overfitting" (degrada¢do da convergéncia por excesso de iteracdes), Silva (2010).
Ex.: Altas convergéncias sdo demoradas ¢ Baixas sdo rapidas. 6°) Erro Médio Quadratico: Havera
necessidade de muitos treinos, pois que varios treinos sdo naturalmente descartados por se desviarem
da solugdo, e segundo Neves (2021) algoritmos meta-heuristicos ndo garantem a obtencdo da solugdo.

4. Apoio Multicritério com AHP (Analytic Hierarchy Process)

Orcar n propostas de projetos ¢ complexa e demorado devido as muitas variagdes em
"resisténcia x menor custo". Ha vérias técnicas de apoio a orcamento e uma delas ¢ a Apoio a Decisdo
por Multicritério (ADMC) desenvolvida nos 90's por Saaty. O objeto de escolha (proposta) possui
alternativas e critérios (Fig.5), Gomes (2009) podendo conter riscos (probabilidade) ou ndo (dominam-
se as varidveis do cendrio em questdo). Cria-se entdo, uma tabela hierarquica iniciando pelo objetivo
(1° nivel) as alternativas (2° nivel) e os critérios (3°). Os n critérios sdo as caracteristicas comuns as
alternativas, valorados conforme as mesmas. Os critérios sdo normalizados (0 a 1) para o mesmo
dominio tornando-se utilidades. Esses também recebem um peso (relevincia %) definido por
especialistas e calculado na tabela cruzada 10 (Egs. 10 e 11). O objetivo é entdo calculado (Eq.11)
para cada alternativa. A coluna Gan-Proj indicara a alternativa objetivo de maior ganho e equilibrio
agregado. Esse tipo de calculo é chamado de ADMC com AHP, (Hernadez, 2021).

PCstConst |PNvAcbto |PMglucr [PROI Crit PCstConst |PNvAchto |PMgLucr |PROI PesosNrm
PCstConst 1| 0,5714286| 1,14286| 1,2857143 4 0,23 0,23 0,23 0,23|PCstConst 0,23
PMvAcbto 1,75 1 2 2,25 7 0,40 0,40 0,40 0,40| PNvAcbto 0,40
PMgLucr 0,875 0,5 1 1,125 3,5 0,20 0,20 0,20 0,20|PMglLucr 0,20
PROI 0,7777778| 0,4444444| 0,88889 1{ 3,1111111 0,18 0,18 0,18 0,18|PROI 0,18
4,4027778 2,515873 5,03175 5,66007143 17,611111

Tabela.1: Ex.Matriz de Calculo dos Pesos - Fonte: Autor , Base Ref. Hernadez (2021).

n n n
Pc,=Pc,: ) [D[Pc,)];PNc,=MédiaGeom(Pcilji);GaPj=) (Pc.Uc,)(10)(11)(12)¢
i=1 j=1 i=1

Proj. [CustConstru  |UCstConst |PCstConst [NvAcbto |UNvAcbto [PMNvAcbto |MgLucr UMgLucr |PMglLucr |ROI UROI PROI Gan - Proj
8| 1.957.311,70 0,48 0,23 1,05 0,33 0,40 0,72 0,32 0,20 1.577.593,23 0,50 0,18 0,39
9| 990.230,46 0,74 0,23 1,08 0,34 0,40 0,78 0,34 0,20 913.388,58 0,29 0,18 0,42
10| 836.619,46 0,78 0,23 1,03 0,33 0,40 0,77 0,34 0,20| 688.621,47 0,22 0,18 0,41

3.784.161,61 Peso-> 0,7 3,16 Peso-» 0,4 2,27 Peso-» 0,8 3.179.603,28 Peso-» 0,9

Tabela.2: Ex.Matriz de Decisdo Multicritério - Fonte: Autor, Base Ref. Hernadez (2021).

No caso da afericdo de propostas de edificio com no exemplo da tabela 1, mostra que, se apenas o
peso do critério ROI for relevante para o investidor, a alternativa "Projeto 8" seria a escolha para o
mesmo aplicar seu capital, mas, observando todo o conjunto de critério via técnica AHP, a alternativa
"Projeto 9" ¢ a de ganho mais equilibrado em relagdo a todos os critérios pesados na escolha.
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5. Métodos

O software possui os modulos em destaque: 2.1 (cadastro de projetos); 2.2 (mapeamento de plantas
baixas); 3.1 (dimensionamento convencional); 3.2 (dimensionamento via RNA - pseudo-codigos
sugeridos por Silva (2010) e Ludwig (2007)); 3.3 Orcamentos via AMD-AHP. Para a injecdo das lajes,
elencaram-se 14 atributos significativos do célculo das armaduras. Para o treino / teste mapearam-se
10 projetos (5 p/ treinos e 5 p/ testes). Dimensionadas as lajes dos projetos (Ex.: Fig.2) no médulo 3.1
gerando os datasets para o 3.2, onde as dos projetos de 1 a 7 foram injetadas considerando-se 3
pavimentos (Térreo, Garagem, Pavto Tipo) num dataset com (36+36+75+75+60+60+60)=402 lajes
para treino e (60+75+75)=210 para teste. A topologia tem 5 saidas y bindrias (1 Byte de 5 bits)
formando 6 diametros (Classes) comerciais de aco (5,6,8,10,12,16 mm) a serem obtidos pelo quinteto
de neurdnios da camada final, assim, cada Byte 1 diametro de 1 armadura de uma laje (+ e - nas
direcdes x e y) de 1 pavimento tipo (Fig.1 e 2). A complexidade esta na variacdo das lajes quanto a
posicao, dimensao, quantidade, carga e area/esp. de ago. Executadas ~560 prospecgdes treino/teste,
conforme Silva (2010) s6 para encontrar as topologias e a parametriza¢des de convergéncias ideais.
Topologias e Parimetros adotados: 1) Faixa Topolégica melhor Convergéncia: (8, 10 e 12) e
adotada a Top.: 14-8-5 de maior %, conforme (Eq.7) a técnica de Witten-Flank; 2) Atributos de
Entrada: Posi¢des das 4 vizinhas, Tp.comodo, Lado x, Lado y, Carga total/m? Altura; Dire¢Oes das
barras, Fck, Fyd, Area e espacamento das barras; 3) Func¢iio de Ativagio: Tangente Hiperbolica na
camada intermediaria (Fig.4); 4) Faixas dos Aceleradores: 1 (0,25 a 0,10) e m (0,15 a 0,05), valores
acima destes causaram erro 0/0. Adotados n=0,1 ¢ m=0,05 conforme prospec¢des prévias e
sugestoes de Silva (2010) Abdalla (2013); 5) Convergéncia % Min. / n® Max. de Iteracdes: 80% de
convergéncia em até 100 iteragdes. 6) Erro Médio Quadratico (EQM): <= /0”. O processamento
teve 4 etapas (pré-processamento; free-forward; back-propagation; pos-processamento), Silva (2010).
Dimensionadas as lajes via RNA, os resultados foram repassados ao modulo 3.3 onde as mesmas
foram compor o orcamento dos projetos de 8 a 10 para a obtengdo do mais vantajoso via tabelamento
de seus critérios (Area/pavimento; Quantidade de material; Custo) via AMD.

6. Resultados

Foram testados 3 conjuntos de projetos, 1 (4 Treino /1 Teste), 2 (5 Treino / 2 Teste) e 3 (7
Treino / 3 Teste). Segue alguns dos resultados obtidos com o conjunto 3 (Graficos de 3 a 6):

Top14.10.5 - Treinamento Projetos1a 5 Top 14.10.5 - Testes Operacionais Projetos 8,9,10
Convergéncias Arms. PPX e PPY Obtidas e Médias Convergéncias Arms. PPX e PPY Obtidas e Médias

Convergéncia dos Ye (%)
=
3

Convergénch dos Yc (%)

1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 I
N2 Treino

—#—Conv.Min. —sd— APPXConv.Tr —=#— APPYConv.Tr ==k=-APPXMd --&-- A2PPYMd M Conv.Min. WPB-ALPPX N PiS-AZPPY MPjS-ALPPX N Pi9-AZFPY M Pj10-ALPPX M Pil0-AZPPY

Graf. 3: Ex. Treino Conv. Armads. PPX e PPY. Graf. 4: Ex. Testes Converg. Armad. PPX e PPY

O média de losts (descartes) nos treinos / testes foi de 2% para as armaduras principais positivas, e
70% para as principais negativas, justificando esse percentuais até mesmos com as velocidades de
convergéncia, uma vez que a facilidade com que quanto mais variacdes de didmetros estdo nas
amostras mais lenta ¢ a RNA para convergir para altos percentuais de acertos entre treino e teste. Foi
confirmado também que amostras com mais variagdes de didmetros, mais neuronios sao necessarios.
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Top14.10.5 - Treinamento Projetos1as
Velocidade de Convergéncia (Iteragdes)
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Graf. 5: Ex. Veloc. Converg. Armad. PPX e PPY  Graf. 6: Ex. Veloc.Converg. Armad. PPX e PPY
7. Conclusoes, Discussoes e Trabalhos Futuros

Para o conjunto 3 de edificios com os projetos 1 a 7 para treino, e 8 a 10 para testes, o algoritmo
conseguiu treinar as convergéncias além da minima (75%) da armadura direcdo x (PPX) em 76,2% e
direcdo y (PPY) em 78,2% (Graf.3) o que demonstrou excelentes convergéncias para as armaduras
positivas sendo a PPY mais rapida que a PPX com 70% das iteragdes entre 1 e 2 (Graf.4). Os testes
operacionais (Graf.4), com base nos pesos w dos 10 treinos do conjunto 3 dos projetos de 1 a 5
(Graf.3), geraram convergéncias médias Pj8 (PPX=45% PPY =24,6), (Pj9 PPX=89% PPY =99%) ¢
(Pj9 PPX=83% PPY =99%) demonstrando que a RNA pode aprender a dimensionar as armaduras
positivas x e y do conjunto 3, mas ndo conseguiu no projeto 8. Observa-se que, treino com conjuntos
de projetos gerando matrizes com algum grau de heterogeneidade (numéricas e posicionais) entre as
amostras pode dificultar o aprendizado da RNA, pois podem pontuar divergéncias nas aproximagoes
matematicas como a dos meta-heuristicos, gerando baixo aprendizado como, (Silva, 2010) (Kovacs,
1996). Mesmo com poucas iteracdes uma RNA pode aprender se o treinamento for feito com
expressivo numero de amostras (36+36+75+75+60+60+60=402 lajes) como comprovado no grafico
5. O gréfico de radar 6 de homogeneidade de mostra que nos projetos de 9 e 10, 80% dos testes
convergiram além dos 75%, mesmo o treino tendo exigido apenas 75%, e, além disso, as velocidades
de convergéncia atingiram 90% na faixa de 3 a 5 iteragdes para a PPX e 100% na faixa de 3 a 5 para a
PPY respectivamente, o que mostra que o funcionamento do algoritmo esta atingindo o objetivo
(convergéncia elevada e rapidez), pois as entradas foram baseadas nos calculos convencionais
apresentando alta fidelidade com os calculos reais de literatura de engenharia.

As armaduras Negativas ndo tiveram ainda o mesmo desempenho que as positivas, para o
conjunto 3 de projetos, com convergéncias na ordem de 60% para as PNX e 55% para as PNY
respectivamente, ¢ com velocidades de iteragdo entre 22 e 25, muito mais lentas que as positivas. A
maior heterogeneidade do conjunto 3 pode ser a causa da baixa performance. Comparando com
programas como o Orange Canvas © , este também conseguiu convergéncias de ~80% a ~90% com os
mesmos datasets, confirmando que o software tem potencial mesmo ainda esta recebendo melhorias
tais como, aumentar a distingdo entre didmetros de armaduras positivas e negativas para atingir suas
maiores convergéncias e encontrar os melhores atributos refletindo mais das equagdes do
dimensionamento no meio e extremidade de vados das lajes. As médias de losts (n° de treino/teste
invalidados) para as armaduras positivas foram baixos (em torno de 2), mas para as armaduras
negativas 0 mesmo se mostrou alto (5 a 6 por treino/teste). Para as armaduras positivas, o algoritmo
aprendeu mais rapido, mas para as negativas foi lento, onde o maior redutor foi o alto grau de
heterogeneidade das lajes do conjunto 3 de projetos, reduzindo ou limitando o aprendizado a baixas
convergéncia e velocidade. Esta limitacdo pode estar ligada também a falta de um atributo para o
algoritmo distinguir melhor entre o que sdo armaduras positivas e negativas. A parte final
orcamentaria por ADMC-AHP ainda estar em desenvolvimento, ndo havendo resultados disponiveis
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para julgamento ou discussdo neste momento. E claro que o desempenho do algoritmo de RNA do
software pode ser melhorado e para trabalhos futuros, sugere-se seu upgrade e também estender a
combinagdo RNA+AHP para as vigas.
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Resumo: O concreto civil de alta performance e os castables refratarios apresentam ambos o problema de lascado
térmico, em vezes violentamente explosivo. Na construcéo civil, esse fendmeno pode se apresentar em casos de
incéndio, aumentando os riscos para sua mitigacdo. Por sua vez, os mondlitos refratérios industriais apresentam
esse risco durante sua instalacdo, no primeiro aquecimento, onde precisa-se da definicdo de uma curva de
temperaturas ajustada, a fim de eliminar a umidade presa nos poros o mais rapido possivel. Atualmente na
indstria, essas curvas sdo desenvolvidas principalmente de forma empirica. O presente estudo propde a aplicagio
do método numérico dos volumes finitos para simular esse comportamento por computador, podendo ajustar 0s
pardmetros envolvidos, seja para um concreto civil ou refratario. A solugdo é obtida através da linearizagéo de um
sistema de duas equac0es diferenciais parciais parabolicas. O modelo conseguiu descrever tridimensionalmente o
comportamento transiente de um material cimenticio submetido a estresse térmico, resultando valores aceitaveis
das temperaturas internas, das pressdes dos poros e da eliminacdo da agua livre até a temperatura de 450°C.

Palavras-chave: Fendmenos de transporte. Método dos volumes finitos. Materiais cimenticios. Meio poroso.
1. Introducéo

O concreto € uma mistura de cimento e agregados como pedra brita e areia silica, amplamente
utilizado em diversos setores como construcdo civil, tineis, ferrovias, usinas siderurgicas e nucleares.
Ao longo de recentes décadas, estudos na mistura de seus componentes desenvolveram técnicas como a
otimizacéo de tamanho de particula, reducéo do contetdo de dgua e o0 emprego de aditivos como o fumo
de silica que resultam em ganhos de propriedades como densidade, resisténcia mecanica e propriedades
reolégicas (MILLARD,2019). Contudo, tais concretos, denominados concretos de alta performance,
podem apresentar o fendmeno de lascado térmico ou explosivo, quando expostos ao estresse térmico.
Acredita-se que € devido principalmente as propriedades de permeabilidade e condutividade térmica
oriundas das novas misturas, podendo resultar em eventos catastroficos como aconteceu no incéndio do
tinel da Mancha em 1996 e 1998 (ULM, 1999) e em acidentes industriais (PALMER et al., 2014).

Segundo Mindeguia (2010), as etapas de fragmentacdo do concreto podem ser definidas como:
aquecimento rpido, que gera altas tensdes unilaterais, eventualmente superando a resisténcia mecéanica
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do material, mudancas rapidas de volume e estrutura dos agregados e pressdo interna gerada pela
liberacdo de vapores de agua e gases do agregado e da massa de cimento que ficam presos.

No setor siderdrgico, tem-se desenvolvido misturas para concretos refratarios, capazes de
sustentar altas temperaturas de trabalho para serem utilizados em ambientes extremos, por exemplo, nos
canais de corrida dos altos fornos para transportar a escéria e 0 metal fundido até os carros torpedos.
Para evitar o aparecimento dos fendmenos responsaveis pela fragmentagdo do concreto, sao
desenvolvidas curvas de aquecimento gradual (TRUJILLO, 2020).

Atualmente, foram feitos grandes esforgos para mensurar experimentalmente as propriedades
envolvidas e a partir desses resultados propor relagfes constitutivas entre os parametros, com o intuito
de prognosticar o comportamento em altas temperaturas do concreto, entendido como um meio poroso,
mas, com baixa permeabilidade onde deve fluir vapor de &gua. Kalifa (2000) realizou medicGes
experimentais de pressdo, temperatura e perda de massa, aquecendo amostras de concretos de alta
performance. Trujillo et al. (2023) desenvolveram uma solugdo computacional aplicada em concretos
refratarios, utilizando o método dos volumes finitos num dominio 3D (tridimensional) semelhante ao
corpo de prova utilizado no experimento de Kalifa. Para adquirir maior conhecimento sobre o fenémeno,
sem altos gastos, é possivel desenvolver simulagdes numéricas, testando diferentes curvas de
aquecimento em concretos com diferentes propriedades intrinsecas, como permeabilidade e
condutividade térmica. Assim, este artigo busca aplicar o modelo 3D resolvido com o método dos
volumes finitos desenvolvido por Trujillo et al. (2023), com uma curva de aquecimento até 450°C para
simular o comportamento dos campos de temperatura, pressao interna dos poros e variagdo de massa
num bloco de concreto aquecido.

2. Métodos Matematicos e Numéricos

2.1 Modelo matematico

Este trabalho baseia-se no modelo matematico proposto por Bazant e Jirasek (2018), que consiste
num sistema de duas equaces diferenciais parciais parabdlicas (EDP) que representam a conservagao
de massa (vapor de agua) e a energia. Suas incognitas sdo pressdo P e temperatura T. O sistema
representa o fluxo monofésico transiente de vapor de agua num meio poroso que sofre alteragdes de
permeabilidade em funcdo do aumento de temperatura. A solucdo do sistema de equacdes € determinada
através do método dos volumes finitos que converte as EDPs em equacdes lineares (CHAPRA, 2010)
resolvidas por processos iterativos através de um codigo de programacdo em FORTRAN desenvolvido
por Trujillo et al. (2023).

2.2 Equacdes de conservagao
A conservacao da massa considera as variacdes da agua livre e da agua quimicamente ligada que

sdo liberadas durante o aquecimento, acordo a equacéo (1). A de Darcy serve para descrever o transporte
de umidade gerada pelo gradiente de presséo dentro dos poros de concreto, acordo a equagéo (2).

T= v+ (1)

J=="vP @)
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Sendo W, a dgua liberada pela desidratacdo, W é a quantidade de agua livre, em kg/m?, dependente
da umidade h relativa dos poros, g é a gravidade atmosférica, a é a permeabilidade relativa do concreto
em m/s, e J é o fluxo de vapor de 4gua proporcional ao gradiente de pressao VP.

Ja na equacdo do balanco de energia considera as entalpias do sistema. E a lei de Fourier para
conducdo de calor via gradiente de temperatura e convec¢do por massa de vapor. Como 0 aguecimento
envolve transporte de massa e calor, a conservacdo de massa é complementada com a equagdo do
balango de energia.

pCE -2 ==V q+C,J- VT 3)
q=—VT+C,J VT (4)

Sendo p a densidade da matriz de concreto, ¢ é o calor especifico, C,é o calor latente de
vaporizacdo da agua livre, C,, é o calor especifico da agua, g é o fluxo de calor, e por fim 1 é a
condutividade térmica do concreto.

Juntando as equagdes de balanco de massa, (1) e energia (3) é criado um sistema de duas EDPs
parabolicas com quatro variaveis de estado (Wq, W, T, P). Sendo Wy calculada através de uma fungéo
por partes obtida da andlise termogravimétrica do concreto. Como W é uma funcéo termodindmica de
P e T, sua variagdao no tempo pode ser substituida por sua variacdo sobre P e T. Com isso, duas funcdes
de estado devem ser calculadas pelas EDPs, pressao e temperatura.

0,0017 T — 0,0171(0 < T < 200)
W,(T) =40,0407 T — 7,5143(200 < T < 400) (5)
0,0025 * T + 6,5253(400 < T > 800)

2.3 Método de discretizagdo

O dominio foi um bloco de concreto de 300 x 300 x 120 mm dividido em volumes de controle
regulares ndo sobrepostos. Cada volume forma um espaco 3D retangular, formando um esténcil de
pontos na grade, representado pela Figura 1. Cada ponto da malha tem um no, que pode representar,
pressao, temperatura, ou conteido de agua. Para se obter os valores dos nds, as equacgdes (1) e (3) sdo
integradas no volume de controle em intervalo de tempo definido.

.
w7 -
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( S 3 E x
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Figura 1 - Esténcil empregado para simulagdo 3-D. Fonte original: (TRUJILLO, 2020).
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Para a discretizacdo espacial, sdo consideradas as equacdes a seguir, fruto do desenvolvimento
das equacOes de conservacdo de massa e energia, respectivamente, sdo integradas nos volumes de
controle. Um perfil linear por partes é assumido com interpolacdo para P e T entre os nds, para calcular
fluxos de massa. Para a discretizacdo do tempo, foi usado um esquema implicito baseado em
(PATANKAR, 1980). Com isso, foram desenvolvidos dois sistemas de equacdes lineares. Resolvendo
primeiramente o campo de temperaturas, e com esses valores é calculado, numa seguinte iteracdo, o
campo de pressdes.

v _o (o 1 awg 43 0T

Bt_V <A1 VP)+A1 at A1 9t (6)
oT A cw a A2 0P

=G+ 5 Govp) -2 U

2.4 Condic¢6es de contorno

Para o fluxo térmico, somente a face superior foi aquecida por meio de radiagdo, seguindo uma
curva de aquecimento proxima a utilizada por (KALIFA, 2000). A condicdo de radiagéo foi definida
pela lei de Stefan-Boltzmann (BOLTZMANN, 1884), expressa na equagao:

g n=e- O'SB(T4 - T:mb) (8)

Sendo n o vetor unitario normal ortogonal da superficie; g~ é o fluxo de calor por radiacédo; T é a
temperatura do corpo radiante; Tamb ¢ a temperatura ambiente; osg = 5,67x10-8 W/(m? K*) é a constante
de Stefan-Boltzmann; €. = 0,9 é a emissividade de calor da superficie do concreto (JONES, 2000).

As faces laterais simulam estar em contato com blocos isolantes de baixa condutividade térmica,
entdo, foram consideradas superficies com uma condicao de contorno do tipo Neumann:

G-n=0 ©)

Na regido inferior do bloco, para a condicéo de transferéncia de calor foi utilizada a lei de Newton
de resfriamento:

Ei ‘n = Br(T — Tamp) (10)

Sendo T a temperatura da superficie do dominio; Bt =1,0 W/(m? K) é o coeficiente de
transferéncia de calor da superficie. Foi considerada conveccéo livre na superficie (CHAPMAN, 1987).

Para o fluxo de massa, o bloco de concreto foi definido com contornos permeaveis. Porém, a
face inferior estd em contato com uma chapa de aco, considerada impermeéavel, similar ao arranjo de
(TRUJILLO, 2020), dessa forma, os fluxos normais a esse contorno desaparecem numa condigdo de
contorno do tipo Neumann:

jn=0 (11)

Sendo n o vetor unitario normal ortogonal da superficie de contorno;  é o fluxo da massa de
agua. A face superior do corpo de prova estd em contato com a atmosfera e as faces laterais estdo em
contato com tijolos refratarios isolantes de alta porosidade, nesses contornos a pressdo P foi definida
como a pressao atmosférica P,,,,. A troca de vapor entre a superficie e 0 meio ambiente ndo é
instantanea, definindo que o fluxo normal é proporcional & diferencga de pressdes:

f'n = BW(P _Pamb) (12)

Sendo B, = 1 x 10° o coeficiente de transferéncia de vapor da superficie dependente da
movimenta¢do do ar, a iluminacao ou o isolamento parcial.
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2.5 Parametros iniciais

Em razdo das propriedades ndo lineares, dependentes de temperatura, saturacdo, pressdo e
composicdo do concreto, os dados, relacdes e formulaces das propriedades foram obtidas utilizando
dados da literatura, como dispostos na Tabela 1:

Tabela I: Principais parametros iniciais para a simulacdo

Propriedade Nomenclatura Origem Valor Unidade
Permeabilidade intrinseca K (GUO, 2016) 1,0 - 10%7 m?
Condutividade térmica A (GUO, 2016) 1,64 W/m-K
Duracéo da simulacdo t, (Definicéo prépria) 40 hr
Tamanho do passo S
especial A(XY,2) (Definicéo propria) 0,25 mm
Tamanho do passo S
temporal At (Definicéo propria) 0,25 S
Temperatura inicial Ty (Definicéo propria) 20 °C

3. Resultados e discussao
3.1 Campo de Temperaturas

Na simulacdo foi usada uma curva de aquecimento desde 20°C até 450°C em um periodo de 6
horas, como mostra a Figura 2. Em todas as simulacdes foram considerados seis pontos dentro do
material com profundidades de 10, 20, 30, 40, 50 e 120 mm. Se observa que quanto mais préximo da
fonte quente, maior a temperatura do material, isso se da pela conducédo de calor através do concreto.
Vale ressaltar que, devido ao isolamento lateral, a simulagéo n&o considera a perda de calor do material
para o ambiente. Porém, em uma situacéo real poderia haver uma saida minima de calor para o ambiente,
pelo que as curvas poderiam estar mais distantes entre si, 0 que mostra a necessidade dessa considerag&o.

= = =T(10mm)
T(20mm)
T (30mm)

T (40mm)

Temperatura (°C)

= = =T(50mm)

=T (120mm)

z

|

Tempo (hr) x)r\v

Figura 2: Curvas de temperaturas em diferentes profundidades e imagem 3d na hora 4 de aquecimento.
3.2 Campo de Pressdes internas

A figura 3 a seguir mostra os resultados das pressdes internas. Nota-se que durante o
aquecimento, ao longo do tempo ha um aumento gradual com picos de pressao, com maximo de 188
MPa atingido na posicéo de 120 mm localizada na extremidade mais oposta ao aquecimento, as elevadas
pressdes atingidas estdo relacionadas a baixa permeabilidade dos concretos de alta performance.
Observa-se que a pressdo em 10 mm atingiu valores de pressao por abaixo das demais, apresentando um
comportamento linear ao longo da simulacdo, acredita-se que por estar mais proxima a face aquecida,
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ndo houve acimulo de umidade suficiente para gerar pressdes internas elevadas. E possivel observar
gue os picos de pressdo, com excecdo da posicdo de 10mm, sdo atingidos em intervalos de tempo que
coincidem com niveis de temperatura em torno de 300 °C, e onde h4 aumento de contelido de agua, este
fendmeno ocorre em condicBes proximas a temperatura critica da agua.

Na figura 3 a direita, apresentam-se os resultados das pressdes simuladas em 3 dimensdes, no
instante de tempo t = 0,5 h em um corte de 50% do dominio. E possivel observar no interior maiores
niveis de pressdo nas regides centrais do dominio, a partir dos 20 mm de profundidade. Este fenémeno
ocorreu ao inicio da simulacéo do aquecimento, quando esta regido estava numa temperatura de 180 °C.

Ppore[Pa]
8.0E+05
7.5E+05

7 7.0E+05

6.5E+05

6.0E+05
5.5E+05
5.0E+05
4.5E+05
4.0E+05
3.5E+05
3.0E+05

- = = P(10mm)

P (20 mm)

P (30 mm)

Pressiio (MPa)

P (40 mm)

P (50 mm)

P (120 mm)

1
K ' ’ ’ : ’ ’ x/j/\v

Tempo [hr)

Figura 3: Curvas de pressdo em diferentes profundidades e imagem 3d na hora 0,5 do aquecimento.
3.3 Conteldo de agua

A Figura 4 esquerda mostra o comportamento da saida de &gua livre; ao lado direito mostra o
campo 3D da quantidade de agua livre ap6s 1h de aquecimento. Se percebe que quanto mais préximo
da superficie quente, mais rapido a agua livre é liberada, devido a esses pontos chegarem primeiro a
temperaturas criticas, fazendo com que a agua nessas regides evapore primeiro. Em 1 hora a maior parte
da umidade foi removida, em funcdo do rapido aquecimento da fonte de calor. Em quase todas as
profundidades simuladas ocorrem picos, acredita-se que podem ser da dgua quimicamente ligada que
sai do concreto em maiores temperaturas. As 5h se observa que toda agua livre foi liberada do concreto.
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Figura 4: Curvas do conteido de agua em diferentes profundidades e imagem 3d na hora 1,0 de aquecimento.

4. Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvida uma aplicacdo do método dos volumes finitos, caracterizado
como conservativo por descrever os fendmenos de transporte levando-se em consideragdo a conservagdo
de massa e energia. Foi possivel simular o comportamento do vapor dentro de um concreto de alta
performance submetido a estresse térmico. As curvas de temperatura apresentaram resultados
satisfatorios, ndo entanto, é preciso um maior refinamento e ajustes nas condi¢des de contorno, a fim de
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determinar de forma precisa condi¢cBes com perdas de energia por saidas de calor que podem ocorrer
devido a imperfei¢cGes do isolamento lateral nos cenarios praticos. As curvas de pressao atingiram
patamares consideravelmente elevados, isso é explicado pela baixa permeabilidade deste tipo de
concreto, com tudo, a sua validacdo somente seria possivel com experimentos do caso especifico, 0s
quais séo sofisticados de realizar. O comportamento do contetdo de agua nas diferentes profundidades
mostrou uma queda abrupta ao inicio da simulacéo, porém, também mostrou a necessidade de maior
refinamento, pois foi seguida de um aumento elevado em momentos posteriores.
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Abstract. This article presents a statistical analysis on the yield strength of the Inconel 690 TT alloy used in
steam generator tubes of pressurized-water reactor (PWR) nuclear power plants. The goal is to determine the
probability distribution that best represents the yield strength data obtained from tensile tests. The analysis
includes measures of statistical location and dispersion, as well as graphical and goodness of fit tests. The
results show that the data exhibits a symmetric distribution, resembling a Normal distribution. The confidence
interval for yield strength sample mean is calculated with a confidence level of 95%. The results demonstrate
that the sample mean is within the limits specified by ASME-SB-163 and SANDVIK. A hypothesis test confirms
that the sample mean can be considered the population mean. This statistical analysis contributes to
understanding the mechanical properties of the Inconel 690 TT alloy and ensures the quality control of the
steam generator tubes in nuclear power plants.

Keywords: Inconel 690 TT alloy, yield strength, statistical analysis, steam generator tubes, nuclear power
plants.

Introduction

Steam generators are heat exchangers that convert the feedwater into steam using the heat
produced by the nuclear reactor. They are used in pressurized-water reactor (PWR) nuclear power
plants, the most common type of nuclear power plant in the world. In these plants, there are two
different water circuits, the primary and the secondary. The primary circuit contains the pressurized
water that circulates through the reactor core, where it is heated due to the nuclear fission of uranium
atoms. The heated radioactive water is taken to the steam generator, where it transfers its heat to the
secondary circuit, without having direct contact with it. The secondary circuit contains pure water that
is vaporized due to the heat received from the primary circuit. The steam is directed to the main
turbine, where it makes the electric generator work, producing electricity. The extra steam is
condensed in the condenser, where it loses its heat to the refrigerant water. The condensed water is
pumped back to the steam generator, to restart the cycle (NRC, 2018).

The steam generator tubes are components that allow the heat exchange between the two water
circuits, without mixing them. They are made from special metal alloys that should resist high
temperatures, high pressures and corrosion involved with the process. The steam generator tubes are
essential for safety and efficiency of PWR nuclear power plants. They prevent the radioactive
contamination of the secondary circuit and the external environment, besides ensuring the quality of
the produced steam. The steam generator tubes should be inspected and monitored periodically, to
detect possible failures or faults that may interfere with their performance (NRC, 2018).

According to ASME SB-163, ASME III NB-2000 and ASME Code Case N-20-3, the Inconel
690 TT should be used in the steam generator tubes. The Inconel 690 TT is an iron-nickel-chromium
alloy with high resistance to corrosion and creep, which is used in the Angra 1 nuclear power plant
steam generator tubes. The yield strength of this alloy is a very important mechanical property to
guarantee the performance under operation conditions. In this article, a statistical analysis of the
mechanical data on yield strength of the Inconel 690 TT alloy was conducted, obtained from tensile
tests.

To do this, the measurements of statistical location and dispersion of the mechanical data were
calculated, such as the mean, median, standard deviation, variance, mode and the coefficient of
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variation (Lewis, 1996). After that, the graphical method was used to compare the probability density
histograms of the mechanical data with the curves of the Normal, Lognormal, Weibull and
Exponential probability functions. This method allows a visual analysis of the probability function fit
to the mechanical data, but doesn’t offer any quantitative criteria to choose the best distribution
(Lewis, 1996). Due to that, the Chi-squared, Anderson-Darling and Kolmogorov-Smirnov goodness of
fit tests were applied, that evaluate the null hypothesis that the mechanical data follows a certain
distribution based on the measures of the distance between the empirical and theoretical cumulative
distribution functions (Montgomery, 2002).

After the definition of the probability distribution that better represents the mechanical data,
the confidence interval for the yield strength mean was calculated, with confidence level of 95%. The
confidence interval represents the interval in which the population mean is expected to be in, based on
the sample mean and on the variability of the mechanical data. Besides that, a box plot (graphic that
shows the median, quartiles and the extreme values of the data) was made to identify possible outliers,
values that deviate from the central tendency of the mechanical data (Montgomery, 2002).

The statistical analysis realized in this article contributes to the knowledge of mechanical
properties of the Inconel 690 TT alloy and for the quality control of the steam generator tubes of the
Angra 1 nuclear power plant.

Methodology

The goal of this analysis was to identify the probability distribution that better represents the
mechanical data, as well as to calculate the confidence interval for the mean and to detect possible
outliers. Once the best probability function is found, it will be used for the reliability analysis of the
steam generator tubes.

This paper contains statistical data from the steam generator tubes yield strength. These data
were provided by SANDVIK to identify the uncertainty in such data. The statistical information
includes the mean (i), the standard deviation (o), the coefficient of variation (COV) and the
probability distribution that better represents the mechanical properties of the Inconel 690 TT alloy.
Also, other important statistical information will be provided, such as the median, the bias and others.

According to ASME SB-163, the Inconel 690 TT alloy should have a minimum value of yield
strength of 276 MPa, at room temperature (24 °C). The mechanical data provided contain 102
measurements of yield strength at room temperature obtained from a tensile test (ASME, 2000).

The first step to start the statistical analysis of these mechanical data is to build a frequency
histogram that enables analyzing the distribution of the yield strength values obtained from the tensile
test. To build the frequency histogram, a frequency table must be built, and for that, the class interval,
or bins, (AS) may be defined by (Lewis, 1996):

AS = r[1+ 3,3log,o(N)™1] (1
where:

r is the range (difference between the maximum and minimum values of the yield strength data at
room temperature and N is the Number of the yield strength data points at room temperature.

The next step after building the frequency histogram is to use the graphical method to define
the probability distribution that better fits the mechanical data. This method consists of comparing the
histogram with the curves of the theoretical probability density functions of each distribution. In this
article, the Normal, Lognormal, Weibull and Exponential probability distributions will be used. The
distribution that presents the best visual fit with the frequency histogram can be chosen to represent
the mechanical data (Montgomery, 2002).

After performing the graphical analysis, goodness of fit tests were also performed to confirm
the graphical method results and to obtain more accurate results. The goodness of fit test consists of
comparing the mechanical data obtained from the tensile test with the expected data according to the
chosen probability function. As previously said, the Normal, Lognormal, Weibull and Exponential
probability distributions will be used in this test. The goodness of fit test provides a numerical value of
how well the data fits the probability distribution, as well as the confidence level that indicates the
probability of rejecting the null hypothesis that the mechanical data fits a certain distribution. In this
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article, the Chi-squared, the Anderson-Darling and the Kolmogorov-Smirnov goodness of fit tests will
be used to verify which distribution better fits the mechanical data (D’ Agostino, 1986).

Once the graphical method and the goodness of fit tests are done, and the probability
distribution that better fits the mechanical data is chosen, a confidence interval test for the mean is
needed to ensure that all the calculations that were made previously are valid, and that all calculations
that will be made in the future, involving the reliability analysis, will be using the right values of the
mechanical properties of the Inconel 690 TT alloy. A level of confidence of 95% will be used for the
confidence interval test for the mean (Montgomery, 2002).

Statistical analysis of the mechanical data

In this section, the results of the statistical characterization of the yield strength of the Inconel
690 TT alloy will be discussed. To characterize this data distribution, measurements of statistical
location and dispersion must be calculated based on the data obtained from the tensile test. A box plot
will also be plotted to show the maximum and minimum values of the mechanical data, as well as
possible outliers. The measurements of statistical location calculated include the sample size (IV), the
sample mean (M), the median (Md) and the mode (Mo). The measurements of statistical dispersion
calculated include the sample standard deviation (s), the sample variance (s%) and the coefficient of
variation (COV) (Sekulski, 2019). Uncertainty measurements as the difference bias and ratio bias were
calculated as well. The results of the calculations are shown in the Table 1.

Table 1. Statistical data of the yield strength at room temperature.

Sample size: 102
Sample mean: 312,58 MPa
Median: 313,00 MPa
Mode: 310,00 MPa
Standard deviation: 5,52 MPa
Coefficient of variation: 1,77 %
Variance: 30,44 MPa?
(average) difference bias: 11,58 MPa
(average) ratio bias: 1,04

The results infer that the mechanical data has a symmetric distribution, with sample mean,
median and mode with close values, which is characteristic of a Normal distribution (Lewis, 1996).
The value of the sample mean is also above the minimum specified by ASME-SB-163. Both standard
deviation and coefficient of variation got low values, which indicate the low variability of the
mechanical data. The box plot (Figure 1) doesn’t show any outlier, that means that there are no values
that differ a lot from the sample mean.

Yield strength box plot at room temperature
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Figure 1. Yield strength box plot at room temperature.

These results suggest that all the mechanical data obtained from the tensile test of the Inconel
690 TT alloy were consistent and representative, and can be used for further analysis (Lewis, 1996).

Once the data characterization of the Inconel 690 TT mechanical data was done, a frequency
table was built (Table 2). The frequency table must cover all of the data range, from the minimum to
the maximum value (Lewis, 1996).

Table 2. Frequency table for yield strength at room temperature.

Bins Frequency Relative freq. Relative freq. dens.
[301, 304[ 6 0,0588 0,0147
[305, 308[ 20 0,1961 0,0490
[309, 312[ 24 0,2353 0,0588
[313,316] 27 0,2647 0,0662
[317,320[ 18 0,1765 0,0441
[321, 324 7 0,0686 0,0172

The frequency table was built to assist in the creation of a frequency histogram (Figure 2) to
compare the mechanical data with the Normal, Lognormal, Weibull and Exponential distributions. The
graphical method plots the theoretical distribution curves over the frequency histogram of the actual
data and analyzes which theoretical distribution has the best fit to the shape of the mechanical data
frequency histogram. The results presented in Figure 2 show that the Normal and Lognormal
distributions have a good fit to the sample data, followed by the Weibull distribution. The exponential
distribution has no fit for the data (Montgomery, 2002).

Frequency histogram for yield strength at room temperature

W Relative frequency density
= Normal distribution
= Lognormal distribution

Weibull distribution
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Figure 2. Frequency histogram at room temperature.

Due to the proximity of Normal and Lognormal distribution curves using the graphical
method, it wasn’t possible to determine which of these distributions have a better fit to the mechanical
data of the Inconel 690 TT alloy. The results were inconclusive because the graphical method is based
in a visual and subjective analysis of the fitting. A goodness of fit test was necessary to get more
precise and conclusive results. The goodness of fit tests are statistical methods that allow to compare
the probability distributions and choose the one that better fit the data according to the null hypothesis
(Montgomery, 2002).

The Chi-squared, Kolmogorov-Smirnov and Anderson-Darling goodness of fit tests were
performed to test which of the distributions has a better fit to the sample data of the mechanical
properties of the Inconel 690 TT alloy. These tests are based on the difference between the empirical
distribution of the sample data (test statistic) and the theoretical distribution function tested (critical
value). The tests return a p-value, that indicates the probability of the data to fit in a certain
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distribution assumed by the null hypothesis. The higher the value of p-value, the higher is the evidence
favoring the null hypothesis. The results of the tests show that the Normal distribution presents higher
values in the Chi-squared and Anderson-Darling tests. The difference between the results of the
Normal and Lognormal distribution in the Kolmogorov-Smirnov tests is negligible as shown in Table
3 (D’Agostino, 1986).

Once the distribution that better fits the data is chosen, a confidence interval test for the mean
was performed. This test was done to determine the true value of the population mean with a certain
confidence level, based on the sample mean and standard deviation. The confidence interval provides
a range of values for the yield strength, that contains the true value of the mean. The test is very useful
to assess how precise the goodness of fit tests were and to analyze the variability of the data, to see
how far from the sample mean the mean can be (Montgomery, 2002).

Table 3. Goodness of fit test results for yield strength at room temperature.

Chi-squared

X3 Xerie | p-value (%)
Exponential 55,56 9,49 0,00
Normal 0,02 7,81 98,40
Lognormal 0,16 7,81 87,28
Weibull 0,184 7,81 85,40

Kolmogorov-Smirnov

D, D¢yt p-value (%)
Exponential 0,608 0,135 54,30
Normal 0,072 0,135 94,26
Lognormal 0,061 0,135 95,14
Weibull 0,129 0,135 89,74

Anderson-Darling

A* Avit p-value (%)
Exponential 45,517 0,752 0,00
Normal 0,415 0,752 67,81
Lognormal 1,85 0,752 6,43
Weibull 23,06 0,752 0,00

The maximum and minimum yield strength values were already established by ASME-SB-163
and also provided by SANDVIK in the results of the tensile test. For these values, some statistics were
so low, to the point that they couldn’t even be found in a standard Normal distribution table. Looking
to find out what was happening, three confidence interval for the mean were performed: 90%, 95%
and 99%. The results are shown in Table 4.

Table 4. Confidence interval for mean at room temperature.

Confidence level Confidence interval (MPa)
90% 311,68 <pu<313,48
95% 311,51 < u< 313,65
99% 311,17 <u<313,99

The results of the confidence interval test for the mean got a very low range in every
confidence level tested. This is an evidence that the yield strength mean is according to the limits
established by ASME-SB-163 and SANDVIK, which got higher ranges for the yield strength to be
worked.
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A lot of problems involving engineering may require accepting or rejecting a hypothesis about
some statistical parameter. In this article, a hypothesis test for the mean was performed. Through this
test, it is possible to check how strong is the evidence that the yield strength mean is according to the
limits established by ASME-SB-163 and SANDVIK.

It was stated that the yield strength data follows a Normal distribution, with a test statistic Z.
The resulting probability is compared to a pre-defined significance level (usually a = 0.05) to
determine whether the null hypothesis should be rejected or not. The observed value of Zg is
compared to tabulated values Z,;; that take into account the significance level. This allows engineers
to make informed decisions about whether the material meets the requirements set by standards such
as ASME-SB-163 and SANDVIK.

Two hypotheses, a null (H) and an alternative (H), are established regarding the mean of the
yield strength at room temperature. The goal is to determine if these values are above a minimum
value set by technical standards. The hypotheses are formulated by:

{Hoi H= Ho @)

Hi:pu> po
where:
Ly s the supposed true value of the yield strength mean.

The results shown in Table 5 show that Z values are greater than Z.,.;; = 1.645, so the null
hypothesis must be rejected. Therefore, there is strong statistical evidence to assert that the mean of
the yield strength of the Inconel 690 TT alloy at room temperature will be greater than the minimum
values established by ASME-SB-163 and SANDVIK.

Table 5. Result of the hypothesis test for the mean at room temperature.
Parameter Zy Zerit

Yield strength mean 66,92 1,645

Conclusion

In conclusion, the statistical analysis conducted in this study provides valuable insights into
the mechanical properties of the Inconel 690 TT alloy used in the steam generator tubes of the Angra 1
nuclear power plant. The analysis determined that the mechanical data exhibits a symmetric
distribution, with the sample mean, median, and mode close in value, suggesting a Normal
distribution. The standard deviation and coefficient of variation indicated low variability in the
mechanical data.

Through graphical and goodness of fit tests, it was determined that the Normal and Lognormal
distributions best fit the mechanical data. However, the confidence interval test for the mean revealed
that the sample mean falls within the limits specified by ASME-SB-163 and SANDVIK, supporting
the use of the Normal distribution for further analysis.

Furthermore, the hypothesis test for the mean confirmed that the sample mean can be
considered as the population mean, validating all calculations and tests performed in this study. This
statistical analysis contributes to the understanding of the Inconel 690 TT alloy's mechanical
properties and quality control of the steam generator tubes in the nuclear power plant.

By ensuring the reliability and safety of the steam generator tubes, the findings of this analysis
can aid in maintaining the efficiency and effectiveness of pressurized-water reactor (PWR) nuclear
power plants, promoting the continued use of nuclear energy as a clean and sustainable energy source.
The adoption of Inconel 690 TT alloy in steam generator tubes demonstrates its suitability for
withstanding the harsh conditions of the nuclear power plant environment, ensuring the prevention of
radioactive contamination and enhancing the safety of the plant and the surrounding environment.
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Resumo: As inundagdes fluviais representam uma ameaga grave em todo o mundo, com impactos financeiros e
significativos para a sociedade. Este estudo concentrou-se na bacia do Rio Doce, especialmente na cidade de
Governador Valadares, que enfrenta enchentes recorrentes durante o verdo. O objetivo principal foi desenvolver
um modelo estatistico de previsdo de enchentes baseado no método SARIMA (Seasonal Autoregressive Integrated
Moving Average). Uma caracteristica fundamental deste estudo ¢ a previsdo com 6 horas de antecedéncia, para
possibilitar uma resposta agil as elevag¢des do nivel do rio e garantir tempo habil para a implementacdo de medidas
preventivas pelos o6rgdos competentes. O modelo obteve um erro médio absoluto percentual (MAPE) de 0,64% e
um erro quadratico médio (RMSE) de 0,0224.

Palavras-chave: Previsdo de Enchentes, SARIMA, Séries Temporais.

Introducao

As enchentes de rios sdo uma das catastrofes naturais mais custosas para a sociedade, tanto em
termos financeiros quanto em perda de vidas (World Economic Forum, 2022). No século XX, as
enchentes de rios causaram uma perda média global anual direta de US$ 104 bilhdes (UNDRR, 2015) e
resultaram em cerca de sete milhdes de vidas perdidas (Doocy et al., 2013). E compreensivel, portanto,
que as sociedades sempre tenham se esforcado para reduzir as catastrofes de inundagdes por meio de
instrumentos de gerenciamento de enchentes.

O Rio Doce percorre extensas areas dos estados de Minas Gerais e Espirito Santo, sendo uma
importante bacia e fonte crucial de pesca e recursos para a cidade de Governador Valadares. No entanto,
devido ao alto nivel de assoreamento de suas margens, essa cidade enfrenta enchentes regulares com
impacto significativo para os moradores das areas na planicie de inundagdo (Amorim et al., 2018).

Em 11 de janeiro de 2022, Governador Valadares registrou a terceira maior enchente historica,
onde o rio atingiu 4,35 metros. O maior nivel do rio na cidade ocorreu em 1979, quando o rio Doce
atingiu 5,18 metros, enquanto o segundo em 1997 com 4,77 metros. O alerta do risco de enchentes
comega a partir de 3,2 metros, e a partir de 3,6 metros se caracteriza como inundacio (SAAE, 2022).

Devido a gravidade dos danos causados pelas enchentes, a criagdo de ferramentas de previsao
para o nivel do rio tornou-se importante instrumento para mitigar impactos do fendmeno. Com base
nessa necessidade, este artigo tem como objetivo desenvolver um modelo estatistico de previsdo de
enchentes do rio Doce na cidade de Governador Valadares, em Minas Gerais. Espera-se que essa
abordagem proporcione informagdes mais precisas € oportunas para a gestdo de situagdes criticas e
contribua para a redugfo dos riscos associados as enchentes.
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Revisdo Bibliografica

Nesta secdo, discutem-se algumas pesquisas relacionadas a aplicacdo de modelos para previsdes
do fluxo de rios e prevengdes de enchentes.

De acordo com Sorooshian et al. (2008), um modelo ¢ uma representagdo simplificada de um
sistema do mundo real. O melhor modelo é aquele que fornece resultados proximos a realidade com o
uso do menor numero de parametros e complexidade do modelo.

Na regido Sul Fluminense, no interior do estado do Rio de Janeiro, Brasil, Meza (2021) estudou
a previsdo de inundagdes na cidade de Volta Redonda, que esta localizada as margens do rio Paraiba do
Sul e sofre com frequentes inundagdes. O ponto principal da pesquisa foi a utilizagdo de um modelo de
regressdo linear generalizada, em inglés: "generalized linear model" (GLM), do tipo multipla. As
variaveis de entrada foram dados historicos de vazdes de trés pontos de medicdes diferentes do nivel do
rio. O autor também combinou a técnica de regressdo multipla com a otimizagdo por enxame de
particulas, “particle swarm optimization” (PSO), alcangando um menor erro estatistico de previsao. O
erro percentual absoluto médio, “mean absolute percentage error” (MAPE), foi de 0,1758% para a
combinagdo das técnicas. O MAPE ¢ um tipo de calculo de erro que expressa a porcentagem média dos
desvios (em valor absoluto) entre os valores reais e as previsdes. Além do disso, foi desenvolvido um
aplicativo confidvel para alertar sobre o risco de inundagdes do rio Paraiba do Sul em Volta Redonda.

Tadesse et al. (2017) estudaram o rio Waterval, na Africa do Sul, que é essencial para o
planejamento e gerenciamento do sistema da operacéo do reservatdrio de Vaal Dam. Segundo o autor,
ndo havia informagdes disponiveis na literatura sobre a previsdo de fluxos de rios nessa regido. Ele
utilizou o modelo “Seasonal Autoregressive Integrated Moving Average” (SARIMA) de pardmetros
(3,0,2)x(3,1,3)[12] para previsdes do fluxo médio mensal. O modelo obteve um erro estatistico “root-
mean-square error” (RMSE) de 1,342. O RMSE ¢é um tipo de erro que calcula a média das raizes
quadraticas dos desvios entre os valores reais e as previsdes. O modelo selecionado apresentou bom
desempenho, com previsdes proximas aos valores observados, sendo util para o planejamento e
gerenciamento do sistema do rio Waterval e operagdo do reservatério Vaal Dam.

Coleta e tratamento de dados

O estudo utilizou dados de medi¢des de vazao horaria do Rio Doce na estacdo de Governador
Valadares (codigo 56850000, registrada como "UHE GOVERNADOR VALADARES"). Esses dados
sdo gerenciados pela Agéncia Nacional das Aguas (ANA) e estdo acessiveis por meio da plataforma
"HidroWeb" (ANA, 2023). A analise abrangeu um periodo de quatro anos, de 2018 a 2022, excluindo
os anos anteriores a 2017 devido a falta significativa de registros naquele ano. Os dados foram
transformados em médias a cada seis horas para aprimorar a previsdo de inundagdes, pensando em uma
previsao com tempo habil de resposta a mitigagdo de danos.

Uma analise exploratoria envolveu a remocdo dos horarios sem valores (cerca de 1% dos
registros), também se avalia a normalidade dos dados por meio de um histograma de frequéncia, além
da aplicagdo do teste de Shapiro-Wilk, o qual avalia a hipdtese nula de que os dados seguem uma
distribui¢ao normal (Royston 1992). Por fim, verifica-se a estacionariedade da série por meio do teste
de Dickey-Fuller (Dickey et al., 1979). Essas etapas t€ém o objetivo de garantir a qualidade dos dados
para as analises subsequentes.

SARIMA

O modelo estatistico "seasonal autoregressive integrated moving average" (SARIMA) foi
escolhido para analisar os dados de fluxo de 4gua do rio devido a sua capacidade de incorporar
tendéncias e variagOes aleatorias nos dados, lidar com padroes sazonais ao longo do tempo e oferecer
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simplicidade em comparagdo com métodos mais complexos. Isso o torna uma escolha eficaz para a
analise de séries temporais de fluxo de agua de rios. O SARIMA ¢é um modelo sazonal que incorpora
tanto fatores ndo sazonais quanto sazonais em um modelo multiplicativo. A Equagéo (1), segundo
Morettin (2006), apresenta a notagdo abreviada para um modelo SARIMA(p, d, q)(P, D, Q)s:
®p(B)@(B)V;Vx, = 0o(B*)0(B)w, (1)

Onde {w,} ¢ a série temporal ndo estacionaria, {x,} € o processo de ruido branco gaussiano, "s"
¢ o periodo da série temporal. Os componentes autoregressivos ¢ de média movel ordinarios sdo
representados por polindmios ¢(B) e 6(B) de ordens "p" e "q". Os componentes autoregressivos e de
média mével sazonais sdo representados por ®(B%) e @(B°®) de ordens P e Q. Os termos V, e V2 sdo
componentes de diferenca ordinaria e sazonal de ordens d e D, B ¢ o operador de deslocamento ou atraso
da observagao no tempo.

Todo o desenvolvimento do modelo sera realizado através do “software” R (R Core Team, 2021).

Treino e teste do modelo

Ap6s a definigdo e tratamento da base de dados, € necessario dividi-la em duas partes: treinamento
e validag@o. O periodo escolhido para a fase de treinamento compreende de 01/01/2018 até 08/01/2022.
Essa escolha se deve ao fato de que, em 11/01/2022, a cidade de Governador Valadares enfrentou uma
das maiores enchentes registradas no municipio (SAAE, 2022).

Portanto, ¢ relevante testar o modelo para capturar os eventos ocorridos proximos dessa data. Para
a etapa de teste, o modelo gerara previsdes futuras que serdo comparadas com os dados reais. Apds cada
previsao, o modelo serd atualizado com o dado real correspondente e, em seguida, uma nova previsao
sera gerada e comparada com o préximo dado real. Esse processo sera repetido durante o periodo de 10
dias na base de validacdo, com o objetivo de analisar o comportamento do modelo nos dias mais criticos
da inundagdo ocorrida em 2022.

A Tabela 1 apresenta um resumo da estrutura da base de dados e suas divisdes entre conjunto de
treinamento e conjunto de teste.

Tabela 1: Resumo da estrutura da base de dados do Rio Doce na estagdo 56850000
Dados Frequéncia Periodo Adaptagao Base de treino  Base de teste
Nivel em cm Horaria 2018-2022 Médias de 6h << 07/01/22 >> (08/01/2022

Defini¢do de parametros

E crucial analisar a dependéncia temporal da série de dados usando a fungio de autocorrelagio
(FAC) e a fung@o de autocorrelagao parcial (FACP) para determinar os parametros do modelo SARIMA.
A FAC ajuda a identificar a dependéncia temporal geral, enquanto a FACP isola a correlagdo direta
entre valores presentes e passados, auxiliando na escolha do termo autorregressivo, “autoregressive”
(AR) e do termo de média movel, “moving average” (MA) do modelo (Morettin 2006).

Além da analise grafica das func¢des de autocorrelag@o, também utiliza-se a funggo "auto.arima”
do pacote "forecast" no R (Hyndman e Khandakar 2008). Essa funcdo automatiza a selecdo de
pardmetros com base em critérios estatisticos como “Akaike information criterion” (AIC) e “Bayesian
information criterion” (BIC).

O periodo sazonal escolhido para o SARIMA foi de 4 passos devido a natureza horaria dos dados
organizados em intervalos de 6 horas. Dessa forma, os padroes sazonais de curto prazo diarios sdao
capturados para o fluxo do rio.
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Validacao do modelo

Para verificar a presenca de autocorrelagdo serial nos residuos para diagnosticar a adequagdo do
modelo ajustado, aplica-se o teste Ljung-Box. Ele testa a hipdtese nula de que ndo ha autocorrelagio
nos residuos até um determinado nimero de defasagens (Ljung et al. 1978).

Resultados

A Figura 1 traz a evolugdo do nivel do rio Doce ao longo dos tiltimos anos, nota-se picos elevados
durante os periodos de verdo de cada ano, com destaque para o ocorrido no inicio de 2022.
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Figura 1: Nivel do Rio Doce ao longo dos tlltimos anos

A Figura 2 compara a série original com a série logaritmizada através da transformacao
logaritmica na base 10. Na primeira imagem ¢é possivel notar uma distribui¢do assimétrica e positiva

(cauda direita) que foi reduzida ap6s a transformagao.
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Figura 2: Comparagdo do nivel do Rio Doce, dados reais versus simulagio

O teste estatistico de Shapiro-Wilk confirma a distribuicdo normal dos dados apds a
logaritmizagdo, resultando em um valor de p de 0,0631 para o teste, logo ndo ¢ possivel rejeitar a
hipétese nula de que os dados possuem uma distribuicdo normal a um nivel de significancia de 95%.

A Figura 3 traz as fungdes de autocorrelacdo (FAC) e autocorrelagdo parcial (FACP) geradas na

analise.
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Figura 3: FAC e FACP da série temporal

O grafico da FAC aponta um decaimento lento, o que indica que a série ndo ¢ estacionaria, propde-
se entdo uma diferenciagdo na propria série a fim de estabilizar a média.
A Figura 4 apresenta a FAC e FACP apos a aplicacdo de uma diferenciag@o na série.
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Figura 4: FAC e FACP da série temporal apds uma defasagem

Ap6s a diferenciacdo, € possivel observar que uma diferenciagcdo de ordem d=1 ¢ suficiente. A
estacionariedade é confirmada pelo teste de Dickey-Fuller, o qual resultou em um valor de p menor que
0,01, rejeitando a hipotese nula de ndo estacionariedade para os dados diferenciados.

A FAC também sugere uma ordem ndo sazonal =2 ¢ uma ordem sazonal Q=1, isso por causa da
presenca de picos significativos apenas nas posi¢des sazonais multiplas de 4. Quanto a FACP, os
resultados sugerem uma ordem néo sazonal p=3 e uma ordem sazonal P=2, considerando picos sazonais
nas posigoes 4 ¢ 8. A rapida taxa de decaimento nas fungdes FAC e FACP sugere um valor de D=0. Ao
gerar o0 modelo SARIMA com esses parametros, obtém-se um erro MAPE de 0,6437%. No entanto,
analises estatisticas mais precisas sdo necessarias para confirmar a escolha dos pardmetros em relagao a
analise grafica.

Com base na fun¢@o auto.arima do pacote "forecast" do R, o modelo SARIMA (2, 1, 3)(2, 0, 2)4
foi sugerido para a previsao dos fluxos do rio Doce. Este modelo apresentou um erro MAPE de 0,6428%,
valor menor do que o modelo estimado pela andlise grafica, sendo, portanto, o critério para a escolha do
modelo neste estudo.

O valor do BIC para o modelo foi de -27458,32, enquanto o AIC foi de -27524,96. Estes testes
AIC sdo utilizados na avaliagdo de modelos O teste estatistico de Ljung-Box realizado no modelo
resultou em um valor de p de 0,9913, indicando que ndo ha autocorrelagdo significativa nos residuos,
pois, ndo ¢ possivel rejeitar a hipotese nula de independéncia.
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Os termos @; e @, representam os coeficientes autorregressivos dos componentes néo sazonais,
enquanto 01, 02, 03 representam os de média movel dos componentes ndo sazonais. Ja os termos @, e @,
representam os coeficientes autorregressivos sazonais enquanto ®; ¢ ®, sdo os de média movel dos
componentes sazonais.

A Tabela 2 permite a comparagao do erro deste modelo em relacdo aos outros modelos discutidos
na se¢do de revisdo bibliografica.

Tabela 2: Resumo dos resultados deste e de alguns outros trabalhos

Rio Autor Método Previsao MAPE RMSE
Paraiba do Sul (BR) Meza (2021) GLM & PSO Horaria 9

Waterval (ZA) Tadesse et al. (2017) SARIMA Mensal | 1,3420
Rio Doce (BR) Autores SARIMA 6 horas 0,64% 0,0224

O estudo revelou um alto potencial de previsdo ao adotar dados organizados em intervalos de 6
horas, uma escolha adequada para lidar com o tipo de elevacdo do nivel do Rio Doce. Embora tenha
apresentado um desempenho ligeiramente inferior em comparagdo com o modelo de previsdo horaria
do Paraiba do Sul, é fundamental compreender que o comportamento do Rio Doce se difere desse rio,
pois o aumento do volume se caracteriza por ser gradual e lento por causa do seu nivel de assoreamento.

A escolha da organizagdo dos dados (mensais, horarios, etc.) depende dos objetivos da pesquisa.
O estudo realizado na Africa do Sul optou por previsdes mensais, uma vez que seu foco estava na
avaliagdo do volume de agua do reservatorio local para geracdo de energia. Por outro lado, a previsdo
horaria no Rio Paraiba do Sul se justifica devido a proximidade da cidade de Volta Redonda em relaggo
ao leito do rio e sua rapida subida.

A previsdo com 6 horas de antecedéncia possibilita uma resposta agil a elevacao do nivel do rio,
enfatizando a importancia de selecionar modelos de previsdo adequados para as particularidades de cada
situagao.

A Figura 5 ilustra o desempenho de validagdo do modelo de previsdo horaria durante os 10 dias
proximos aos momentos mais criticos da inundagdo em 2022 na cidade de Governador Valadares.
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Figura 5: Nivel do Rio Doce, dados reais versus dados simulados

E evidente que o modelo demonstrou um ajuste notavel em relacdo as medigdes reais,
conseguindo prever com precisdo as fases de ascensdo, picos e declinio na curva.

Conclusoes

Este estudo destaca a eficacia do modelo SARIMA na previsdo hidroldgica, apresentando baixo
erro de modelagem (MAPE de 0,64% e RMSE de 0,0224) para o Rio Doce. Uma caracteristica
fundamental deste estudo ¢ a previsdo com 6 horas de antecedéncia. Essa abordagem difere dos modelos
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de previsdo horaria tradicionais, sendo adotada com base nas caracteristicas especificas do Rio Doce e
considerando o impacto das enchentes na cidade de Governador Valadares.

O SARIMA se revela uma ferramenta valiosa para prever enchentes de maneira eficaz.
Recomenda-se expandir a pesquisa para incluir previsdes horarias e mensais, permitindo comparagdes
adicionais com estudos anteriores. Além disso, pretende-se explorar a implementagdo do método GLM
com PSO nos dados do Rio Doce e comparar seus resultados com o desempenho do SARIMA, com o
objetivo de aprimorar ainda mais as previsdes em beneficio da comunidade local.
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Resumo: O mercado de investimento em criptomoedas tem experimentado um crescimento exponencial
desde o surgimento do Bitcoin em 2009. No entanto, a previsdo dos valores associados a esse novo ativo financeiro,
um aspecto fundamental para orientar os investidores sobre o melhor momento para comprar e vender seus
Bitcoins, permanece como um grande desafio. Desde 2017, observa-se um aumento significativo no nimero de
publicacdes que empregam analises de séries temporais para projetar valores de diversas criptomoedas. O objetivo
deste artigo é conduzir uma revisdo sistematica destinada a identificar os modelos que tém sido objeto de estudo
e que tém demonstrado melhor desempenho, bem como implementa-los. Apés identifica-los, sdo realizados
experimentos de modelagem, anélise de desempenho e comparacao entre modelos ARIMA e LSTM. Os resultados
mais promissores surgiram da sinergia entre essas duas abordagens, indicando que uma abordagem hibrida pode
proporcionar vantagens na previsdo dos valores do Bitcoin. Existem diversos modelos de previsdo de séries
temporais, tanto modelos estatisticos quanto modelos de aprendizagem de maquina, por isso é proposto que sejam
utilizadas diferentes combinacdes de modelos a fim de otimizar os resultados na previsdo dos valores do Bitcoin.

Palavras-chave: Séries Temporais. Bitcoin. Previsdo. Revisdo Sistematica. ARIMA. LSTM.
1. Introducéo

A andlise de séries temporais compreende a avaliagdo de conjuntos de observagdes ao longo do
tempo, abrangendo diversos contextos, como dados climaticos, vendas empresariais, resultados médicos
e valores financeiros. Suas principais finalidades, conforme descritas por (MORETTIN e TOLOI, 2006),
sdo: 1) compreender a geracdo da série; 2) realizar previsdes de curto e longo prazo; 3) descrever 0s
comportamentos da série, identificando tendéncias e padr@es; e 4) identificar periodicidades relevantes
nos dados.

Em meio a esse cenario de avanco tecnolégico, (NAKAMOTO, 2008) publicou o artigo "Bitcoin:
A Peer-to-Peer Electronic Cash System", cujo objetivo foi criar uma moeda digital descentralizada e um
sistema de pagamento eletrénico que ndo dependesse de uma autoridade central, como um governo ou
um banco central. Nakamoto criou o Bitcoin, a primeira criptomoeda, e introduziu o conceito de
Blockchain. Atualmente, existem mais de 20.000 criptomoedas, mas este mercado ainda € volatil e os
precos das criptomoedas apresentam oscilacBes severas, 0 que apresenta um grande risco aos
investidores. O Bitcoin e o0 Ethereum sdo as principais criptomoedas, representam 40% e 20% do total
do mercado, respectivamente, enquanto as outras criptomoedas dividem os 40% restantes.
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Figura 1: Gréfico do preco do Bitcoin de 20/12/2016 a 17/12/2018 Fonte: TradingView

Em 2017, o Bitcoin registrou um notavel crescimento de 2132,42%, seguido por uma subsequente
retracdo de 83,13% no ano seguinte, exibindo assim um grau exorbitante de volatilidade intrinseca. Este
acentuado aumento experimentado em 2017 instigou um notorio incremento na pesquisa e investigacao
relacionados ao Bitcoin, inclusive no escopo da analise de séries temporais, com o proposito de antecipar
seu valor futuro. Em vista deste contexto marcado por flutuagGes extremas, torna-se imperativo para 0s
investidores dispor de instrumentos analiticos que lhes permitam antever tanto os movimentos
ascendentes quanto os declinantes desta criptomoeda.

2. Metodologia

2.1. Teste de Shapiro-Wilk

De acordo com (SHAPIRO, 1965), o teste de Shapiro-Wilk avalia a normalidade de uma amostra
de dados. A hipdtese nula (HO) presume que os dados seguem uma distribuicdo normal, enquanto a
hipétese alternativa (H1) sugere o contrario. A estatistica do teste (W) baseia-se nas discrepancias entre
os valores observados e os esperados sob uma distribuicdo normal. Calcula-se um valor-p, e se for menor
gue um nivel de significancia geralmente definido em 0,05, rejeita-se a hip6tese nula, indicando que os
dados ndo s&o normalmente distribuidos.

2.2. Transformacéao de Box-Cox

A transformacédo de Box-Cox (BOX, 1981) € uma técnica estatistica empregada para estabilizar
a variancia e aproximar os dados de uma distribuicdo normal e uma varidncia constante.

A formulacdo da transformacéo Box-Cox € a seguinte:

Y; = x}, se A1>0
Y, =Ln(x;), se A1=0 1)

Y, = (xl-’l) , se A<0
Onde:
Y(X) ¢ a série transformada.
Y séo os dados originais.
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A € o pardmetro de transformacéo. Este pardmetro pode assumir qualquer valor real, e a escolha
do valor 6timo de A ¢ fundamental para a eficdcia da transformacao.

2.3. ARIMA

ARIMA (Auto Regressive Integrated Moving Average), é um modelo estatistico amplamente
utilizado para andlise e previsdo de séries temporais, conforme explicado por (BOX, 2008), é uma
abordagem matematica essencial para a analisar e entender séries temporais e previsoes.

De acordo com (BAYER, 2010), ele representa séries temporais como um processo estocastico
expresso matematicamente.

Conforme explicado por (ZHANG, 2003), um modelo ARIMA é denotado como ARIMA(p, d,
g), onde "p" é a ordem do componente autorregressivo, "d" é a ordem de diferenciacdo e "q" é a ordem
do componente de média movel.

(PINTO MOREIRA DE SOUZA, 2017) demonstram que a escolha desses valores é crucial na
modelagem ARIMA, e cada pardmetro € um namero inteiro maior ou igual a zero.

2.4. Redes LSTM

As Redes Neurais de Memdéria de Longo Prazo (LSTM), introduzidas por (HOCHREITER e
SCHMIDHUBER, 1997), sdo uma evolugdo das Redes Neurais Recorrentes (RNN) que abordam a
limitagdo relacionada a memoria. Enquanto as RNN tradicionais enfrentam desafios ao capturar
conexdes de longo alcance na rede, (GREFF, 2016) demonstra que as LSTMs foram projetadas para
resolver esse problema incorporando um modulo de repeticdo especial com quatro camadas de redes
neurais interagindo de maneira Unica.

O elemento central das LSTMs € o estado da célula, que percorre toda a estrutura da rede e pode
ser modificado por meio de portdes. Esses portdes consistem em uma camada de rede neural com fungéo
de ativacdo sigmoide e operacdo de multiplicagdo, permitindo controlar a quantidade de informagdes
gue entra ou sai do estado da célula LSTM. Essa arquitetura foi projetada para lidar eficazmente com
dependéncias de longo prazo em dados sequenciais.

3. Resultados

Foram escolhidos dois softwares, sendo um para a Revisao Sistematica e outro para a modelagem.
Para a Revisdo Sistematica foi escolhido o StArt® (State of the Art through Systematic Review), por
ser um Software gratuito, desenvolvido com intuito de organizar e auxiliar o processo de Reviséo
Sistematica. Para a modelagem foi escolhido o software R® com os pacotes de extensao forecast, MASS,
tseries, keras, tensorflow e reticulate que fornecem as fungdes necessarias aos testes realizados.

3.1 Anédlise da Revisdo Sistematica

Foi realizada uma Revisdo Sistematica, pesquisando artigos, teses e dissertacdes, publicados a
partir de 2017, contendo as palavras-chave: “séries temporais™, previsdo, bitcoin, volatilidade; “time
series”, prediction, cryptocurrency, forecast, volatility.

Apos aplicacdo dos critérios, foram selecionados 13 trabalhos para compor a Revisdo Sistematica.
Onde foi possivel identificar quais os métodos que tém apresentado melhores resultados e os mais
utilizados dentre estes.

MODELO ARTIGOS QUANTIDADE
ARIMA (AMJAD e SHAH, 2017), 5
(GARCIA, 2021), (SILVA, 2021),
(DERBENTSEV, 2019), (DESEV,
2019)
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LSTM (ADEGBORUWA, 2019), 3
(GARCIA, 2021), (SILVA, 2021)

RNN (KODAMA, 2017), (ALMEIDA, 3
2019), (ARGUELLES, 2018)

HMM (KODAMA, 2017), (SILVA, 2
2021)

SVM (GARCIA, 2021), (ARGUELLES, 2
2018)

Tabela 1: Modelos mais utilizados

Dentre os métodos utilizados nos artigos, 0 que apresenta 0 maior nimero de apari¢des sdo: o
ARIMA, com um total de 5 utilizagdes entre os artigos. Em segundo lugar temos 0 LSTM e 0 RNN
empatados, com 3 apari¢des cada e em terceiro lugar temos 0 HMM e 0 SVM com duas aparicGes cada.
Portanto foram selecionados os modelos ARIMA e LSTM para serem implementados.

3.2. Analise da Série Temporal
Foram capturados dados de valores diarios do Bitcoin, no periodo de 17/09/2014 até 24/05/2023.
Para uma primeira analise da série, foi construido o gréafico da mesma.

Dados Historicos do BTC
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Figura 2: Gréfico do preco do Bitcoin diario de 17/09/2014 a 24/05/2023

Apesar de grandes oscilagBes, é possivel verificar que a série apresenta forte tendéncia de
crescimento. No teste de sazonalidade, usamos a fun¢do decompose no R®. Esta fungdo pode nos
retornar o periodo em que a sazonalidade ocorre ou simplesmente um valor zero quando ndo ha
sazonalidade. No caso da série que estamos analisando, a funcédo retornou zero, o que significa que ndo
ha sazonalidade presente.

3.3. Andlise da Normalidade

Foi realizado o teste de Shapiro-Wilk no R®, através da funcdo shapiro.test para verificar a
normalidade da série. O valor da estatistica de teste (W) foi 0.786, porém o valor-p (2.2e-16) é
praticamente zero, o que indica que os dados ndo seguem uma distribuicdo normal. Com base neste
resultado, podemos concluir que os dados ndo s&o normalmente distribuidos.

3.4. Tentativa de Normalizagdo da Série - Transformacédo de Box-Cox

Para tentar normalizar a série foi utilizada a transformacdo de Box-Cox, através da funcédo
BoxCox do R®. Apds aplicar a transformacdo de Box-Cox, o teste de Shapiro-Wilk apresentou
resultados semelhantes ao anterior com um valor-p praticamente zero. Indicando que a série ndo foi
normalizada.
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3.5. Anélise de Modelos ARIMA

Foram realizados testes utilizando o auto.arima do R. O melhor modelo selecionado para a série
foi 0 ARIMA(0,1,0). Isso significa que ndo ha termos de autorregresséo (p = 0) ou termos de media
movel (g = 0) no modelo. O termo de diferenciacdo é d = 1, indicando que a série temporal foi
diferenciada uma vez para torna-la estacionéria.

> auto.ari rie_temporal, trace=TRUE, ap imation = FALSE)

ARTIMA(2,1,2)( 1)[365] with drift Inf
ARIMA(0,1,0) with drift : 49692.67
ARIMA(1,1,0)(1,0,0)[365] with drift : Inf
ARIMA(0,1,1)(0,0,1)[365] with drift : Inf
ARIMA(0,1,0) : 49691.01
ARIMA(0,1,0)(1,0,0)[365] with drift : Inf
ARIMA(0,1,0)(0,0,1)[365] with drift : Inf
ARIMA(0,1,0)(1,0,1)[365] with drift : Inf
ARIMA(1,1,0) with drift : 49692.9
ARIMA(0,1,1) with drift : 49692.93
ARIMA(1,1,1) with drift : 49694.92

Best model: ARIMA(0,1,0)

series: serie temporal
ARIMA(0,1,0)

sigmar2z = 642981: Tog likelihood = -24844.5
ATC=49691.01 ATCc=49691.01 BIC=49697.03

Figura 3: Fungdo Auto.Arima para recomendagdo do modelo Fonte: Autor

De acordo com os resultados dos testes de ajuste do modelo, 0 mais aderente apresentou somente
uma diferenciagdo, sem coeficientes significativos para a parte autorregressiva e de média movel. Por
isso, sera feito um modelo hibrido com LSTM.

3.6. Anélise de Redes LSTM

Foi desenvolvido um cédigo em R® para criar, treinar e avaliar um modelo LSTM (Long Short-
Term Memory). O protocolo de desenvolvimento se deu nas seguintes etapas:

o Carregar e Pré-processar Dados: Para evitar que nimeros muito grandes ou muito pequenos
causem instabilidade nos célculos internos da rede, os dados histéricos do Bitcoin foram carregados e
submetidos a um processo de normalizagdo. Isto é, os extremos da série foram ajustados para se situarem
dentro da faixa entre O e 1.

e Criar Sequéncias de Dados: Os dados foram divididos em sequéncias de entrada e saida para o
treinamento do modelo, usando uma janela de tempo deslizante.

¢ Dividir em Treinamento e Teste: Os dados foram divididos em conjuntos de treinamento e teste
para avaliar o modelo.

e Construir o Modelo LSTM: Um modelo LSTM foi construido com uma camada LSTM, uma
camada de dropout para evitar overfitting e uma camada de saida densa.

e Compilar 0 Modelo: O modelo foi compilado com uma funcdo de perda e otimizador
especificados.

e Treinar o Modelo: O modelo foi treinado com os dados de treinamento, especificando o nimero
de épocas e tamanho do lote.

e Fazer Previsdes: O modelo treinado foi usado para fazer previsdes dos pregos do Bitcoin.

¢ Avaliar o0 Modelo: O desempenho foi avaliado utilizando as métricas MSE, RMSE, MAE e
MAPE.

3.6.1 Modelo LSTM com dados originais

Assim, procedeu-se & inclusdo da série temporal contendo os precos didrios do Bitcoin,
registrados no periodo de 17/09/2014 a 24/05/2023, na Rede LSTM. Os resultados desse processo estéo
documentados na tabela 2.
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Erro LSTM
MSE 0.01929618
RMSE 0.1389107
MAE 0.1108154
MAPE 23.6%

Tabela 2: Calculo dos Erros do LSTM

3.6.2 Modelo LSTM com dados diferenciados

Apobs constatar que o0 modelo ARIMA(0,1,0), abordado no item 3.5, se restringe a apenas uma
diferenciagdo da série, ausente de componentes AR e MA, a decisdo foi tomada para examinar o
desempenho do modelo LSTM empregando esta série diferenciada. Os resultados dessa analise sdo
detalhados na tabela 3.

Erro LSTM
MSE 0.008603095
RMSE 0.09275287
MAE 0.06124054
MAPE 13.7%

Tabela 3: Calculo dos Erros do LSTM utilizando dados diferenciados

Na Tabela 3, observa-se uma melhora significativa nos resultados quando o0 modelo é executado
com os dados diferenciados. Evidencia-se um aprimoramento de aproximadamente 40% em comparagéo
com 0 uso dos dados em sua forma original.

4. Conclusoes

Através da Revisdo Sistematica, identificou-se que, entre 0os modelos que apresentaram 0S
melhores resultados, ARIMA e LSTM se destacaram como 0s mais pesquisados. Entretanto, ao
implementa-los, uma abordagem ARIMA(0,1,0) foi sugerida como a mais aderente, indicando uma
simples diferenciacdo na série temporal. Notavelmente, essa diferenciacdo serviu como base para o
aprimoramento dos resultados do modelo LSTM, que apresentou um importante ganho de desempenho,
atingindo um aumento de aproximadamente 40%.

Esses resultados revelam que as redes neurais, quando combinadas com modelos estatisticos,
podem demonstrar melhorias notaveis em sua capacidade preditiva. Vale ressaltar que, embora a
Revisdo Sistematica tenha mencionado a existéncia de pesquisas que exploraram outras arquiteturas de
redes neurais, como 0 RNN, a integracdo desses modelos com 0 ARIMA ndo pdde ser realizada devido
a restrigdes de tempo.

Como sugestdo para trabalhos futuros, indica-se a realizacdo de analises abrangentes, explorando
diferentes combinacOes entre modelos estatisticos e algoritmos de aprendizado de maquina, a fim de
aprofundar o entendimento das sinergias potenciais entre essas abordagens distintas.
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Resumo: A Formulagio Variacional Ultra Fraca (UW VF) se apresenta como uma metodologia promissora para
a simulagdo de varios fendomemonos ondulatérios. No entanto, o sistema linear oriundo da discretizacdo dessa
formulacdo pode ser bastante mal condicionado. Nessa pesquisa, fazemos uma andlise do condicionamento do
sistema linear subjacente em relagdo a escolha de certas familias de fun¢des de base

Palavras-chave: Formulacdo Variacional Ultra Fraca. Sistemas Mal Condicionados. Ondas Cilindricas. Fungdes
de Bessel.

Introducao

A aproximacgdo numérica de problemas de propagacdo de ondas é um tema de grande relevancia
cientifica. A fidelidade da modelagem matematica em relagdo ao fendmeno fisico e a complexidade
computacional dos algoritmos utilizados sdo pontos de discussdo fundamentais. Os métodos numéricos
que utilizam ondas planas como fun¢des de base tém sido amplamente estudados em fisica computaci-
onal e andlise numérica, com o objetivo de aproximar a solu¢do da equacdo de Helmholtz. O interesse
por métodos que utilizam func¢des de base mais sofisticadas aumentou recentemente, visando os desafios
encontrados em problemas de alta frequéncia.

O método da formulacdo variacional ultra fraca (UWVF) com fungdes de base de ondas planas,
introduzido por Cessenat, mostrou-se uma ferramenta computacional til para a solu¢do numérica da
equacdo de Helmholtz.

Nesta pesquisa, investigamos o uso de ondas cilindricas como fun¢des de base na UWVF para a
equacdo de Helmholtz ndo homogénea, buscando solugdes aproximadas altamente precisas. Em particu-
lar, consideramos as func¢des de Bessel de primeiro tipo como fun¢des de base, explorando o comporta-
mento do nimero de condicionamento do sistema linear em relacdo ao tipo e nimero de fun¢des de base
escolhidas, bem como o tipo de elemento finito utilizado na discretizacdo do dominio computacional.
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O Problema de Helmholtz

Seja Q um meio nao homogéneo. Consideremos o seguinte problema de Helmholtz:

(%) <%
Vil=Vu| +—u=f, emQ
p P

1du . 1du .
<pan—16u> —Q<—pan—lcu> +g em I’

Note que, se Q = —1, a condicdo de fronteira € do tipo Dirichlet. Se Q = 1 a condicdo de fronteira
€ do tipo Neumann e se Q=0, a condicdo de fronteira € do tipo Robin. Na segunda equacdo, g é uma
funcio conhecida.

Formulacao Variacional Ultra Fraca (UWVF)

Na Formulag@o Variacional Ultra Fraca (UWVF) o dominio do problema é particionado em um
conjunto de elementos finitos {K;,K>, -+ ,Ky}, dois a dois disjuntos, formando uma malha. Vamos
denotar por Y, ; a borda entre os elementos K e K, por ny o vetor normal em dK; e a borda exterior por
Iy =dQNJIK,.

Além das caracteristicas geométricas, a malha para a UWVF € construida de tal forma que, em cada
elemento K}, os parametros fisicos p e k sejam constantes.

ny

Figura 1: Malha particionada em elementos finitos.

Essa abordagem de particionar o dominio em elementos finitos permite uma representacio mais lo-
calizada e adaptdvel da solucdo, permitindo uma melhor resolu¢do do problema em regides de interesse.
A malha pode ser refinada, adicionando mais elementos finitos onde necessério, para obter uma solucio
mais precisa.

Com isso, o problema de Helmholtz pode ser decomposto em subproblemas, todos em meios ho-
mogeneos.

Auy + k,%uk =0, emK;

1 8uk . ) < 1 a’/‘k . >
———— — 10U = —— —=—— — 10U + emF
<Pk on ‘ ¢ Pr Ony ¢ 8 ‘

Com condigoes de transmissao através de uma borda } ;. ; dadas por
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U =Uj

1 8uk . 1 8Ltj

Px Iny pjon;’
Essa condi¢des garantem a continuidade de u através das interfaces entre os elementos da malha.
Entédo para cada elemento K} temos o seguinte problema:

Auy + k]%l/tk =0, emK;

1d 140
<uk—i6uk> :Q<—uk—16uk> +g emlI}
n n;

1 (9I/tk 1 3uj
—s— =——=. emX;
Px Ing pj on;

Supondo u;, € H*(K}) e definindo uma nova fungio no “esqueleto” da malha:

1 d
o <<_ank_"’k> ”k) ok, k=1,2,3,---N

obtemos,por integrac¢do, que
N 1 1 0
Y / — Xk (——=— —io)v =
=1 0Kx Ok Pk 8nk

Y [ oL oY 2 [
— =— — IO} )Uup\ — =— — IO )V| — —zl V.
= Jok. pr Iy Pr Iy = K

para todas as fungdes teste v; que satisfagam a equacdo de Helmholtz adjunta, ou seja,

Ay — K} = 0.

Como dK; = U i, j Uk, podemos escrever

J .
Z/()Kk or k pkﬁ—lck)vk_

Z Z / — (o) Vit

Zk} pk an

1

Z [ Q)( (—i—lck) Vi + i(—i—ldk vk] Z 21

= oo™ pr Ing I, Ok Pk N

Essa é a formulag@o variacional ultra fraca para o problema de Helmholtz em meios heterogéneos.
Definamos ainda F; : L?>(dK;) — L*(9K}) por

1 0 .
Fi(yk) = (ﬁale —i0k)vilok,»

onde v; € H'(K;) satisfaz a equaciio de Helmholtz e (— aink — i0)vk = yx em 0K

1
Pr
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Com isso a UWVF se apresenta como:

N
Z/ 7Xk)’k_ Z Z XkFK
k=17 9Kk

=1j= IGk

N N
Z/ = xcFx (yk) Z/ 7FK )=2iY | fw
l"k k=1 K

k=1/Tx Ok

Nessa formulacdo para UWVF as fungdes desconhecidas ) sdo calculadas em JdKj usando as
fungdes teste yi, que também sdo fungdes em JdK;. Uma vez calculados os s, temos que, pelas
condicdes de transmissao

Xi+xj=—2iou; emXy;.
Portanto,

1
— (e +xj)-

Uy, = 20

Discretizacao

A UWVF ¢ discretizada usando o método de Galerkin. Entdo devemos escolher subespacos de
dimensio finita dos espacos L?(dKy), k = 1,2,--- ,N.

Para cada elemento K; da malha, uma familia finita de fun¢des ¢y, [ = 1,2,--- ,n; € escolhida
satisfazendo a equac@o de Helmholtz adjunta em Kj e ¢ ; = 0 em Q — Kj.. O espaco aproximante discreto
de L?(9K) é formado por todas as fungdes y¢ tais que

J .
;)’kl PaT_le))(Pk’l emX; k=1,2,---,N.

Analogamente

N 1 0
k= i(——=——i0k))pk; emX,; k=1,2,--- N
X, lzzlx,( pkank ))¢7 J

onde { ka}ﬁV:" | sd0 os pardmetros a serem calculados. Note que Fi(y{) = Zf’:k | kal(iaink —i0y))Prs. O
problema aproximado para a UWVF € obtido substituindo o y por x; € yx por y{.
O problema aproximado para a UWVF tem a seguinte escrita matricial:

(D—C)X =b,

onde X = (Xllv"' s XING X215 5 X2Ne """ s XN1 7%NNk)T €

Dy, 0 0 ... O

0O D 0 ... O
D= 0 0 D3 0 ,

(0 0 0 .. Dyj

onde é uma matriz Hermitiana e Positiva Definida dada por:

1 1 00k . ‘Pkl
1 A / : Y m —— — 10 p/’l
k IK; Ok( Pr Ong 0 ) Pk 9llk i) -
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A matriz C também € estruturada por blocos

C11 ClNk
C= : : :
CNkl CNka
onde
1, 1d¢; 1 Iy
Gl = (= =ik ) (— = — k) P+
S Ty o0 i Oy (pm)(Pk ony 0
O, 1d¢km . 1 9y .
—(—— —i0; — —io .
booc promg k‘Pk,m)(pk o, kPr.1)
E por dltimo temos que
g, 1 9oy

bk = — —i —2'/ Bl
1= ) o or o 1O Px1) — 2i kaq)k,z

Uma vez resolvido o sistema, a solug@o aproximada fica:

Nk
ulk, =Y KOs em K.
=1

Funcoes de Base

A seguir, apresentamos as familias de func¢des de base que usamos para os experimentos numéricos
nessa pesquisa.

* Base de ondas planas

O (x) = exp(iKidiy-x) emQ e 0 emQ—Qy,

-1 [—1
dry = <COS <27T) ,sen <2n>> [=1,2,---, pi
’ Dk Dk

* Base de ondas cilindricas (Func¢des de Bessel)

¢k,l(x) = JI(FHX — X07k‘)eile em Qk (& 0 emQ— Qk,
onde / € a ordem da fung¢do de Bessel J; e 0 € o angulo polar sobre x k.

* Base de ondas cilindricas com Scaling

Ji(Ki|x — ,
¢k.l(x):we’m emQ; e 0 emQ-—Qy,
’ Ji(KiLy)

onde L; é o fator de Scaling.

¢ Base de Trefftz
Ori(x) = H)(Ki|x—yk1]) emQ e 0 emQ—Q,

onde

[ l
Vi1 = (xf—i—Rcos (277:> ,yg—i—Rsen (271')) [=1,2,--- . pr
Pk Pk

e Hé ¢ a fungdo de Hankel.
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Experimentos Numéricos

Vamos considerar o seguinte problema particular:
* A malha e os parAmetros
* k=0.5;

o u(x)= iHOI (K|x —xo])-

Geometria com Hmax=0.25

091

081

a

071

=y
06} P
05| /

0.4 =

0.2f !

(=
0.

Figura 2: Malha inicial com aresta mdxima 0.25.

Experimento: Numero de Condicionamento x Malha

Aqui, analisamos o nimero de condi¢@o do sistema linear em func¢do do tamanho da malha e do tipo
de funcdo de base. Os fatores de scaling para as ondas cilindricas foram tomados como a maior das
arestas em cada tridngulo da malha. J4 os sistemas lineares, foram resolvidos pelo método do Gradiente
BiConjugado Estabilizado e o niimero de condi¢do das matrizes foi avaliado na norma 2.

Em todos os casos, os gréficos revelam que o fator de scaling aqui adotado nas func¢des de Bessel foi
capaz de reduzir drasticamente o nimero de condi¢do dos sistema lineares sujacentes, quando usamos
malhas cada vez mais finas. J4 em malhas menos refinadas, vemos que a mudanca no tipo de fungdo
de base nao € relevante e, considerando-se que as ondas planas admitem integracdo analitica, a escolha
destas ultimas seria mais indicado.
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Figura 3: ondas planas versus ondas cilindricas.

Figura 4: ondas planas versus ondas cil. scaling.
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Figura 5: ondas planas versus base Trefftz. Figura 6: os 3 tipos de base.

Conclusoes

Produzimos um método baseado em UWVF com fung¢des de base usando funcdes de Bessel com
scaling. Os experimentos niméricos apontam para uma grande vantangem no uso do fator de scaling
adotado aqui, quando o foco € a redu¢do do mal condicionamento do sistema linear que surge naquela
metodologia. Como o mal condicionamento pode ser um limitante para algumas aplicacdes da UWVE,
concluimos que o desenvolvimento de andlise numérica para a formula¢do com funcdes de Bessel (com
scaling) é bastante relevante.
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Resumo: Neste trabalho, utilizamos computa¢do numérica para construir um modelo cosmolégico oriundo de
uma teoria de gravidade alternativa a teoria da Relatividade Geral (RG), que constitui o cendrio padrdo em
que se descreve os fendmenos gravitacionais. A teoria aqui utilizada, conhecida como teoria de Brans-Dicke-
Rastall (BDR), consiste numa tentativa de conjugar aspectos da gravidade de Brans-Dicke com a propriedade
ndo-conservativa da teoria de Rastall. Nela, o campo gravitacional € resultado tanto da distorcao da geometria do
espago-tempo como da presenca de um campo escalar dindmico, denominado campo de Brans-Dicke ou dilaton.
Além disso, assume-se que o tensor energia-momento ndo esteja mais sujeito 2 mesma lei de conservacdo da RG.
No presente estudo, o propdsito principal € o de obter a solu¢do numérica do sistema de equagdes ndo-lineares que
descrevem a dindmica do modelo. Além disso, fazemos uma comparago da evolugio do universo obtida a partir
das equagdes dindmicas com os dados observacionais do chamado parametro de Hubble.

Palavras-chave: Brans-Dicke-Rastall. Relatividade Geral. Parametro de Hubble. Dilaton. Fundo cosmolégico

Introducao

O modelo padrdo da cosmologia, o chamado ACDM (A Cold Dark Matter), tem se revelado muito
bem sucedido na tarefa de descrever o universo observavel. Esse modelo ndo apenas oferece uma descri-
cdo satisfatoria da atual fase de aceleragdo cdsmica que nosso universo atravessa, como também explica
corretamente a dindmica da formacgdo das estruturas em grande escala que os dados observacionais re-
velam [1]. Apesar de suas virtudes, esse modelo pressupde a existéncia de duas componentes materiais
exdticas, cuja natureza ainda desconhecemos, a saber, a energia escura e a matéria escura. Essas duas
componentes t€m papéis muito bem definidos dentro do modelo: enquanto a energia escura € responsa-
vel pela aceleracdo césmica, a matéria escura governa o processo de formacgao de estruturas no universo.
Para entendermos o significado da sigla ACDM, lembremos que neste cendrio, a energia escura € repre-
sentada por um termo que esté presente nas equacdes de campo da RG, a saber, a constante cosmoldgica,
denotada pela letra grega A. Além disso, para que seja eficiente na tarefa de conduzir o processo de
formacdo de estruturas, a matéria escura deve ser ndo-relativistica, aproximadamente sem pressao ou,
em outras palavras, "fria", de onde deriva o termo Cold Dark Matter, literalmente, "matéria escura fria".

A natureza desses dois constituintes "escuros"ainda é desconhecida, razio pela qual tem sido comum
tentativas de substituir os papéis de ambos por outros graus de liberdade, como por exemplo a modifi-
cacdo da gravidade, com propostas que sugerem que a RG trate-se apenas de um limite de uma teoria
gravitacional mais geral.

Tentativas de ir além da RG foram algo comum ao longo de todo o século XX, desde que Einstein
formulou essa importante teoria gravitacional. Uma das mais notdveis foi, certamente, a teoria de Brans-
Dicke, proposta na década de 1960 por Carl H. Brans e Robert H. Dicke [2]. Trata-se de uma teoria
escalar-tensorial, na qual o campo gravitacional € descrito tanto pelo tensor métrico, quanto por um
campo escalar dindmico. Nessa teoria, a constante gravitacional de Newton é substituida por um campo
escalar dindmico, e a partir da anélise PPN (sigla para formalismo pés-Newtoniano parametrizado), os
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resultados da RG sdo recuperados quando o parimetro livre da teoria de BD tende ao infinito, @ — oo.
As motivagdes para formulacio de teorias gravitacionais alternativas ao longo do século foram as mais
diversas [3]. No caso da teoria de Brans-Dicke, trata-se de uma tentativa de incorporar o Principio de
Mach a RG [4].

Uma outra teoria alternativa surge em 1972, proposta por P. Rastall. Nela, o autor sugere uma gene-
ralizacdo da lei da conservagdo padrio, na qual o tensor energia-momento estd sujeito na RG. Assim, na
teoria de Rastall [5], a lei de conservagdo usual, V¥ T, = 0, € substituida por uma relagdo fenomenold-
gica cuja forma é VHT,,, o« VyR, ou seja, proporcional ao divergente do escalar de curvatura de Ricci.
Note que na auséncia de curvatura, ambas as leis acima coincidem com aquela valida no espago-tempo
plano, isto &, V¥T,, = 0.

Em 1974, foi introduzida uma versdo da teoria gravitacional de Brans-Dicke [6], em que se incorpora
0 aspecto nao-conservativo da gravidade Rastall. Essa teoria, que chamamos de teoria de Brans-Dicke-
Rastall (BDR), foi explorada com mais detalhes décadas mais tarde [7]. Nesse trabalho, os autores
desenvolvem, no contexto dessa teoria BDR, estudos que abrangem consequéncias cosmoldgicas, solu-
coes esfericamente simétricas e andlise do formalismo PPN dessa teoria.

Nosso propésito no presente trabalho foi o de aplicar ferramentas de computagdo numérica para
construir um modelo cosmoldgico alternativo ao modelo padrao ACDM. Como sabemos, a presenca
de uma constante cosmolégica no ACDM possibilita um ajuste com os dados observacionais, mas, por
outro lado, traz discordancia com as predi¢des da teoria quantica de campos sobre a ordem de grandeza
da densidade de energia do viacuo. Assim, ao propor o modelo em questdo, nosso objetivo foi o de
examinar como podemos dispensar a necessidade de uma constante cosmoldgica, sem descuidarmos das
restrigdes que os dados observacionais impdem a qualquer modelo cosmolégico alternativo.

1 Teoria de Brans-Dicke-Rastall

A teoria BDR [8, 9] € uma extensdo da RG que conjuga aspectos de duas outras teorias gravitacionais,
a saber, a teoria de Brans-Dicke [8] e a teoria de Rastall [9].
Conforme visto em [10], as equagdes dindmicas de BDR sdo dadas por

T;ﬁv _ (1 1_65;)¢R,v’ (1)
R 1 R_ 8 T 1-4 T
uv Eguv *? uv 2(1 2/1)8“\/
0] A :
+E [‘P;u‘l);v‘i'z(l_wguv(l);p(? p] 2)
1 (1+1)
o [ow gl

8TA T o(l-2) P o,

= - e 3A—20-2he ¢

3)
sendo “,"a derivada ordindria e ““;"a derivada covariante. Note que as equagdes acima formam um sistema
de equagdes diferenciais ndo-lineares, que como tal ndo admite solu¢do analitica, mas apenas numérica.
Devemos notar ainda que as equacdes-padrao da RG sdo recuperadas a partir do sistema acima, quando
tomamos A =1e ¢ =1/G.

As equagdes acima valem para um sistema gravitante arbitrario. Se considerarmos que o sistema em
questdo é o nosso proprio universo, precisamos assumir a validade do Principio Cosmolégico, segundo
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0 qual o universo respeita a homogeneidade e isotropia em grandes escalas. Matematicamente, essa
condicdo pode ser traduzida por duas hipéteses. A primeira é que adotemos a chamada métrica de
Friedman-Lemaitre-Roberson-Walker (FLRW), que pode ser expressa pelo elemento de linha abaixo:

ds* = dr* —a(1)?(dx* + dy? + d2%). (4)

E a segunda pressupde que na escala cosmoldgica a matéria se comporte como um fluido perfeito,
para o qual o tensor energia-momento associado é

™ = (p+p)utu’ — pgh", (5)

sendo p, p e ut a pressdo, densidade de energia e o campo de velocidades do fluido, respectivamente.
Usando (4) e (5) no sistema de equacdes (1) - (3), chegamos as equagdes que descrevem a evolugdo
cosmoldgica do modelo [7]:

P+3Z(1+w)p=—3(18;l)¢ [Z+ZZ—2<Z>%] (6)
’ ()2 S AEE R = (i)* Q

[3(1—/1)45 3(1+A)a¢]
2(1-20)¢  2(1-2X)a¢|’

() - [ oo an (8)

8
1+ 4 (p 5-4 c'z¢ v
2(1-24) ¢ " 2(1-2A)a¢’
€
§ ap  smA p -4 6)’
o Pae T2t T Me T - <¢> ’ ”

onde ".", denota a derivada com respeito ao tempo césmico e w = p/p o chamado pardmetro da equagio
de estado. Como estamos tratando nossa componente material como matéria fria, sem pressdo, entdo
adotaremos w = 0.

Por conveniéncia, em nosso modelo definimos a evolugdo temporal do universo em termos do pa-
rdmetro redshift, que pode ser expresso em termos do tempo cdsmico, através da inversdo da equacio
abaixo [8]

i 2H, "
1+ (1+2)

Podemos expressar a densidade de matéria p em termos de uma quantidade adimensional conhecida

como parametro de densidade que, para a teoria BDR, pode ser definido como:

o _ 8mp (1-32)
"3HZG2(1-21)

(10)

(11)

Usando (11) na equacéo da continuidade (6), podemos determinar a evolugdo temporal da matéria
no nosso modelo em termos de €2, como
3(1—-A)H ¢ H"”

3
Q%(Z):mgm(Z)—i_TF H”<1+Z>—3H/+?(1+Z) ; (12)
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em que a linha denota a derivada com respeito ao redshift, z. Além disso, podemos usar a equacdo de
Friedmann modificada (20), para escrever a evolugdo temporal do parametro de densidade associado ao
campo de Brans-Dicke, ¢. Em termos do redshift, a equagdo que descreve essa evolugdo é dada por:

_ 234 (9N, (1=2) 20" A ¢’
Q¢_a)m(l+z) <¢> +m(1+2) $— 1—2A(I+Z)$
1-4 I—I/(I‘FZ)Z‘]:D/’

_i_i
2(1-2A) H
que definimos a partir da equac@o (8), de modo a respeitar a condi¢do L, +£¢ = 1, visto que no nosso
modelo sé temos duas componentes, matéria e energia escura, sendo esta tltima descrita por (13).

(13)

2 Integracao numérica via Python

A partir do sistema de equagdes diferenciais fortemente acopladas que descrevem a dindmica da
teoria BDR e a descricdo quantitativa da presenca de matéria no universo dadas pelas equagdes (19 - 23),
reescrevemos esse sistema em termos do redshift e o integramos numericamente usando computa¢do em
Python. Para tanto, foi utilizado a biblioteca interna de integracdo de equagdes diferenciais ordindrias da
referida linguagem, odeint.

Visando a integracdo numérica do sistema e com base em motivacdes fisicas verificdveis na teoria
BDR (conforme pode ser visto em [10]), fixamos as seguintes condi¢des iniciais:

224 + (31 —2)w]

=3 -0 14
224 + (34 —2) @]
<o <
0= o< 3L —2(1-2M)o (15)
Hy=70Kms~ ! Mpc~!, (16)
1-32
—0. - 17
Po 06Pc,0¢01_ma (17)
.3
Hy = EQmoHo, (18)
€
Qo = 0.3, (19)

de forma que o pardmetro de Hubble é H = d/a, a constante gravitacional modificada para teoria BDR
¢ G =221+ (31 —2)w]/(3A —2(1 —24)w)¢ e o pardmetro de densidade critico corresponde a p. o =
3H} /87G.

Dessa maneira, os resultados da integragdo numérica do sistema supracitado sdo representados nos
gréficos das Figuras [1], [2] e [3], correspondentes aos valores de p, ¢ e Q,,, respectivamente. No grafico
a esquerda, fixamos A = 1.0 x 107, enquanto no gréfico a direita, fixamos ® = 5.5 x 10719,
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led

—- w=0
— w=55x10"10

-—- w=7.0x10"10
- w= —2.0x10"10

Figura 1: Gréficos que representam a solu¢do numérica da densidade de matéria, p.
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Figura 3: Gréfico que representa a solu¢do numérica para o parimetro de densidade da matéria, Q,,.

Entre todas as curvas acima representadas, € interessante notarmos que o caso @ = 0, na coluna da
esquerda, aponta na direcdo de um modelo cosmoldgico potencialmente vidvel. No primeiro plot, esse
caso mostra que a densidade de matéria cai a medida que o universo atinge o presente (ou seja z = 0), que
€ justamente o que observamos ter acontecido no universo. No segundo plot, vemos o papel do campo de
Brans-Dicke exercer uma importancia no passado e se aproximar de uma constante no presente, conforme
se espera que ocorra com campo de Brans-Dicke. E no terceiro, vemos o comportamento do parametro
de densidade de matéria, que nos mostra claramente a queda da influéncia de €, ilustrando, assim, o
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fim da era da matéria, dando lugar & atual era da energia escura. Os demais resultados ndo sdo aceitdveis,
pois trazem valores negativos para p ou Q,, em algum momento do passado, o que ndo € fisicamente
aceitdvel.

Comparacao com os dados observacionais de H(z)

Para plotarmos o grafico da Figura [4], ajustamos as condicdes iniciais do sistema mencionadas
anteriormente e variamos o parametro livre @, de modo a obtermos resultados dentro das barras de
erro provenientes dos dados observacionais para o pardmetros de Hubble H(z). Além disso, espera-se
também que o pardmetro de densidade do campo de Brans-Dicke (Q40) € 0 pardmetro de densidade da
matéria (,,0) atuais sejam 70% e 30%, respectivamente, de forma que correspondam a mesma taxa de
contribuicdo de energia escura e matéria na composicao material do universo.
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Figura 4: Curvas que descrevem o comportamento do parimetro de Hubble para diferentes valores de ® séo
apresentadas em preto sélido para a RG e em tracejado para o modelo Brans-Dicke-Rastall. A curva do pardmetro
de Hubble (H(z)) é uma representacdo gréafica da evolugd@o da taxa de expansao do universo em diferentes redshifts.
Essa curva é importante para entender a dindmica do universo e para testar diferentes modelos cosmolégicos, como
os mencionados na discussdo anterior sobre os modelos de Brans-Dicke e Rastall.

Conclusoes

Ao combinar o tensor energia-momento da teoria de Brans-Dicke com a violag@o da conservacio de
energia da teoria de Rastall, emerge um modelo cosmolégico que depende de dois parametros indepen-
dentes: @ para Brans-Dicke e A para Rastall, onde este dltimo representa o grau de ndo-conservagao do
sistema. A evolugdo do fundo césmico do universo, descrita pela curva do pardmetro de Hubble (H(z)),
demonstra uma notdvel sensibilidade em relagdo a esses parametros.

Realizamos a integragdo numérica do sistema de equacdes ndo-lineares que caracterizam a dindmica
do modelo. Como o modelo possui dois parametros livres, optamos por dois caminhos: fixar um e
deixar o outro livre e depois inverter o procedimento. Fazendo isso, fixando A = 10~ e variando ®,
chamou nossa atenc¢do o caso @ = 0 para o qual obtivemos resultados compativeis com o que se espera
da dindmica cosmoldgica em grande escala.

Na tentativa de confrontarmos nossos resultados com dados observacionais, notamos que, a medida
que o diminui, a curva H (z) torna-se mais sensivel as mudangas em ¢}, afastando-se dos resultados pre-
vistos pela RG para um universo em estdgio tardio. Porém, o caso @ = 0, do qual falamos anteriormente,
possui uma curva de evolucdo que se enquadra nos limites impostos pelas barras de erro desse conjunto
de dados observacionais.
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H4 uma conex@o experimental entre os pardmetros @ e A, e ao fixar A = 0, o modelo exibe instabili-
dade, resultando em curvas descontinuas em todo o espaco. No entanto, ao considerar A préximo a zero e
seguindo as restricdes impostas pela teoria, é possivel recuperar os testes locais da RG. Adicionalmente,
quando o valor do parAmetro de Rastall, m, é fixado em um médulo maior que 7, 0 modelo novamente
se torna instavel, resultando em curvas H(z) pouco comportadas.
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Resumo: No presente trabalho apresenta-se uma forma de implementagéo computacional do método de Godunov,
o qual utiliza uma discretizacdo em volumes finitos em 1D, e € direcionado para a resolucdo de sistemas 2 x 2 de
equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas denominadas leis de conservacdo. O desenvolvimento € feito a partir de
um processo de lineariza¢do para obter-se o valor do fluxo para os volumes, em conjunto, de um Riemann solver
aproximado e condi¢des de corre¢do de entropia. A validacdo do cédigo foi realizada tanto para as equagdes de
dguas rasas como para um modelo de escoamento horizontal e vertical de fluidos imisciveis em meios porosos,
para isto foram utilizados resultados analiticos e numéricos encontrados em distintos artigos cientificos de impacto
internacional. Neste artigo, por limitacdo de espago, mostramos apenas o caso de escoamento trifasico vertical
(considerando efeitos gravitacionais) em meios porosos, as solu¢des numéricas obtidas neste trabalho podem ser
consideradas as primeiras aproximacdes numéricas das solugdes exatas semi-analiticas encontradas e descritas
qualitativamente em Rodriguez-Bermudez (2010) e Rodriguez-Bermtidez e Marchesin (2013).

Palavras-chave: Volumes finitos. Método de Godunov. Leis de conservacdo. Implementagdo computacional.

Introducao

Sistemas de leis de conservagdo estdo presentes em diversos modelos de problemas da engenharia
e fendmenos naturais. Estas sdo um conjunto de equacgdes diferenciais parciais (comumente nao linea-
res) de primeira ordem de carater hiperbdlico e representam fendmenos de transporte de distintos tipos.
Devido a ndo linearidade destas equacdes diferenciais, a resolucdo das mesmas costuma apresentar difi-
culdades matematicas e computacionais que, em geral, limitam a compreensao e a obten¢@o das solucdes
destes problemas da engenharia. Uma destas dificuldades matematicas presente, é o conhecido fendmeno
de formacdo de ondas de choque (frentes descontinuas que se transportam a velocidade constante), ondas
de rarefaccdo, etc., que se produzem como consequéncia do cruzamento entre as curvas caracteristicas
do sistema hiperbdlico. Para poder estudar tais fendmenos, o conceito de solugdao de EDP deve ser esten-
dido (solucdes generalizadas ou fracas). Porém, solugdes fracas costumam nao ser dnicas, e critérios de
entropia adicionais para selecionar as solucdes fisicamente corretas precisam ser considerados. Por outro
lado, para sistemas de duas ou mais leis de conservagao, a teoria existente de Lax (1973) e Liu (1976)
sobre problemas de Riemann é muito mais complexa que para modelos escalares, o que dificulta enor-
memente a obtengdo de solugdes analiticas ou exatas para esses tipos de problemas. Complica¢des que
surgem nos problemas fisicos como heterogeneidades no meio, problemas multidimensionais no espago
(2D ou 3D), varia¢des de condicdes como temperatura e pressdo, efeitos de capilaridade ou interagdo
entre particulas, entre outras acrescentam as dificuldades enfrentadas. Deste modo, a implementagao
de métodos numéricos robustos e precisos, se faz necessdrio para obter as solu¢cdes numéricas para os
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problemas de Riemann para leis de conserva¢do. Durante anos, a comunidade cientifica tem dedicado
esfor¢os ao estudo, criagdo, aprimoramento de esquemas numéricos acurados e a implementacdo de
codigos computacionais (simuladores) para resolver estes problemas. Segundo LeVeque (2004), exis-
tem basicamente trés tipos de formulacdes para implementar esses métodos (diferencas finitas, volumes
finitos, elementos finitos). Neste artigo, € apresentada a implementacdo de um método tipo Godunov,
baseado em volumes finitos, para a solugdo de problemas unidimensionais de sistemas 2 x 2 de leis de
conservagdo. Utiliza-se a constru¢do de matrizes lineares nas interfaces dos volumes, em substitui¢ao
da matriz jacobiana das fun¢des de fluxo. Como resultado, o problema é transformando em diversos
sistemas locais, resolvidos pelo Riemann solver de Roe (1981). A condicdo de entropia para corre¢ao
das solugdes é definido pelo critério de Harten e Hyman (1983).

O cédigo construido foi utilizado para resolver alguns problemas de escoamento trifdsico em meios
porosos com influéncia da gravidade, ja previamente publicados na tese de Rodriguez-Bermudez (2010)
e no artigo de Rodriguez-Bermudez e Marchesin (2013). Dadas condi¢des iniciais de Riemann, os resul-
tados consistem em perfis numéricos para as saturagdes das fases cuja descri¢do qualitativa é validada.

A perspectiva de construcdo do simulador visou a possibilidade de expandir o c6édigo para outros
tipos de problemas e nimeros de equagdes envolvidas, desde que modeladas por sistemas hiperbdlicos.

Volumes finitos

A equacdo diferencial da lei de conservacdo pode ser formulada através da discretizagdo do dominio
em volumes finitos e usando o principio da conservagao de massa. Segundo LeVeque (2004), para o caso
unidimensional:

& [ owns=s(os 1) -s(e(nir))

onde Q é o vetor que agrupa as m varidveis conservadas e f(Q) o vetor das m fungdes de fluxo do
modelo. Ou seja, a variagdo no tempo da quantidade Q no volume i € igual a diferenca entre os valores
do fluxo nas interfaces de saida x;_ ; € entrada x;_1.

2 2

[~

+

Reduzindo o intervalo Ax = x Xx;_1 em uma escala infinitesimal e assumindo certas condigdes

i+l T A
de diferenciabilidade, a relacdo (1) é2 simplificada para a forma diferencial, sendo:

0+ f(Q)x=0. )

em que os subindices x, 7 indicam as derivadas parciais em relagdo ao espaco e o tempo, respectivamente.
A expressdo (2) descreve um sistema de EDP hiperbdlicas na sua forma conservativa.

Retornando a forma integral (1), em intervalos infinitesimais, a fungido Q(x,¢) pode ser aproximada
por um valor constante em cada volume i, tornando as solucdes das integrais apenas o produto do valor
de Q(x,t) pela variagdo temporal (Ar) ou espacial (Ax). Obtém-se assim uma expressao discretizada em
que o cédlculo do valor de cada Q; no volume, na iteracdo de tempo seguinte n+ 1, é dado apenas por
termos da iteracdo atual n:

At

+1 _

ot =05 (R, - ). ©

onde Fl_” L€ FI'J’r , sdo os valores que a fungdo de fluxo assume nas interfaces. A expressao (3) é a base
—3 2

usada no cédigo implementado.

Método de Godunov

Segundo apresenta Godunov e Bohachevsky (1959), o sistema (2) pode ser resolvido através de um
algoritmo no qual para cada volume i: aproxima Q(x,¢) por uma fun¢do polinomial, resolve o sistema



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

para as condi¢des delimitadas nas interfaces e calcula a média do valor ao longo do préprio volume,
processo esse chamado REA: reconstruct-evolve-average. Ja LeVeque (2004) propde uma adaptacio
deste conceito para calcular o valor dos fluxos Fl_” L€ F;_“F , na expressao (3).

2 2

Fazendo a aproximagao da fungdo Q(x,7) por um valor constante, os diversos sistemas locais em cada
volume agora tém como condi¢do inicial especifica um problema de Riemann. Sendo a descontinuidade
(interface) considerada a origem, x; 1 = O para esse problema local, os valores constantes Qg € Qp dos

i+
volumes adjacentes correspondem a definicdo da condi¢cdo. Os valores Fl." L e Fli , obtém-se a partir

2 2
da solucgdo do problema de Riemann avaliada nas respectivas interfaces, e depois avaliando a funcio de

fluxo; denominam-se fluxo de Godunov (numérico).

Para a implementacdo desenvolvida neste trabalho é usada a forma nao conservativa (4), requerido
pelo Riemann solver aplicado, em que reescreve-se (2) sendo A(Q) a matriz jacobiana do sistema hi-
perbdlico.

0 +A(Q)0x=0. “4)

Dependendo do modelo estudado, a matriz A(Q) pode apresentar complexidades, dificultando a
resolucdo direta do problema de Riemann. Para a implementagao, entretanto, foi usado um soluciona-
dor numérico aproximado para o problema de Riemann (Riemann solver). De acordo com Roe (1981),
a matriz A pode ser reescrita com suas componentes sendo valores constantes, apenas sendo necessario
atender as condi¢des: (i) preservar o carater hiperbélico do sistema, (i) ser consistente a matriz original e
(iii) satisfazer a condi¢do de choque de Rankine-Hugoniot. Isto transforma o sistema em um caso linear,
com maior facilidade de solu¢do. A nova matriz A é definida em cada interface, em substituicio de A(Q).
A defini¢do de Aé abrangente e apenas se faz necessdrio que atenda aos critérios acima mencionados.
Como sugerido por Roe (1981) e Toro (2009), foi usado apenas a média simples entre os valores que a
matriz assume para Q nas adjacéncias, facilitando a implementacao e reduzindo o trabalho computacio-

~ 1
nal: A = 3 [A(Qr) +A(Qp)].
Assim, os sistemas resolvidos nas interfaces serdo:

Q0 +A(Q)x =0,
_ QE> x < 07 (5)
Q<x,0)_{QD, x> 0.

A solugdo dos sistemas (5), conforme desenvolve Toro (2009), € obtida pela expansdo dos estados
Q em funcdo dos autovalores A; e autovetores k) de A e avaliada para x = O (interface). Aplicando 2
funcdo de fluxo, a forma geral do fluxo de Godunov para um sistema de m equagdes, obtém-se:

Ry =5 | FQ)+ 7 (@)~ X (Br— o) () k| ©
i j=1 ]
1] " )|
Fiy=5 |F(@)+7(Q) =Y (Bj—0o)h(2)x M
L j=1 _

onde «; e f3; sdo os coeficientes da combinagdo linear de Q; e Q; 1, respectivamente.

A utilizagdo do Riemann solver de Roe (1981), introduz erros decorrentes da aproximacgdo da matriz
A em linear e gera solugdes apenas na forma de choques, devido a condicao de Rankine-Hugoniot. O
critério de correcao de entropia de Harten e Hyman (1983) foi escolhido e aplicado segundo a defini¢ao
da funcdo (8):

0, se

i =ja) b

Aj

< Bj,

S5 (8)
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8 =max{0,4;—A;(Q),Aj(Qp) — A;} . ©)

Sendo o fator §; um pardmetro para mensurar o quanto a solugdo aproximada desvia da solucdo
correta, acrescentando um valor intermedidrio que suaviza os choques para formar rarefacdes corretas.

Tratando-se de um método explicito, esta sujeito a um critério de estabilidade para a convergéncia da
solucdo no cédigo. Courant et al. (1967) define que para valores entre 0 < v < 1 o método é convergente
e estavel e este principio foi usado no cédigo para calcular o intervalo de tempo Ar de cada iteracao,
conforme (10).

_ VAx
=

max

At

(10)

Nos sistemas em estudo, para cada matriz A na interface, existem dois autovalores tal que AT > A"
indicando os grupos de onda fast-family e slow-family, respectivamente. A determinag¢ao do maior valor
para cada iteracdo pode ser feita, segundo LeVeque (2004), pela escolha (11):

A’l’l

max

:mqu<‘7tl.71

2

hiitl)- (11)

)

Simulacoes numéricas

Para demonstrar a acuricia e robustez do método de Godunov implementado, foram selecionados al-
guns exemplos de escoamento trifasico em meios porosos assim como exemplos do modelo de dguas ra-
sas (shallow water). Neste artigo, apenas apresentamos alguns exemplos de escoamento em meios poro-
sos. As varidveis conservadas de interesse neste problema sdo as saturagdes de cada fase: Q = (¢1,42,43)-
Consideramos um escoamento com algumas simplificacdes, tais como: permeabilidade constante do
meio (rocha homogénea), as densidades e viscosidades das fases sdo constantes, temperatura constante,
entre outras, veja Rodriguez-Bermudez (2010) e Rodriguez-Bermudez e Marchesin (2013).

Pelo fato de considerarmos o escoamento imiscivel e 0 meio poroso totalmente saturado pelas fases,
teremos que o problema pode ser descrito por duas varidveis e suas fungdes de fluxo correspondentes,
tornando-se um sistema 2 x 2. Neste estudo foram escolhidos: ¢g; e g3 como varidveis conservadas e g
calculada pela relacdo g = 1 — g1 — g3.

O modelo proposto tém funcdes de fluxo obtidas a partir da lei de Darcy para infiltracdo e relaciona
as permeabilidades relativas das fases com as suas respectivas saturacoes, dadas segundo uma expressao
quadratica, modelo de Corey et al. (1956). As func¢bes em (12) s@o descritas por Rodriguez-Bermidez
(2010):

2 2 2 2 2 2
% <a + %Pm + Zipu) % <O€ + %Pm + Zzpn)
fi(q1,93) = R E— , Bla,q3) = R E— (12)
Ui} Ui}
U Uy U3 Ui M2 U3

onde o ¢é o fator adimensional que indica a razao entre efeitos de convecgao por gradientes de pressao
e convecgdo por gravidade. Quando esse valor é pequeno, os efeitos gravitacionais sdo predominantes,
enquanto um valor maior, a gravidade é desprezivel.

A diferencga entre as densidades das fases i e j (nesta ordem) € dado por p;; € U; representa a viscosi-
dade dindmica. O desenvolvimento das funcdes, das varidveis utilizadas e do tempo da solucdo estdo em
unidades adimensionalizadas.

A implementacdo tem como estrutura um cédigo principal onde se calcula de forma iterativa a
varidvel Q; usando a expressdo (3) junto do fornecimento, pelo usudrio, das propriedades das fases e
dos parametros numéricos (valor v, tempo de simulacdo, condi¢des iniciais). As fun¢des de fluxo (12),
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a formac¢do da matriz linearizada A e os cdlculos necessdrios para o valor do fluxo de Godunov (6) e (7)
sao escritos em formas de funcdes independentes, em um arquivo de cédigo separado, permitindo a facil
alteracdo (adaptacio) para outros tipos de problemas.

A malha utilizada apresenta 1000 pontos correspondentes aos volumes em dominio computacional
unitario, o nimero de estabilidade CFL utilizado é v = 0.1, pardmetros estes determinados por tenta-
tiva. As condicdes iniciais sdo de tipo de Riemann (constantes por partes), fornecendo os valores das
saturacdes das fases presentes na descontinuidade inicial (pogo de injecdo). Como condi¢do de contorno,
embora ndo necessédria do modelo fisico real, é usada a repeticao dos valores calculados nas adjacéncias
do contorno computacional. O cédigo foi construido e simulado utilizando a linguagem (software) MA-
TLAB.

Resultados e discussoes

Consideramos o caso de escoamento trifdsico, 1D, vertical puramente gravitacional. Foram rea-
lizadas simulacdes com base em resultados previamente publicados a fim de validagdo qualitativa da
implementacdo. Para o escoamento trifasico vertical (considerando efeitos gravitacionais) em meios po-
rosos, as solucdes numéricas obtidas neste trabalho podem ser consideradas as primeiras aproximagdes
numéricas das solugdes exatas semi-analiticas encontradas e descritas qualitativamente em Rodriguez-
Bermidez (2010) e Rodriguez-Bermudez e Marchesin (2013).

Escoamento trifasico com gravidade: Escoamentos que ocorrem em uma dire¢éo vertical (ou incli-
nada), os efeitos da gravidade s@o considerados a partir dos distintos valores de densidade entre as fases.
Considera-se um problema onde inicialmente trés fases diferentes, presentes no reservatdrio, estao sepa-
radas por uma membrana fixada na origem do meio em estudo. Os estados iniciais serdo as saturagdes
destas fases que estdo a esquerda (acima) e a direita (abaixo) da membrana, Qf e Qp respectivamente.
Ao iniciar a simula¢do a membrana é retirada e a acomodagdo das fases se inicia; o efeito gravitaci-
onal pode ser exemplificado como se acontecesse na vertical. Para obter as solu¢des de Riemann da
figura 1 sdo usadas os seguintes parametros: @ = 0; 4; = Uy = Uz = 1, a densidade varia caso acasoe a
aceleracdo da gravidade atua no sentido positivo do eixo x. Sdo simulados alguns dos exemplos presentes
em Rodriguez-Bermidez (2010) e Rodriguez-Bermiidez e Marchesin (2013), onde os autores obtiveram
(descreveram) qualitativamente as solu¢des de Riemann utilizando métodos semi-analiticos e a teoria de
leis de conservagdo para sistemas. As simulagdes numéricas obtidas no presente artigo estdo de acordo
com as solucdes descritas nas referéncias acima citadas.

Nos casos das figuras 1(a) e 1(c), as densidades foram de p; = p, = 1,p3 = 0.8. As fases 1 e 3 estdo
na regido “superior” do meio, a tendéncia serd da fase 3 (menos densa) ir ficando acima da fase 1, este
fendomeno € representado por uma onda de rarefagdo no sentido de x < 0 no qual a saturacdo da fase 1
aumenta (de esquerda a direita). A formacao da onda choque que precede a onda de rarefacio na solugdo
da figura 1(c) vem da maior saturacio inicial da fase 3, o que resulta no surgimento dessa descontinuidade
caracteristica. Como a fase 2 sé esta presente na regido “inferior” do meio, sua satura¢do nao se altera ja
que ndo se desloca. O tempo de simulagdo é ¢ = 2.15.

Nos casos das figuras 1(e) e 1(g), as densidades foram de p; = 1,p, = p3 = 0.8. Sio utilizadas
condicdes iniciais semelhantes as dos exemplos anteriores. Agora a fase 2 tem menor densidade e
também se deslocard para as regides “superiores”. A estrutura do grupo de ondas slow-family que viaja
para acima € chamada de double-characteristic-shock , isto é, uma choque com rarefacdes ajacentes a
ambos lados, e é uma estrutura atipica nas solu¢des de Riemann para os modelos estudados na literatura.
O grupo de ondas fast-family que viaja pra abaixo é composta por uma onda de choque no qual essenci-
almente a fase 1 desloca-se para o fundo do reservatério. O tempo de simulagdo também é de ¢ = 2.15.
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(2) Or =(0.65,0,0.35) e Op = (0,1,0) (h) Resultado semi-analitico esperado

Figura 1: Perfis de saturagdo para as fases 1 e 2 obtidas para problemas de Riemann em escoamentos verticais
produzidos pela ago da gravidade, com a resposta semi-analitica correspondente de Rodriguez-Bermudez (2010).

Conclusoes

Foi implementado um método tipo Godunov em volumes finitos para sistemas 2 x 2 de leis de
conservagdo e que pode ser estendidos para o caso de um maior nimero de equagdes. Foi validado o
cédigo para distintos modelos descrevendo fendmenos de transporte e logo utilizado para obter solugdes
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numéricas de um problema ainda em estudo como o caso de escoamento trifdsico com gravidade em
meios porosos.

Na implementagdo utilizou-se a construcdo de matrizes lineares nas interfaces dos volumes, em
substituicdo da matriz jacobiana das funcdes de fluxo. Como resultado, o problema € transformando
em diversos sistemas locais, resolvidos pelo Riemann solver de Roe (1981). A condi¢do de entropia para
corre¢do das solucdes € definido pelo critério de Harten e Hyman (1983). Do ponto de vista computaci-
onal, esta técnica reduz o custo ao obter as solucio. Os resultados fornecidos pelo cédigo e descritos na
literatura se correlacionam adequadamente.

O tempo computacional de execucdo do cédigo estd relacionado ao nimero de iteragdes, a comple-
xidade das fungdes de fluxo e o valor v usado. Os perfis das solu¢des de Riemann, apresentam uma
formacdo bem definida dos grupos de onda (estruturas de choques e rarefacdes) e auséncia de oscilacdes
espurias, mostrando a correta escolha dos parAmetros numéricos. Além disso, a utilizagdo do Riemann
solver e da configuracdo da matriz A nio influenciaram a solugdo e a correcdo de entropia se faz ne-
cessdria e importante para o ajuste.
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Resumo: A equagio de Helmholtz descreve os harmdnicos-temporais de ondas aciisticas. E bem conhecido que
métodos de diferencas finitas e elementos finitos apresentam o efeito de polui¢do do erro para nimero de onda
médio e alto. Nesse trabalho sdo analisados dois novos esquemas consistentes de diferencas finitas centradas de
segunda ordem de precisdo em uma e duas dimensdes. A andlise de dispersdo, o comportamento do erro e os
resultados numéricos mostram o bom desempenho do Novo Esquema 2.

Palavras-chave: Equacdo de Helmholtz. Diferencgas Finitas. Anélise de dispersao. Poluicdo do erro.

Introducao
A equacdo de Helmholtz escalar com condi¢des de contorno de Dirichlet é dada por:
Au+k2u:fem Q, (1)

u=gemoQ, (2)

onde k é o nimero de onda, Q € o interior do dominio limitado com contorno Lipschitz dQ, f é um
termo fonte, e ¥ € um campo escalar que descreve os harmdnicos-temporais de ondas acusticas. Pela
sua grande importéncia, tal equacdo é objeto de muitos estudos. Contudo, grande parte das aplicacdes
préticas exigem que se tenha um valor de nimero de onda elevado e sabe-se que a qualidade da solucdo
numérica depende significativamente desse parametro, sendo sua precisdo deteriorada com o aumento
do valor de k (LOULA et al., 2007).

Para que uma aceitdvel aproximacao possa ser obtida, a resolu¢do da malha utilizada deve ser ajus-
tada de acordo com o nimero de onda. Esse ajuste é obtido através da regra do dedao (rule of thumb), que
prescreve uma quantidade minima de elementos por comprimento de onda. (IHLENBURG; BABUSKA,
1995b). Contudo, é de conhecimento que, mesmo quando a regra do deddo é obedecida, a performance
dos métodos de diferencas finitas e elementos finitos diminui drasticamente com o aumento do nimero
de onda (SINGER; TURKEL, 1998; IHLENBURG:; BABUéKA, 1995a). Esse problema é conhecido
por efeito de poluicdo do erro, e estd relacionado a diferenga entre o nimero de onda k da solucdo exata
e o nimero de onda k" da solugiio numérica. Para problemas unidimensionais, ja existem métodos de
elementos finitos que eliminam esse efeito, tal como o método GLS (Galerkin-Minimos Quadrados)
apresentado por Harari e Hughes (1991). Para problemas bidimensionais, sabe-se que € impossivel eli-
minar totalmente esse efeito de poluicdo, como pode ser visto em BabuSka e Sauter (1997).

Buscaram-se desenvolver, portanto, métodos que minimizassem essa polui¢do do erro, como o Método
de Elementos Finitos Quase Estabilizado (QSFEM) descrito por Babuska, Ihlenburg et al. (1995). Al-
guns trabalhos tem sido desenvolvidos também com a utilizacdo de diferencas finitas, de modo a obter
uma melhor qualidade nas solucdes. Podemos citar Sutmann (2007) que desenvolveu um novo esquema
de sexta ordem, Singer e Turkel (1998) que desenvolveram esquemas de quarta ordem baseados nas
generalizacdes das aproximacdes de Padé. Nabavi, Siddiqui e Dargahi (2007) desenvolveram um novo
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esquema compacto de sexta ordem utilizando nove pontos. Wu (2017) desenvolveu um esquema de
quarta ordem que minimiza o erro de dispersao, e Wu e Xu (2018) apresentam um esquema de sexta
ordem.

No presente trabalho sdo apresentados dois novos esquemas de diferencas finitas centrados de se-
gunda ordem de precisdo para a equacdo de Helmholtz em uma e duas dimensdes. Esses esquemas sao
consistentes, ou seja, conforme hé o refinamento da malha a solucdo numérica tende para solucdo exata.
Os novos esquemas foram obtidos realizando novas aproximacdes do termo k%u da equacio 1.

O trabalho apresenta a seguinte organiza¢do: inicialmente sao apresentados os esquemas de diferencas
finitas e a andlise de dispers@o para os casos 1D e 2D. Em sequéncia tem-se um breve estudo do erro
seguido dos resultados numéricos e discussoes. Por fim, tem-se as conclusdes.

Esquemas de Diferencas Finitas em Uma e Duas Dimensoes

Trés esquemas de diferencas finitas sdo apresentados: Centrado Classico (CC), Novo Esquema 1
(NE-1) e Novo Esquema 2 (NE-2). Todos sdo esquemas centrados de segunda ordem de precisao, onde
a aproximacio do termo k> na equagio de Helmholtz pode ser entendida como uma média da solugiio em
torno do ponto central. A anélise realizada aqui apenas considera malhas uniformes, onde 7 = Ax = Ay
¢ o espacamento da malha.

Em Uma Dimensao (1D)

Para todos os esquemas a derivada segunda foi aproximada com diferengas finitas centradas de se-
gunda ordem de precisao:
d*u Uiy —2Ui+ Ui
W ~ h2 ) (3)
onde, Ui = U(xi —h), U, = U(x,-), Ui = U(x[-f-h)

Centrado Classico (CC)
Neste esquema o segundo termo da equacio de Helmholtz é aproximado como k?u(x) ~ k*U;. Isto
resulta na equacdo matricial
Ui-1 —2U; + Uiy
h2
onde A=1eB=—2+ (kh)%.

1
+k°U; = f; ou 77 (AUi1 + BU; + AUi1) = fi, (4)

Novo Esquema 1 (NE-1)

Neste esquema utilizou-se a aproximacio k%u(x)

Ui_1+U; ~ -
R kzw, resultando na equacao matricial

Uiy —2Ui + U Uiy +Uj 1
! = 2 (12+‘> = fi ou 15 (AUt + BU; + AUi11) = f 5)
onde A = 1+@eB:—2.

Novo Esquema 2 (NE-2)
Este esquema consiste numa média dos esquemas CC e NE-1 resultando na equagdo do esténcil

U U1+ Ui
Ui—1 —2U;+ Uiy e it 2
h2 2

1
= fiou o) (AU;_1 + BU; + AU 1) = f;, (6)
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ondeA:H—@eB:—Z—i—@.

Em Duas Dimensoes (2D)
Analogamente, para todos os esquemas as derivadas segundas foram aproximadas com diferencas
finitas centradas de segunda ordem de precisao:
82u ~ Ui—l,j — 2Ui7j + Ui_,_]’j e
ox? h? dy? h?

A equacio do esténcil cldssico de 5 pontos para cada esquema resulta numa equacao matricial do tipo:

d%u U1 =2Ui j+ Ui j . 7

1
32 (AUi-1,j +AUi1,j+ BU; j + AU j-1 + AU j1) = fij. ®)

Centrado Classico (CC)

Temos a equagdo do esténcil:

Ui—1,j—=2U; j+Uit1;  Uij—1 =2U; i+ U ;
il hzw itlj y Zhiml hzw i+l +k2Ui,j = fii 9)
que pode ser escrita na forma da equagio 8 com A = 1 e B = —4 + (kh)?.

Novo Esquema 1 (NE-1)

Ui—l,j_ZUi,j+Ui+17j+Ui,j—1_2Ui7j+Ui,j+1+

h? h?
Ui1,j+ Uit Uij-1+Ui
+k2[< i HJ)+( BE ﬁl)]:ﬁ”” o

ou na forma da equacdo 8 comA =1+ @ e B=—4.

Novo Esquema 2 (NE-2)

Ui—],j_ZUi,j+Ui+l,j+Ui,j—l_2Ui,j+Ui,j+l+

h? h?
2U; j+Uiyj+ Ui 2U; i+ Ui j—1+U;
+
) 4 4
Tk = fij» (11)
2
~ _ (kh)? _ (kh)?
ou na forma da equagdo 8 comA =1+~ e B= —4+ 55—,

Analise de Dispersao

A diferenca entre o nimero de onda da solugao exata (k) e da solu¢cdo numérica (k") pode ser estimada
através da andlise de dispersdo. Esta diferenga provoca a perda de fase da solucdo numérica e impacta
o efeito de poluicdo do erro. A andlise consiste em considerar a equacdo de Helmholtz homogénea
(f = 0) e supor solu¢des numéricas na forma de ondas planas que, substituidas na equacdo do esténcil
para cada esquema, permite obter uma expressdo para k" (nimero de onda discreto) em fungio de k
(FERNANDES, 2009).
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Caso Unidimensional

~ ‘o K o ~ A
Neste caso, a solucdo numérica na forma U; = /¥ % & substituida na equagio do esténcil 4 obtendo:

1 B

K = Earccos (—A> . (12)

Substituindo os valores de A e B de cada esquema em 12 e realizando a expansdo em série de Taylor em
torno de kh = 0, temos as expressoes de k" — k para cada método:

1 3

b 312\ O (7514 615
CC: k" —k 24(kh)+640(kh)+ﬁ(kh), (13)
NE-1: K — k = — - (31) + — (kK5 1) + 0 (k5 15) (14)
24 640 ’
1 1
NE-2: k" —k = —E(k3h2) + %(k5h4) + O(K°R®). (15)

Caso Bidimensional

. . ~ . ih (x: . .. ~
Neste caso, a onda plana discreta na direcdo 0 é U; ; = ek (xicosO+yjsend) — Qubstituindo na equagio

homogénea 8 obtemos:
B+ 2A(cos(k"hcos 0) + cos(k"hsen®)) = 0. (16)

Substituindo os valores de A e B para cada esquema e realizando a expansao em série de Taylor em torno
de kh = 0, ap6s algumas manipulacdes algébricas com o auxilio do software Mathematica' obtemos:

B 34 cos40 235+ 162cos40 +35cos246

ch g 312 514 615
CC: k' —k o6 (Kh?) + 97160 (Kh*) + 0 (K°r), (17)
—9+cos46 1315 — 198 cos46 +35cos2 40
NE-1: k' —k= ———"" (iKW Kh*) + 0 (kSH 18
—3+cos40 2354+ 162c0s460 +35c0s2460
NE-2: k' — k= —""""(K’K? EhY + 0 (k). 19
% (k) + 92160 (Kh")+O0(k°h) (19)
2e-05
[OF o 0 = oo e R
-2e-05
x x
< 5 < -4e-05
-6e-05
10 f[-cc | -+ CC
15 || NE-1 | -8e-05 || & NE-1
NE-2 NE-2 \
-20 S -0.0001 —
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 1.2 14
kh kh
Figura 1: Dispersdo 1D para k = 100. Figura 2: Dispersdo 2D para k =100e 0 = /4.

Uhttps://www.wolfram.com/mathematica
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0 01 02 03 04 05
(a) kh=0.5. (b) kh=1.

Figura 3: Relagdo de dispersdo no caso 2D para 0 < 6 < /2.

As figuras 1 e 2 mostram que para ambos os casos, 1D e 2D, como esperado, o retardo de fase
diminui para malhas mais refinadas. Os esquemas CC e NE-2 apresentam melhores resultados quando
comparado ao NE-1, embora todos apresentam dispersdo da mesma ordem.

Quando comparamos a relagdo da dispersdao no caso 2D com a dire¢do da onda plana 6 nas figuras
3a e 3b, podemos observar que o NE-2 apresentou a menor dispersdo em 6 =0 ¢ 6 = 1/2, e a maior
dispersdo em 6 = /4. O método CC apresentou um comportamento contrario ao NE-2, exibindo maior
dispersioem 6 =0 e 6 = 1/2, e a menor dispersdo em 6 = 7 /4. Por outro lado, a dispersdo do NE-1
ndo mostra grandes variagdes com o angulo, porém apresenta maior distdncia da dispersao exata.

Comportamento do Erro

Podemos mostrar o efeito de poluicdo do erro aumentando o refinamento da malha para um dado
nimero de onda fixo. E esperado que, se néo houvesse o efeito de polui¢io, o erro diminuiria conforme
o refinamento da malha. O erro absoluto apresentado aqui e¢; ; = U; j — u; j foi calculado utilizando a
equacdo A.18 para g = 2, que encontra-se em LeVeque (2007, p. 252).

6 : : : : 10
4

5
2,

logz(|lerrol|z)
(@]
loga(llerroll2)
o

-4
-6 ‘ -10 : : : : : :
7 8 9 10 11 100 200 300 400 500 600
-loga(h) N2
(a) k = 80 e malha variando de 100 x 100 a 3000 x 3000. (b) kh = 0.5 com k variando de 1 a 300.

Figura 4: Erro no caso 2D variando-se o tamanho da malha (4a) e mantendo-se kh constante (4b).

Na figura 4a € possivel observar que aumentando-se a quantidade de elementos da malha o erro
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aumenta em certos pontos (picos) e sé apds isso temos uma convergéncia assintética para a ordem de
convergéncia de cada método. Manter kk constante, como ja mencionado, também ndo é o suficiente
para controlar o efeito da poluicao do erro, como pode ser visto na figura 4b.

Resultados Numéricos

Cédigos computacionais 1D e 2D foram desenvolvidos usando o software GNU Octave”. Sio

apresentados resultados numéricos da equacdo homogénea e ndo-homogénea para um dominio qua-
drado unitario e malha uniforme composta por 200 x 200 elementos. As figuras 5a e 5b apresentam
as solugdes dos trés métodos e o interpolante para a equagdo homogénea com k = 100, kh = 0.5 e
superposi¢do de trés ondas planas nas direcdes 8 = 0, /4 e m/8. Neste caso a solugdo exata u(x,y) =
", (cos (k(xcos ;+ysin6;))) é a superposi¢do de n = 3 ondas planas. Na figuras 6a e 6b considera-se a
fonte f(x,y) = 4-+k*(x* +y?) cuja solugdo exata é u(x,y) = x> +y* +sin (k(xcos @ +ysin §)). Em ambos
casos, homogéneo e ndo-homogéneo, percebe-se que o método NE-2 exibe resultados mais préximos do
interpolante, apresentando menor retardo de fase e diferenga de amplitude que os métodos CC e NE-1.

—e—cC
—&— NE-1
#— NE-2 #— NE-2

Interpolante|

—— Interpolante

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y X

(a) Secdoem x =0.5. (b) Secaoem y =0.5.

Figura 5: Solugdes numéricas no caso 2D homogéneo com k = 100, kh=0.5¢ 0 =0, n/4 e n/8.

0 0 i
1 -1
2 e 27 e
w— |nterpolante = |nterpolante|
-3 : : -3 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y X
(a) Secdo em x =0.5. (b) Secaoem y =0.5.

Figura 6: Solugdes numéricas no caso 2D ndo-homogéneo com k = 100, kh =0.5¢ 6 = /4.

Zhttps://www.octave.org
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Conclusoes

Dois novos esquemas de diferencas finitas para a equacdo de Helmholtz foram apresentados. Estes
foram obtidos modificando apenas a aproximagio para o segundo termo k’u, e sdo de segunda ordem
de precisdo. As andlises de dispersdo para os casos 1D e 2D mostraram o bom desempenho do método
NE-2. Os grificos dos erros confirmaram a presenca do efeito de polui¢do do erro para os trés métodos,
conforme esperado. Por fim, os resultados numéricos corroboram o que foi visto nas andlises de dis-
persao, com o novo método NE-2 apresentando resultados mais préximos aos do interpolante.
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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo abordar numericamente problemas governados pela equagio
de transporte difusiva-convectiva em regime permanente. Mais especificamente, foram estudados cendrios bidi-
mensionais nos quais ha o predominio do fendmeno da convecgdo, uma vez que desta forma tem-se um problema
de pertubacdo singular. Para a abordagem numérica foi escolhido o método de diferencas finitas centradas e o
método de diferengas finitas upwind. Foram implementados problemas contendo ou nido camdas-limite em suas
solugdes. Ambos os métodos foram avaliados, com seus resultados comparados para determinar suas vantagens e
desvantagens no contexto deste estudo.

Palavras-chave: Diferencas finitas centradas. Diferencas finitas upwind. Problema difusivo-convectivo. Oscilagdes
espurias.

Introducao

Problemas difusivos-convectivos dizem respeito a cendrios nos quais tem-se um fendmeno fisico no
qual particulas, energia, ou outra quantidade fisica € transportada dentro de um dominio por meio de dois
processos acoplados: difusdo e conveccdo. A difusdo é o mecanismo de transporte no qual a quantidade
do elemento fisico de interesse se desloca de um meio mais concentrado para o meio menos concentrado.
J4 a conveccdo se da pela translacdo desse elemento através do dominio no qual ele esté presente.

A Equacdo 1 abaixo representa a forma geral da equacio difusiva-convectiva, na qual U € a quan-
tidade fisica de interesse. Sendo w um campo vetorial de velocidade, k denota o coeficiente difusivo e
f representa uma fonte ou sumidouro dentro do dominio estabelecido. Para esta equagao, temos que a
solugdo é uma fungiio U (x,y,t) que varia de acordo com o tempo, dentro de um dominio  C R?. Com
Q sendo aberto e delimitado, cujo limite I" € suave e definido.

U
y—i-v_v’-VU:V-(vV)U—i—f (1)
Considerando que U ndo varia com o tempo, ou seja, se encontra em regime permanente € depende

apenas de suas varidveis espaciais, tem-se que %—lt] = 0. Assim, pode-se rescrever a Equacao 1 conforme

demonstrado pela Equagdo 2 abaixo. Se caracterizando como uma equacao diferencial parcial (EDP)
eliptica.
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—kAU +%-VU = f )

Sabendo que o nimero de Péclet (P.) é dado como a razdo entre o coeficiente convectivo e o coefici-
ente difusivo, pode-se definir € como o inverso de P,, com w = (aj,a;), tal que &, = i, paran=1,2.E
esperado que, para casos de convecgao dominante, ou seja, €, — 0, a Equacdo 2 tende a se reduzir a uma
equacdo diferencial parcial de primeira ordem, que s6 permite uma condi¢do de contorno.

Entretanto, como &, > 0, ainda que muito pequeno, tem-se uma equagdo de segunda ordem que
necessita de duas condicdes de contorno. Logo, é esperado um panorama de solu¢do anormal préximo
as condicdes de contorno, ja que para €, — 0 o problema esta super-especificado.

Conforme discutido por Carmo e Benitez (2003), assim como Volker e Knobloch (2007), este pano-
rama anormal € o que se chamam as oscilagdes espurias, uma vez que a solucdo da equacdo difusiva-
convectiva possui camadas-limite, que sdo pequenas regides do dominio que possuem alto gradiente.
Haja vista que o tamanho das malhas normalmente utilizadas em solugdes numéricas € significantemente
maior que a espessura da camada-limtite, essa regido ndo € resolvida de forma adequada. Dando assim,
origem a tais oscilagdes que ndo sao fisicas, ou seja, ndo representam a solucdo do problema posto, mas
sim instabilidades no método numérico.

Como discutido por Zhao (2018), problemas convectivos-difusivos, nos quais existe dominncia da
conveccao, apresentam para os métodos classicos de resolugdao, como o método das diferengas finitas
(MDF) e elementos finitos, instabilidades em seu panorama de solu¢do. Como mostrado por Frerichs
e John (2021), pode-se contornar esse problema com artificios para melhorar a estabilidade, como o
método Upwind para a metodologia de diferencas finitas. Neste caso, é adicionado uma difusividade
numérica na solucdo, proveniente da formulagdo matematica do método. Entretanto, esse procedimento
tende a prejudicar a precisdo dos resultados obtidos, com uma difus@o excessiva em alguns casos. Atu-
almente, nao se tem uma formulagdo que seja ao mesmo tempo estdvel e precisa, para solugdes com a
presenga de camadas-limite.

Método das diferencas finitas centradas e upwind

De acordo com Tanehill, Anderson e Pletcher (2012), a abordagem do método das diferengas finitas
se caracteriza como a discretiza¢do de um problema inicialmente continuo, de forma que as varidveis
de interesse existam unicamente em pontos discretos. Por essa metodologia, as derivadas presentes sao
substituidas por diferencas entre tais pontos, logo tem-se uma representacdo algébrica de uma EDP, na
qual tem-se ao final do processo um sistema linear que pode ser facilmente resolvido.

Partindo da Equagdo 3 abaixo, como mostrado por Maliska (2017) e Pantakar (2018), pode-se sub-
tituir as derivadas de segunda ordem (termo difusivo) pela formulagdo centrada de 2“ ordem. J4 as
derivadas de primeira ordem (termo convectivo) sao substituidas pela formulacdo centradas de 2 ordem,
obtendo-se assim a discretizacdo pelo método das diferencas centradas, considerando um campo de ve-
locidades w = (aj,az), tem-se a Equacao 4.

2°U J*U L (U, 9U .,
(G ) e (B 5 ) = ®

Ui—1,j—=2U; j+ Uit Uij-1=2U; j+ Ui j11
_k /] 7.] ’.] 7.] 7.] 7.]
[( Ax? " Ay? *

U1, —Ui 1 U1 —Uij
+|:<a] l+1712Axl 1$]>+<a2 lv]+12Ay L] 1):| :f

J4 para o MDF upwind, como mostrado por Thomas (2013), a discretizacdo do termo convectivo
ird depender da direcdo do campo de velocidade. Para um valor de velocidade positivo, utiliza-se a

“4)
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formulagdo atrasada de 1¢ ordem; ji para um valor de velocidade negativo, utiliza-se a formulagdo
avancada de 19 ordem. De maneira que a formulagdo upwind para velocidades positivas e negativas
estdo representadas, respectivamente, pelas Equacdes 5 e 6 abaixo.

Lk [(Ui—l.,j—ZUi,j-FUiH,j) n <Ui,j—1 —2Ui,j+Ui,j+1>] 4

Ax? Ay? 5)
Uij—Ui, Uij—Uij-1\| _
+ [(al A ) + (az Ay =f
k Ui—1,j—2U; j+ Uity n Uij1—2U;j+U 1 .
Ax? Ay?
(6)

Ui, — U Uijr1— Ui
G A G

Para ambos métodos, apds realizada a discretizacdo apropriada, concatena-se os termos de mesmo
indice de maneria que se tenha uma equagdo matricial MU = f, conforme mostrada pela Equacdo 7
abaixo, sendo esta a equacao a partir da qual foram construidos os algoritmos computacionais.

AU,',j71—f—BUi,l,j-l-CU,',j+DU,'+17j+EU57j+1 =f (7)

Na qual M é a matriz dos coeficientes resultantes da formulacdo de diferencas finitas utilizada, sendo
uma matriz pentadiagonal esparsa de tamanho n? x n?, correspondendo 2 uma malha com 7 nds em cada
eixo.

Metodologia

Para o contexto da equagio difusiva-convectiva aplicada a um dominio Q C R?, ndo se obteve, para
este trabalho, solugdes exatas para que se possa validar os cédigos criados. Nesse caso optou-se por
utilizar casos cldssicos da literatura. Assim, os panaromas das solu¢des sdo conhecidos de forma que é
possivel avaliar os resultados obtidos por meio dos cédigos criados, para o método das diferencas finitas
centradas e upwind.

Os casos de estudo implementados tem a finalidade de promover situacdes de convec¢do dominante,
de forma que se possa constatar a presenca, ou nao, de oscilagdes espurias (instabilidades). Os problemas
escolhidos se dividem em dois grupos: os que possuem camada-limite em sua solucio e os que possuem
solucdo suave. Com os resultados obtidos, serd possivel constatar qual método forneceu os melhores
resultados para cada um dos cendrios propostos.

Resultados numéricos

Para o primeiro problema estudado foi escolhido um cendrio no qual ndo hd camadas-limte na
solugdo, de forma que para este foi definido um dominio (—0.5 < x < 0.5,—0.5 <y < 0.5), o campo de
velocidades € difinido como w = (—y,x), a condi¢@o de contorno € zero ao redor de todo o dominio, ja o
coeficiente difusivo é dado por k = 1071, Para este estudo foi também imposta a condi¢io interna dada
pela fungdo seno f(0,y) = sin(2my) Vy € [—0.5,0]. Por fim, foram utilizadas as malhas quadradas de
tamanhos nx = ny = 20 e nx = ny = 60.
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Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) ; Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 1: Solug¢@o do primeiro problema para nx = ny = 20.

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) , Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 2: Solug¢@o do primeiro problema para nx = ny = 60.

Para este problema pode-se perceber que as solugdes apresentadas pelo MDF upwind apresentam
grande difusdo numérica introduzida pelo método, constatada pelo degrau préximo a condicdo interna
imposta. Analisando as Figuras 1 e 2, € visto que conforme a malha € refinanda, a diferenca entre os
valores da solug@o proximo aos pontos com y € [—0.5,0] é reduzida, mas ndo ¢ eliminada.

Em contraste, as solugdes obtidas com o MDF centradas apresentaram um panorama coerente com
o esperado, sem a presenca de tal degrau. Isso se deve a maior precisdo da formulagdo centrada, e
também a tendéncia do MDF upwind de suavizar as solugdes, que neste caso resultou em uma diferenca
significativa em rela¢do ao que era esperado.

Para o segundo problema, as condi¢des de contorno foram consideradas zero, ja o termo fonte foi
definido como a fun¢do Gaussiana representada pela Equagdo 8 abaixo. O campo de velocidades con-
siderado serd varidvel dentro do dominio, de maneira que w = (y, —x). Ja o coeficiente difusivo serd
k=103 e k=10"°, com uma malha nx = ny = 60.

1 1 2 2
— -0 [(X—O.S) +(y—0.5) }
Fy) = 5ogme ™ ®)
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Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 3: Solucdo do segundo problema para k = 1073,

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 4: Solucdo do segundo problema para k = 107°.

Observa-se que conforme o coeficiente difusivo é reduzido, o panorama do soluc¢éo se torna domi-
nado pelo fendmeno convectivo e desta forma tem-se uma concentracdo maior de U na direcao do fluxo
de velocidade circular imposto. Nota-se também que para k = 10~3 o MDF centradas apresenta insta-
bilidade na forma de oscilagdes espurias na base da fungdo Gaussiana e préximo a regido de condic¢io
de contorno, ji para k = 10~ o panorama estd povoado de oscilacdes, sendo coerente com esperado de
acordo com a literatura, uma vez que P, >> 1.

O terceiro e tltimo problema analisado contém as condi¢des de contorno dada pelas Equagdes 9 a 16.
O coeficiente difusivo considerado é k = 102, ja o campo de velocidade adotado é # = (y, —x). Por fim,
as malhas consideradas sao nx = ny = 20 e nx = ny = 60, para que se possa observar como a solugao se
altera com o maior nimero de pontos discretos. Abaixo podem ser vistos as solugdes numéricas obtidas,
representas pelas Figuras 5 e 6.
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(U(x,0)=0 Vxe [0,1] 9)
Ux,1)=1 Vxe [0,1] (10)
U(l,y)=0 Vye [0,1] (11)
U0,y)=0 VYye [0,0.6] (12)
U(0,y)=y—0.6 Yye [0.6,0.65] (13)
U(0,y) = 18(y —0.65) +0.05 ¥y € [0.65,0.70] (14)
U(0,y) = (y—0.70)+0.95 Vye [0.70,0.75] (15)

LU0,y)=1 Vye [0.75,1] (16)

Solucao da equagéao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) Solugao da equaciao difusiva-convectiva (Upwind) ,
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 5: Solu¢do do segundo problema para nx = ny = 20.
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 6: Solucdo do segundo problema para nx = ny = 60.

Considerando as Figuras 5 e 6, percebe-se que conforme a malha se torna mais densa em relacdo ao
nimero de nds, a solugdo apresentada pelo MDF centradas se torna mais suave, com a solucio apresen-
tada por nx = ny = 60 se mostrando livre de instabilidades, com um panorama similar ao apresentado
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pelo MDF upwind. Ainda, pode se notar que a solugdo apresentada nesse caso pelo MDF upwind in-
dica maior difusdo numérica, evidenciada pela suavizacdo da regido adjacente aos pontos préximos a
condigdo de contorno x € [0.6, 1], em comparacéo ao observado com a formulagio centrada.

Conclusoes

Para o primeiro problema, com solu¢do sem camadas-limite, a formulacdo centrada é mais precisa
que o upwind, se apresentando livre de instabilidades, sendo esta uma constatagdo coerente com o espe-
rado uma vez que o MDF centradas € uma metodologia de segunda ordem de precisdo, e o upwind é de
primeira ordem de precisdo, tendo esta dltima apresentado excessiva suavizac¢do da solugéo.

Para o segundo e terceiro problema, que possuem camadas-limite em suas solugdes, a formulagcao
centrada apresenta oscilacdes espurias, resultantes da instabilidade que surge quando o método é subme-
tido a um cendrio de convec¢do dominante. Neste contexto, percebe-se que o refino da malha tende a
reduzir o nimero de oscilacdes percebidas. Entretanto, o aumento do mimero de nds na malha, acarreta
no aumento do uso de memdria e tempo de processamento, recursos estes escassos.

Ainda, para o segundo problema, mesmo nas malhas mais refinadas produzidas neste estudo foram
observadas oscilagdes espirias quando o coeficiente difusivo utilizado é inferior & 1073, para 0 MDF
centradas. Neste contexto de conveccdo dominante, a formulagdo upwind se mostrou estavel, uma vez
que ndo apresentou oscilacdes espurias para os problemas contendo camada-limite interna ou externa.
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Summary: Cancer is a disease characterized by the uncontrolled growth of abnormal cells in the body. It is a
complex and multifaceted disease that has challenged researchers and doctors for decades. The ability to visualize
and understand tumor growth can provide valuable insights into how cancer develops and spreads, leading to
significant improvements in cancer diagnosis, treatment, and prevention. The three-dimensional tumor growth
simulation tool that is being developed is an important step in this direction. It allows for detailed visualization of
tumor growth in different parts of the human body, which can provide valuable insights into how cancer develops
and spreads. Additionally, the ability of this tool to simulate tumor growth in different parts of the body means
that it can be used to study a wide range of cancer types. This tool utilizes a cellular automaton and a small-world
network to create connections between cells, allowing for a more accurate representation of organ and tumor
structures. Furthermore, it allows for the loading of configurations and parameters from external files, providing
great flexibility to the tool and allowing for customization of the simulation to the specific needs of each case.
For 3D rendering, the Marching Cubes technique is used, which enables detailed and accurate three-dimensional
representation of tumors.

Keywords: Scientific Computing, Numerical Methods, and Applications. Cellular Automaton. Marching Cubes.
3D. Cancer.

Introduction

The challenge of representing biological phenomena mathematically, physically, and computation-
ally requires interdisciplinary synergy among experts in these fields. This collaboration enriches the tra-
ditional experimental method used in biological sciences by implementing mathematical models, which
serve as tools to formulate and test hypotheses, guide experimental research, and refine the model based
on the obtained results. [7]

Cancer is a disease that affects a large number of living organisms and is characterized by the pres-
ence of a group of abnormal cells that grow uncontrollably, disregarding the normal rules of cell division.
It particularly affects humans, where its occurrence and development pose a threat to life. The malig-
nancy of cancer varies and depends on factors such as the growth rate of cancer cells, their ability to
spread to other tissues, and the possibility of recurrence after surgical removal. [7]

The purpose of this type of research is to achieve a deeper understanding of biological processes
through an iterative cycle of theory and experimentation. Additionally, mathematical models can be used
to assist in the conception and design of therapeutic strategies, providing a more precise and personalized
insight into the treatment of each patient. [7]
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In the case of this project, a cellular automaton and a small-world network are used to model the
interactions between cells, providing a more accurate representation of tumor growth. The parameters
and configurations can be loaded from external files, offering great flexibility in adapting the simulation
to the specific needs of each case. The work being conducted is a part of a larger thesis project that is
currently in progress. The project aims to simulate tumor growth in small organs and involves loading
and utilizing parameters for the simulation. The graph of cells with their connections is visualized and
analyzed, along with the visualization of the tumor size throughout the simulation. The focus of the
next stages is to improve the existing implementation and incorporate changes based on details found
in medical literature. Additionally, efficient algorithms will be implemented to process large amounts
of cells and their connections. In the future, the project aims to incorporate Artificial Intelligence and
Machine Learning techniques to achieve better approximations to reality.

The technique of Marching Cubes [5] is used for 3D rendering, providing a detailed and precise
visualization of tumors. This visualization can provide valuable insight into how cancer develops and
spreads, which can be essential for the development of effective therapies and treatments. By visualizing
tumor growth in three dimensions, doctors and scientists can gain a better understanding of tumor evo-
lution and how it may affect surrounding tissues. This information can be crucial for the development of
effective therapies and treatments for cancer.1

Submission

Cellular Automaton

In this section, the cellular automaton model presented in this work is conceived. It begins by for-
mally defining a cellular automaton [7].

A cellular automaton is a tuple (.£; A" &; %) composed of the following representative elements [2]:

Z: tis apotentially infinite set of cells.

N L x L —{0,1} is a neighborhood function, which can be seen as a relation, usually reflexive
and symmetric, between cells. This function shows which pairs of cells are neighbors, that is, the
geometry of the cellular organization.

R

. It is a set of states. Each cell in the set .Z is assigned an associated state at each time step.

Z: &0 5 & is a locally defined transition function. This function is the core of the dynamics of
a cellular automaton and is commonly expressed through rules that define the state of the cell in
the next time step based on the state of the neighboring cells. The set containing the state of the
neighboring cells is obtained through the function .4 (v), which is defined below.

The sets A”(G) and A4(G) group the edges of the graph that correspond to immediate and distant
connections, respectively. These sets have the following properties:

A"(G)UAY(G) = A(G), (1a)

AY(G)NAY(G) =0. (1b)

These properties indicate that the subsets of edges A”(G) and A4(G) form a partition of the set of edges
A(G)

Based on the sets of vertices V(G) and edges A(G), the representative elements . and .4 of the
cellular automaton model are defined as follows:

The set of cells . is defined based on the set of vertices of the graph V(G):

Z=V(G)|. )
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The neighborhood function .4 s defined based on the set of edges of the graph A(G) as shown below:

[N V(G)xV(G) = {0,1}], (3a)
| 0 si{vw}¢A(G)
A (V’W)_{ 1 si{v,w}€A(G) |’ (30)

In other words, the vertices v € V(G) and w € V(G) are neighbors in the cellular automaton if there exists
an edge in G that connects them.

The neighborhood of the vertex v € V(G) is defined based on the neighborhood function .4 (v, w) as
the set of vertices .4 (v) that have edges with the vertex v:

N ) =A{w [ A (W) =1}. )

Set of cells: Watts-Strogatz model

In the presented study, a soft tissue is defined as a set of cells that exhibit two types of connections:
between nearby neighboring cells and between distant cells. To represent these types of connections,
a cellular automaton model based on a graph network is used. In their work [9], Duncan J. Watts and
Steven H. Strogatz showed that there are many biological, technological, and social networks that lie
between regular and random networks, which have traditionally been used to model different types of
dynamic systems.

Let v be a vertex of the graph that has k, edges connecting it to k, vertices. The value between the
actual number of edges K, that exist between these k, vertices and the maximum number of possible
edges1 ky(k, —1)/2 e is the clustering coefficient of vertex v and is determined as [7]:

2K,

C,=—1" .
" k(= 1)

(&)

The global clustering coefficient of the graph Cg is the average of all individual clustering coefficients
C,, that is [7]:

Cg = C,. (6)

The average path length is the mean of the distances between every pair of vertices belonging to the
graph and is denoted as /. Due to the existence of numerous distant connections through the circulatory
system, the average path length in the network of cells is relatively small.

Therefore, it is hypothesized that a living tissue possesses a high clustering coefficient and a small
average path length. These characteristics are characteristic of small-world networks, and they are used
to represent living tissue. To generate small-world networks with these characteristics, the Watts and
Strogatz model is used [9]. This model starts with a graph with g vertices, each connected to k immedi-
ate neighbors, and then randomly rewires each edge of the graph with a probability p, introducing edges
that connect distant vertices.

Marching Cubes

The Marching Cubes technique is a computer graphics algorithm used to extract a polygonal mesh
of an isosurface from a three-dimensional discrete scalar field, such computed tomography (CT) scans
and magnetic resonance imaging (MRI) data [5]. In the context of this project, it is used for the three-
dimensional representation of tumors, providing detailed and accurate visualization. 1

I'The maximum number of possible edges is reached when the neighbors, denoted as k, of vertex v belong to a clique. In an
undirected graph, a clique is a set of vertices such that every pair of vertices is connected by an edge.
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This algorithm works by processing the cells of volume data (also known as voxels), checking the
intersection between their respective edges and the isosurface. The values of each vertex of the cells
are compared with a given isosurface value, and these vertices are classified as “inside” or “outside” the
isosurface. Once the type of intersection is determined, an approximation of the isosurface contained in
the cell is constructed by building triangles [1].

The resulting visualization can provide valuable insights into how cancer develops and spreads. By
visualizing tumor growth in three dimensions, doctors and scientists can gain a better understanding of
tumor evolution and how it may impact surrounding tissues. This information can be essential for the
development of effective cancer therapies and treatments.

Due to the high computational cost of representing and applying the Marching Cubes algorithm
to realistic models containing millions of cells, this work implements a model scaling technique that
reduces the length of the dimensions of the original cellular automaton model. The reduction process is
as follows:

¢ Cells are grouped into quadrants of dimensions provided by the user.
* The states of all cells belonging to the quadrant are examined.
* The quadrant adopts the state that is most repeated among the cells in it.

* After performing this process for several quadrants, each quadrant reduces its size from (nxmxl)
to (1xlx1), where n < Sy,m < 8,1 < §..

In summary, the Marching Cubes technique is a powerful tool for the three-dimensional visualization
of medical data. In the context of cancer research, it can provide a detailed and accurate representation
of tumor growth, which can significantly contribute to our understanding of this disease and the devel-
opment of effective therapies and treatments.

Configuration and Parameters of the simulation.
Some of the parameters and configurations that can be modified are:

* S, - Dimension of the space declared on the x-axis.
* S, - Dimension of the space declared on the y-axis.

* S, - Dimension of the space declared on the z-axis [7].

The ranges of values for the spatial components of the graph vertices are as follows: 0 < x < S,
0<y<S§y0<z<S.

* p - Probability of reconnection in the Watts-Strogatz model
* Py, Py - Initial populations of the avascular and vascular stages respectively [7].

* Parameters corresponding to the number of states that the automaton cells can have and their
descriptions.

» Parameters for possible transitions between the states of the automaton.

» Parameters for the probabilities of the transitions between states.

When including parameters for the calculation of certain probabilities, one can take into account
the calculation of the probability of interaction between tumor cells and the immune system [6].

* Parameters corresponding to the shape of the organs where the simulation will take place.
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* Parameters to describe the schema of the organs where the simulation will be performed. This
allows for the consideration of the characteristics of each organ separately and enables a more
realistic simulation.

There are many other configurable parameters.

Conclusions

The growth of a tumor can be visualized in 3D using the Marching Cubes technique. It is widely
used for medical visualizations, such as computed tomography (CT) and magnetic resonance imaging
(MRI) images. Additionally, the Marching Cubes algorithm can reduce the computational time used for
sampling in 3D reconstruction. However, one of the main issues with Marching Cubes is the presence
of unused voxels that can be generated during the analysis of the coordinates and intensity values of 2D
images. These unused voxels can affect the smoothness of the 3D surface [8].

| Loaa Jincioar] sion WaraonJondon Roise20poseay ciar |
L ]

Figure 1: An example of simulating tumor growth in 3D at early stages.The code was developed in Unity

The creation of a tool to simulate tumor growth using cellular automaton in any organ of the human
body is a significant advancement in the field of modeling and simulation of biological systems. This tool
provides an innovative and flexible approach to studying tumor growth, which has important implications
in both basic research and clinical applications.

The ability to load specific configurations and adjust, add, or remove parameters that influence the
realism of the simulation allows for the adaptation of the model to different scenarios and conditions.
This makes the tool highly versatile and applicable to a wide range of situations and types of tumors.

The use of cellular automaton in tumor growth simulation allows for the accurate representation of
the interaction between cells and their environment, as well as the temporal changes that occur. This
modeling approach provides a detailed understanding of tumor growth dynamics and can be used to in-
vestigate various scenarios and conditions [2].

How much progress has been made so far?

* The loading and usage of parameters for the simulation have been implemented.
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* The engine to simulate the growth of a tumor in small organs has been implemented.
* The cell graph with its connections has been visualized and analyzed.

* The size that the tumor will take during the simulation has been visualized.

* The code to render the shape the tumor will have has been implemented.1

What will be the focus in the next stages?

* Improving all of the above, for example, enhancing the implementation of 3D rendering using
Marching Cubes to obtain smoother faces and triangles.

* Implementing changes between states following the details found in the literature.

* Implementing efficient algorithms to process large amounts of cells and their connections, we are
talking about millions of both.

* Add Artificial Intelligence and Machine Learning techniques to obtain better approximations to
reality.

Finally, the 3D visualization of tumor growth using the Marching Cubes technique can provide a
valuable tool for healthcare professionals to better understand the dynamics of tumor growth and develop
more effective treatment strategies.
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Appendix
The following tools were used to develop this work:
* For the generation of the simulation, C# in its .net7.0 version.

* For the visual part to visualize the cells and their connections in certain regions, Python in its 3.11
version with Streamlit and other dependencies.

* For the visual part to render the tumor, Unity in its 2021.3.28f1 version.
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Resumo: A computagdo quintica é um campo em desenvolvimento cujo o objetivo € superar a eficiéncia da
computagdo cldssica na resolucdo de problemas através de algoritmos mais eficientes. O presente trabalho tem
como objetivo apresentar o algoritmo quantico de Deutsch-Jozsa, fornecendo um tutorial para sua implementacao
em Python 3. Para este fim, foi utilizado o Qiskif, um kit de desenvolvimento de software de codigo aberto
desenvolvido pela IBM, que permite aos usudrios programar, simular e executar algoritmos quanticos através de
computadores quanticos reais ou de simuladores quanticos. O ambiente de programacdo utilizado foi o Jupyter
Notebook, desenvolvido pela organizacio Project Jupyter.

Palavras-chave: Computag@o Quantica. Algoritmo de Deutsch-Jozsa. Qiskit.

Introducao

Na drea da computacio quantica, o algoritmo conhecido como Deutsch-Jozsa, que foi proposto no
ano de 1992 pelos cientistas David Deutsch e Richard Jozsa, trouxe uma nova abordagem ao evidenciar
um cendrio exemplar em que a capacidade da computagdo quantica sobrepuja de maneira significativa
sua contraparte cldssica. Nesse contexto, considera-se um ordculo que incorpora uma funcgéo cujas ca-
racteristicas sdo desconhecidas. O propdsito consiste em determinar se essa funcdo € constante, ou seja,
se ela retorna o mesmo resultado para todas as entradas, ou se € balanceada, isto &, se ela apresenta dois
resultados distintos de maneira igualitdria. No contexto cldssico, no cendrio mais desfavordvel, seria im-
perativo avaliar cinquenta por cento das entradas da fungdo para resolver a questdo. Porém, o Algoritmo
de Deutsch-Jozsa ilustra que, através da utilizacdo da computagdo quantica, é vidvel alcancar a solugdo
com apenas uma Unica consulta, resultando em uma aceleracdo de natureza exponencial (DEUTSCH e
JOZSA, 1992, p.556-557).
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Portas Quanticas

Nesta se¢ao, serao introduzidas as portas l6gicas quanticas utilizadas ao longo do trabalho. A pri-
meira € a porta Hadamard, representada matematicamente pela matriz unitdria H abaixo. A segunda
porta quantica utilizada é a porta X, de um qubit, também conhecida como porta NOT. Por fim, ha
ainda a porta CX (Controlled-X), também conhecida como CNOT (Controlled-NOT). Trata-se da versdao
controlada da porta X, sendo uma porta de dois qubits, onde um deles é um qubit de controle e outro € o
qubit alvo. Essa porta tua da seguinte maneira: se o qubit de controle estiver no estado |0), nada ocorre;
se 0 qubit de controle estiver no estado |1), o qubit alvo sofrerd uma rotag@o de 7 rad no eixo x da Esfera
de Bloch. Esta porta ndo apenas atua sobre os estados da base computacional, como também pode ser
aplicada a qubits superpostos, e mesmo emaranhados. A porta CX é representada matematicamente pela
matriz unitdria CX abaixo (PORTUGAL, 2012, p. 29,33).
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Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Considerando-se uma fungfo booleana f : {0,1}" — {0,1} , na qual cada entrada bindria de n bits
produz uma saida bindria de 1 bit, pode-se observar que, de acordo com esta defini¢do, o conjunto total
de possibilidades para as entradas de f é composto por 2" variantes. Ao mesmo tempo, as opcdes de
saida possiveis para f sdo limitadas aos valores 0 e 1. A funcdo f é caracterizada como constante
caso sua saida seja exclusivamente 0 ou 1, independente do input, e € qualificada como balanceada
quando a quantidade de saidas iguais a O equivale ao nimero de saidas iguais a 1. No contexto da
problemética sob andlise, a func¢do f assume somente dois possiveis estados: constante ou balanceada.
Com base nas saidas produzidas por f, a meta reside em determinar qual dessas categorias € aplicavel
a f. No pior cendrio, utilizando-se um computador cldssico, a primeira metade dos inputs avaliados
resultaria no mesmo output, implicando que a conclusao a respeito do comportamento da funcio so seria
obtida apds testar o input subsequente. Nesse contexto, a realizacio de 2"~! + 1 testes seria necessaria
(DEUTSCH e JOZSA, 1992, p.555). Por outro lado, ao se aplicar o algoritmo de Deutsch-Jozsa para
resolver essa mesma problematica, utiliza-se o operador unitario Uy, um ordculo quantico que atua da
seguinte maneira: dado um conjunto de estados |x) composto por n qubits e um estado |y) constituido
por 1 qubit, a transformacdo realizada por Uy € expressa por

W) 2 )y e £(x).

Para a implementacgao do algoritmo, o circuito quantico utiliza dois registradores, o primeiro possui
n qubits inicializados no estado |0), enquanto o segundo contém 1 qubit inicializado no estado |1). O
procedimento do algoritmo segue as seguintes etapas (IBM 2023):

1. E executada a operacio de produto tensorial entre o estado |0)*" do primeiro registrador e o estado
|1) do segundo registrador, resultando no estado |yp) = |0)®"|1).

2. A porta de Hadamard € aplicada a cada qubit de |yp), gerando |y;) = \/;,ﬁ Y2 ) (10) — [1)).

3. O operador Uy é aplicado a |y ), resultando em |y») = \/zlfﬁ 2N =D ) (j0) — |1)).
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4. O segundo registrador € ignorado, e a porta Hadamard é aplicada a cada qubit do primeiro registra-
dor, formando |y3) = £ Y2 o' [£2,' (= 1)/®(=1)%] |z), onde xz = X020 B X121 D . .. B Xn—12n—1,
que € a soma do produto bit-a-bit.

5. Por fim, o primeiro registrador € medido.

Deve-se observar que o estado |y3) consiste em uma superposicdo de 2" estados de n qubits. Dentro
dessa "cole¢@o”, encontra-se o estado |0)®", cuja amplitude em |y3) € dada por 21—,, 2)2;61 (—1)f ). Apés
se medir o estado do primeiro registrador, a probabilidade de se obter |0)*" € igual a % Y2 (=1)f@ ]2,
cujo valor serd 1 caso f(x) seja constante e 0 caso f(x) seja balanceada. Assim, ap6s a medi¢do do estado
do primeiro registrador, a obtengdo do estado |0)®" mostrard que f € constante; qualquer outro resultado
basta para concluir que a funcéo € balanceada. Com isso, uma tnica aplicacio do algoritmo de Deutsch-
Jozsa basta para se saber se f € constante ou balanceada (CLEVE, 1997, p. 4). Na Figura 1, exibe-se o
circuito associado ao algoritmo de Deutsch-Jozsa.

0®7) A gon

He"

1) H

y y® f(x)

ey R
-—F——=-}F-w

-} -w

Figura 1: Circuito 16gico do algoritmo de Deutsch-Jozsa (IBM, 2023).

Implementacao

O primeiro passo para a implementacdo computacional do algoritmo de Deutsch-Jozsa no Jupyter
Notebook € a importacdo dos recursos que serdo necessarios. O Jupyter Notebook é uma ferramenta de
codigo livre baseada em browser, que funciona como um laboratério virtual onde se pode programar em
linguagens de programacdo como Python 3 (RANDLES et al, 2017).

In [1]: |import numpy as np

from giskit import IBMQ, Aer

from giskit.providers.ibmgq import least_busy

from giskit import QuantumCircuit, assemble, transpile
from giskit.visualization import plot_histogram
import matplotlib.pyplot as plt

from giskit.visualization import plot_histogram

Figura 2: Realizagdo das importagdes necessdrias (IBM, 2023).
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Ap0s isso, pode-se criar o ordculo Uy, conforme a Figura 3.

In [19]: |def dj_oracle(case, n):
oracle_gc = QuantumCircuit(n+l)
if case == "balanced":
b = np.random.randint(1,2**n)
b_str = format(b, '@'+str{n)+'b")
for qubit in range(len(b_str)):
if b_str[qubit] == "1':
oracle_gc.x(qubit)
for qubit in range(n):
oracle_gc.cx(qubit, n)
r qubit in range(len(b_str)):
if b_str[qubit] == "1':
oracle_gc.x(qubit)

o
=]

if case == “"constant":
output = np.random.randint(2)
if output ==
oracle_gc.x(n)
oracle_gate = oracle_qgc.to_gate()

oracle_gate.name = "Oracle”
return oracle_gate

Figura 3: Criagio do ordculo (IBM, 2023).

O cédigo entdo segue com a implementacdo do algoritmo completo através da funcdo dj_algorithm,
como mostrado na Figura 4.

In [28]: |def dj_algorithm{oracle, n):

dj_circuit = QuantumCircuit(n+1l, n)

dj_circuit.x(n)

dj_circuit.h(n)

for qubit in range(n):
dj_circuit.h(qubit)

dj_circuit.append(oracle, range(n+l))

for qubit in range(n):
dj_circuit.h(qubit)

for i in range(n):
dj_circuit.measure(i, i)

return dj_circuit

Figura 4: Aplicagéo do algoritmo de Deutsch-Jozsa (IBM, 2023).

Testando o algoritmo

Nesta secdo, serd rodado o algoritmo para cada um dos dois casos (i.e, ordculo balanceado e ordculo
constante). Em ambos, serdo realizadas sucessivas medi¢des ao final do algoritmo, resultando em uma
distribuicdo de probabilidades, que serd analisada e comparada com o resultado esperado. Nos seguintes
testes, serd considerado n = 4.

Caso 1: Oraculo Balanceado

O primeiro caso é o de ordculo balanceado. Como na Figura 5, definido o caso a ser analisado,
transpila-se o circuito dj_circuit para uma forma que seja adequada para a execucao no simulador quantico.
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In [21]: =
oracle_gate = dj_oracle('balanced’, n)
dj_circuit = dj_algorithm(oracle_gate, n)
dj_circuit.draw(output="mpl")

out[21]:

Figura 5: Chamando o ordculo balanceado (IBM, 2023).

O circuito é executado e o histograma dos resultados é plotado usando a funcdo plot_histogram(answer)
Esse histograma mostrard a distribui¢do de probabilidade dos resultados obtidos apds a execugao do cir-

cuito. Neste exemplo, conforme mostrado na Figura 6, o registrador foi medido 1024 vezes, e em todas
elas o estado obtido foi o [1111).

In [22]: transpiled dj circuit = transpile(dj_circuit, aer_sim)
qobj = assemble(transpiled dj_circuit)
results = aer_sim.run(gebj).result()
answer = results.get_counts()
plot_histogram(answer)
Out[22]:

1000
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500

250

~
5
o

Figura 6: Distribuicdo de probabilidades para o caso balanceado (IBM, 2023).

Caso 2: Oraculo Constante

No caso em que o oraculo € constante, realiza-se 0 mesmo procedimento; agora, porém, a variavel

oracle_gate € definida chamando-se a funcdo dj_oracle com os argumentos 'constant’ e n. O procedi-
mento € conforme mostrado na Figura 7.
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In [24]:|n =4
oracle_gate = dj_oracle('constant', n)
dj_circuit = dj_algorithm(oracle_gate, n)
dj_circuit.draw(output="mpl")

out[24]:

Figura 7: Chamando o ordculo constante (IBM, 2023).

E passado o valor ’constant’ como case, indicando que o ordculo para uma fungio constante é o
desejado. O procedimento restante € exatamente como no caso em que o oraculo € balanceado. Resta,
entdo, analisar a distribuicio de probabilidades relativas as medi¢des do estado do primeiro registrador,
que é mostrado na Figura 8.

In [25]: transpiled dj_circuit = transpile(dj circuit, aer_sim)
qobj = assemble(transpiled_dj_circuit)
results = aer_sim.run({qobj).result()
answer = results.get _counts()
plot_histegram{answer)

Out[25]:
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Figura 8: Distribuicéo de probabilidades para o caso constante (IBM, 2023).

Foram realizadas 1024 medi¢des, e em todas elas o estado |0000) foi obtido.

Conclusoes

Em comparacdo aos algoritmos classicos empregados na resolugdo do problema proposto, o algo-
ritmo de Deutsch-Josza se destaca por sua eficiéncia notavel. De fato: enquanto multiplas consultas
seriam necessdrias a um algoritmo cldssico para determinar se uma fung¢do desconhecida é constante ou
balanceada, o algoritmo de Deutsch-Josza se mostra capaz de realizar a tarefa com uma tnica consulta.
Embora o algoritmo nio tenha aplicacdes praticas imediatas, ele desempenhou um papel fundamental na
demonstragao das capacidades dos computadores quanticos. Contudo, se fosse utilizado um computa-
dor cléssico probabilistico, onde os inputs s@o escolhidos aleatoriamente, ao invés da abordagem deter-
ministica utilizada, também seria possivel determinar o comportamento da fun¢ao rapidamente (NIEL-
SEN e CHUANG, 2002). Vale também destacar a importancia da biblioteca Qiskit Aer na simulac¢do do
circuito quantico, bem como na representacao visual dos resultados. Gragas a capacidade de simulacio,
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pode-se verificar precisamente o funcionamento do algoritmo sem que seja necessdrio utilizar um com-
putador quantico real.
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Resumo: Este trabalho visa a apresentagio do algoritmo de Grover na computagdo quantica, fornecendo um guia
para a sua implementacdo préitica. Para alcangar este propdsito, utilizou-se o ambiente Qiskit, uma plataforma
de cédigo aberto criada pela IBM que permite aos usudrios programar, simular e executar algoritmos quanticos,
tanto em computadores quanticos reais quanto simuladores. A programacdo foi conduzida no ambiente Jupyter
Notebook, desenvolvido pela equipe do Project Jupyter. A linguagem utilizada foi o Python 3.
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Introducao

No campo da computacdo quantica, o algoritmo de Grover, desenvolvido por Lov Grover em 1996,
¢ utilizado para de maneira eficaz recuperar informacdes de um conjunto de dados nio ordenado, pro-
porcionando uma clara vantagem em comparagao com os algoritmos convencionais. Esse algoritmo é
utilizado principalmente para a identificacdo de um elemento especifico (chamado de item marcado, ou
winner) em uma lista ndo ordenada contendo N elementos, na qual somente um item € a resposta dese-
jada. Enquanto a busca um cendrio classico exigiria um tempo proporcional a N para localizar o item
procurado, o algoritmo de Grover permite encontrar o item em um tempo proporcional a v/N (PORTU-
GAL, 2012, p.37; GROVER, 1996, p.1).

1 O problema

Toma-se em consideragdo um conjunto de indices ndo ordenado L ={0,1,...,N—1},em que N = 2"
e n denota a quantidade de bits em cada item do conjunto. Desse modo, L engloba a totalidade dos
ndmeros inteiros ndo negativos que podem ser representados por n bits e expressos no sistema decimal.
O desafio reside na identificagdo de um item especifico a,, da lista L' = {ag,ay,...,ay—_1}, onde w € L.
Classicamente, uma fun¢do f: {0,1,...,N — 1} — {0, 1} é definida, atuando do seguinte modo:

1, sex=w

S = {0, sexF#w

Na situacdo mais desfavoravel, serd preciso examinar todos os N elementos presentes na lista.
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2 Solucao através da computacao quantica

O algoritmo de Grover utiliza um registrador quantico com n qubits inicializados no estado |0) cada
um. Cada elemento x € L € associado a um estado quantico |x) de n qubits da base computacional
% ={|0),[1),...,|N —1)}. Introduz-se o operador U,,, que opera sobre |x) como delineado a seguir:

Uw|x):{’x>’ sexX#£w

—|x), sex=w
Portanto, U,, atua sobre um estado |x) conforme a expressdo abaixo (IBM, 2023):
[x) 25 (=1)/ @),

Em termos matriciais, o operador U,, pode ser representado como

(=1)/© 0 0
U 0 (—1)7M) 0
0 0 (—1)f<2”—1>

A execucdo do algoritmo de Grover comega com a aplicacdo da porta Hadamard em cada qubit do
registrador quantico, gerando o estado superposto |s) (CHUANG e NIELSEN, 2002, p.250).

1 N—-1
|s) =H™"|0) = — ) |x).
Wk
E facil ver que os vetores |s) e |w) sdo linearmente independentes, gerando um plano bidimensinal

no espagco CV. Denotando-se por |s') um estado de n qubits desse plano, onde |s’) é ortogonal a |w) ¢ 6
é o angulo entre |s) e |s'), tem-se que o estado |s) é uma combinacdo linear de |s) e [w) (IBM, 2023).

|s) = sin(0)|w) +cos(0)]s"),

onde

6 = arcsin ((s|w)) = arcsin <\%>

A préxima etapa do algoritmo de Grover consiste na aplicagdo de U, a |s), gerando |y ), conforme
a expressao abaixo.

1 N—1

[y1) = Uyls) = 7N go<—1>f(x>|x> = |s) —=2|w)

Ap6s a aplicagdo do ordculo U, ao estado |s) do registrador quéntico, o estado desejado |w) foi mar-
cado em |y) como sendo o tnico que teve sua amplitude alterada de \%N para —ﬁ. Geometricamente,
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isso significa que U,, refletiu |s) em relag¢@o a |s’). Contudo, esta informacéo ndo estd disponivel classica-

mente, mas restrita ao nivel quantico, uma vez que a probabilidade de obteng¢do do estado |w) apds uma
2

1 1

medi¢ao do registrador é igual a _ﬁ‘ = §» ou seja: a mesma dos demais estados da superposigao.

O que se deseja, agora, € refletir |y;) em relagdo a |s) e, com isso, aumentar a amplitude do estado |w)
no registrador quéntico, tornando mais provdvel a obtengdo de |w) apds uma medi¢do. Essa reflexdo
¢ promovida pelo operador U; = 2|s)(s| — I, onde I é o operador identidade (PORTUGAL et al, 2012,
p.48). Portanto, a préxima etapa do algoritmo é a aplica¢do de Uy sobre |y;), gerando |y»).

) = Uilwn) = (20s]5))ls) — <jﬁ<s|w>> sh =I5+ )

Uma vez que (s|w) = segue que

I
VN’

N—4| )+ 2
75‘ —_
N VN

Assim, aplicagando-se o operador de Grover G = U,U,, sobre |s), a amplitude de |w) é dada por

[w).

ly2) =

(N—4) < 1 )+ 2 3N-4
N VN) VN NYN'

Com isso, a nova probabilidade de se obter o estado |w) apds uma medigdo do registrador quéntico é
igual a

> ON?4+24N+16
- . ,

‘3N—4
NN

Um exemplo que demonstra a eficiéncia do algoritmo de grover é o caso em que N = 4: antes da
aplicacdo do operador de Grover sobre |s), a probabilidade de se obter |w) em uma medigéo é de 25%,
subindo para 100% com uma tnica aplicacdo de G. Naturalmente, essa probabilidade ainda € pequena
para valores maiores de N; contudo, o operador G pode ser aplicado mais de uma vez. No caso em que
N = 512, por exemplo, uma unica aplicacdo do operador de Grover resulta em uma probabilidade de
aproximadamente 0,017 = 1,7% de se obter o estado desejado |w), sendo necessdria a reaplica¢do do
operador de Grover para ampliar essa probabilidade. A Figura 1 mostra uma visualizacdo do circuito
l6gico correspondente ao algoritmo de Grover, onde Uy = U,,.

Oracle Diffuser (U

o— 2T Il

Repeat O(vn) times

Figura 1: Circuito 16gico do algoritmo de Grover (IBM, 2023).
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3 Implementacao

Uma vez compreendido matematicamente o funcionamento do algoritmo de Grover, pode-se seguir
com sua implementagdo pratica. Isso é feito através das linhas de c6digo abaixo, escritas no Jupyter
Notebook, uma ferramenta open-source baseada em browser, que cumpre o papel de um laboratério
virtual no qual se pode programar em diferentes linguagens de programacao, como Python 3 (RANDLES
et al, 2017). O exemplo escolhido neste trabalho € o caso em que N =4 e w = 3. Portanto, o estado que
se deseja obter € |3) = |11). Conforme visto anteriormente, como N = 4, espera-se que a probabilidade
de obtencdo do elemento desejado |11) apds uma tnica aplica¢do de G seja igual a 100%.

3.1 Definindo os operadores

Uma vez que N =4 e w = 3, o ordculo U, é representado pela seguinte matriz unitdria:

[(—1)7©) 0 0 0
U - 0 (—1)M 0 0
v 0 0 (—1)7® 0
) 0 0 (—1)/®
(-1 0 0 0
B 0o (=D o0 0
- 0 0o (-1 o
0 0 0 (=1
[1 0 0 0
010 0
= loo1 o|=¢
0 0 0 —1

Neste caso, U,, coincide com a porta CZ. Assim sendo, a porta controlada Z exercera a funcdo de
ordculo no circuito. Por outro lado, o operador de difusdo, que reflete o estado |y;) em relagdo a |s’),
pode ser matematicamente descrito pela expressio Uy = H®>CZZ%>H%? (IBM 2023). Dessa forma, o
circuito quantico para a implementac¢do do algoritmo de Grover é dado pela Figura 2.

nit oracle diffuser (U, )
g g e e e s e 1
1 | 1 1
do H ; 1 — H 4—
| | 1 1
1 I 1
BN :
a1 H I I . H ]
I [

Figura 2: Circuito completo do algoritmo de Grover para o caso em que |w) = |11) (IBM, 2023).
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3.2 O codigo

Nesta etapa, serd seguido diretamente o exemplo fornecido pela IBM (IBM, 2023). Antes da implementacdo
do algoritmo, € necessario importar os recursos que serdo utilizados no cédigo, conforme a Figura 3.

In [15]: dmport matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import math

from gqiskit import IBMQ, Aer, transpile, execute
from giskit import QuantumCircuit, ClassicalRegister, QuantumRegister
from qiskit.providers.ibmg import least_busy

from giskit.visualization impert plot_histogram
Figura 3: Importagdes necessdrias para a implementagdo do algoritmo de Grover (IBM, 2023).

Como N = 4 =22, o circuito quantico neste caso terd dois qubits. Criado o circuito, a porta Hadamard
¢ aplicada a ambos os qubits, inicializando com isso o estado de superposigdo |s) = %Zi:0]x>. Esse
procedimento computacional € realizado segundo as linhas de cédigo da Figura 4.

In [16]: [nE==2
grover_circuit = QuantumCircuit(n)

In [17]: def initialize s(gc, qubits):
"""Apply a H-gate to ‘"qubits’ in gqc"""
for q in qubits:
qc.h(q)
return gc
In [18]: grover_circuit = initialize_s(grover_circuit, [@,1])
grover_circuit.draw(output="mpl")

Go — H —

q1 —H -
Figura 4: Inicializacdo do estado |s) (IBM, 2023).

A Figura 5 mostra o procedimento para a aplicacio do oraculo U,,, representado pela porta controlada
Z. Conforme visto anteriormente, sabe-se que ele altera o sinal da amplitude do elemento procurado |11),
refletindo |s) em relag@o a |s).

In [19]: grover_circuit.cz(®,1)
grover_circuit.draw(output="mpl’}

Out[19]:

do — H —p—

g e

Figura 5: Aplicagéo do ordculo U, ao circuito (IBM, 2023).

Por fim, é aplicado o operador de difusio U; = H*>CZZ®?H%?, que reflete |y;) em relagio a |s),
conforme a Figura 6.
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In [28]: grover_circuit.h([e,1])
grover_circuit.z([0,1])
grover_circuit.cz(e,1)
grover_circuit.h([e,1])
grover_circuit.draw(output="mpl")

« i HE—
-

out[2e]:

a1

Figura 6: Aplicagio do operador de difusdo Uj, finalizando o circuito (IBM, 2023).

4 Testando o algoritmo

O algoritmo implementado serd agora simulado. Primeiramente, € utilizado o statevector_simulator
para se obter o estado final apds a execuc@o do algoritmo, que é igual a |y) = |11), conforme a Figura 7.

In [21]: sv_sim = Aer.get_backend('statevector_simulator')
result = sv_sim.run(grover_circuit).result()
statevec = result.get_statevector()
from gqiskit.visualization import array_to_latex
array_to_latex(statevec, prefix="|\\psi\\rangle =")

out[21]: |y) = [0 0 0 |]
Figura 7: O vetor |y) é impresso (IBM, 2023).

A Figura 8 mostra a realizacdo de 1024 medicdes dos qubits do registrador, resultando no histograma
abaixo. Em todas as medicdes, o tnico estado obtido foi |11), confirmando a predi¢do do algoritmo.

In [22]: | grover_circuit.measure_all()

qasm_sim = Aer.get_backend( qasm_simulator')
result = gasm_sim.run(grover circuit).result()
counts = result.get_counts()
plot_histogram(counts)

out[22]:

1000

750

Count

250

Figura 8: Simulacéo do algoritmo de Grover (IBM, 2023).

5 Conclusoes

O potencial dos computadores quénticos para resolver certos problemas de forma mais eficiente do
que as abordagens cldssicas € evidenciado pelo algoritmo de Grover, que permite a busca em uma lista
nio ordenada de N elementos com uma complexidade de tempo proporcional a v/N, ao contrario da busca
cléssica, que requer um tempo proporcional a N para a mesma tarefa. No entanto, o €xito do algoritmo de
Grover esta intrinsecamente ligado a sua habilidade de implementar um oraculo quéntico eficaz, o qual
desempenha a funcdo de refletir o estado em relacdo ao valor alvo. No caso abordado por este trabalho,
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a porta CZ desempenhou o papel de oriculo, alterando o sinal do ultimo estado da superposicdo. O es-
copo de aplicacdo do algoritmo de Grover € diversificado e abarca campos como otimizagao (GILLIAN,
2020), criptografia (SAKHI, 2012) e simulacdo quantica (CHUANG e NIELSEN, 2002, p.255-261). En-
tretanto, € imperativo compreender que nem todos os problemas experimentam uma melhoria substancial
por meio da utilizagdo do algoritmo de Grover, e a busca por algoritmos quanticos eficazes voltados a
problemas especificos permanece como um dominio ativamente pesquisado (FLUHRER, 2017). Adici-
onalmente, vale destacar que, apesar de seu poder em teoria, o algoritmo de Grover em seu estagio atual
ainda ndo supera de forma definitiva suas contrapartes cldssicas em muitos problemas. Nao obstante,
implementacdes experimentais bem-sucedidas do algoritmo em computadores quanticos reais ja foram
realizadas, proporcionando indicios promissores sobre sua viabilidade pritica (WANG, 2021).
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Resumo: Este trabalho apresenta uma formula¢do multiescala néo linear e descontinua para resolver problemas de
conveccao-difusdo-reagdo. Considerando uma formulagao de Galerkin descontinua, o método introduz um termo
de difusdo artificial ndo linear em ambas as escalas de discretizacdo, enquanto utiliza a abordagem descontinua
somente na macro escala. A micro escala ¢ modelada através de fun¢des bolha, permitindo a aplicagdo do processo
de condensacdo estitica em cada elemento. A discretizag@o resulta em um sistema global de equagdes associado
aos pontos nodais apenas da macro escala. Para avaliar a estabilidade das solugdes numéricas obtidas pelo esquema
proposto, assim como sua convergéncia, alguns experimentos numéricos sao realizados.

Palavras-chave: Galerkin descontinuo. Difuso artificial. Convec¢ao-difusdo-reacido. Funcdes bolha.

Introducao

O método Galerkin descontinuo (GD) foi introduzido por Redd e Hill em 1973 (REED; HILL, 1973).
Inicialmente, a utilizagdo do método esbarrou no seu alto custo computacional, em comparagdo com o
método Galerkin continuo, decorrente do nimero elevado de graus de liberdade presentes na formulagao.
Dessa forma, muitas metodologias foram propostas na literatura para reduzir o custo computacional do
GD, como por exemplo, o “multiscale discontinuous Galerkin” (MDG) (HUGHES, et al, 2006) e o
“hybridizable discontinuous Galerkin” (HDG) (NGUYEN; PERAIRE; COCKBURN, 2009). Diante da
possibilidade de se obter um método com custo computacional atrativo e com propriedades de esta-
bilidades superiores as do método Galerkin continuo para problemas de convec¢do dominante, muitas
pesquisas foram direcionadas aos métodos GD.

Dentre as vdrias abordagens desenvolvidas no contexto do método GD para problemas com convec¢do
dominante, destacamos o método de Difusdo Dindmica (DD) (ARRUDA; ALMEIDA; CARMO, 2010a
e 2010b). Essa metodologia considera uma decomposi¢cdo do espago de aproximacdo e do campo de
velocidade em escalas resolvidas (macro) e ndo-resolvidas (micro). Um operador nao linear de difusao
artificial € adicionado a formula¢do numérica. A quantidade de difusdo artificial é determinada pela
solucdo da equacido na escala resolvida a nivel de elemento, conduzindo a um método auto-adaptativo e
livre de pardmetros de estabilizacdo. Além disso, sdo necessdrias duas malhas do dominio do problema:
uma malha representando o espaco macro e uma malha mais refinada, onde o problema € resolvido. Isso
resulta em uma formulagdo com um custo computacional elevado, em compara¢do com o método GD
cldssico. Mais recentemente, o método DD foi proposto no contexto continuo usando funcdes bolhas na
micro escala (VALLI, et al, 2018, SANTOS, et al. 2021), resultando em um método com boas proprieda-
des de convergéncia e estabilidade, além de ter um custo computacional da mesma ordem da formulagdo
classica de Galerkin continuo.

A formulacdo apresentada neste trabalho busca solucionar problemas de convecg¢do-difusdo-reagao
a partir de uma abordagem descontinua, multiescala e ndo linear. Esta é uma versdo descontinua do
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método DD apresentado em (VALLI, et al., 2018). Além disso, essa formulacdo € diferente da abordagem
apresentada por (ARRUDA; ALMEIDA; CARMO, 2010a e 2010b), pois utiliza fun¢des bolhas na micro
escala e requer apenas uma malha, associada a macro escala, para resolver o problema. O método tem
como ponto de partida uma formulagdo GD apresentada em (HOUSTON; SCHWAB; SULI, 2002), que
¢ a mesma utilizada por (ARRUDA; ALMEIDA; CARMO, 2010b).

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: apresentamos a equacdo de conveccio-
difusao-reacdo, os conceitos e notagdes utilizados ao longo do texto, assim como a formulagao GD.
Em seguida, o novo método € proposto. Por fim, alguns experimentos numéricos sio apresentados.

Método Galerkin Descontinuo

Seja Q € R? um dominio aberto limitado com fronteira de Lipschitz, I'. O problema de conveccio-
difusdo-reacdo com condicdo de contorno de Dirichlet é dado por

—KAu+B-Vu+ou=femQ,

u=geml,

)

onde k >0, B € [Wh=(Q)]>comV-B=0,0 € L*(Q), f € L*(Q) e g € H'/*(T'). A fronteira de entrada
¢ dada por
I'_ ={xeT; B(x) -n(x) <0}, (2)
onde n(x) representa o vetor unitdrio normal na dire¢éo exterior a I' no ponto x € I".
Considerando uma parti¢do triangular regular do dominio Q, denotada por .7, = {K}, onde h é o
parametro de malha, define-se o espago quebrado de elementos finitos descontinuos da seguinte forma,

Vi={veL*(Q): v[x e P\(K), VK € F;}, 3)

onde P; (K) denota o espago de polindmios lineares sobre K.

A fim de obter a formula¢do Galerkin Descontinua (GD) é necessdrio introduzir alguns conceitos.
Denotamos por &, o conjunto de todas as arestas em .7,. Os conjuntos (5",10 e é”hr contém as arestas do
interior e da fronteira, respectivamente. Dada uma fung¢@o escalar ¢ (vetorial 7), suave por partes em .7,
definimos o salto e a média, respectivamente, sobre uma aresta e € &, ;? da seguinte forma,

+ Tk, +7
o] = lin' + gl ([5] = e '+l 1), () = PELO (g Tl ) g

onde K; sio os elementos que compartilham a aresta e e n’ é o vetor unitdrio normal a aresta e apontando
para o exterior do elemento K;. Além disso, se e € éahr as defini¢Oes de salto e média coincidem com os
tracos sobre e das respectivas funcoes.

O método GD para o problema descrito na Equacdo (1), definido em (HOUSTON; SCHWAB; SULLI,
2002), consiste em achar u;, € Vj, tal que

Bep(up,vi) = Fop(vi), Vv € Vi, )

onde

Bep(up,vi) = Y, /(KVuh'Vvh+5'Vuh+Guhvh)dx
kez,’K

%Y / Vunyvilds+eox Y [Tl {Vontds+xnoh™ Y [ [un][vilds
ecsy ¢

eesy) ¢ e€sy” ¢
(6)
_ Z /([3 [un])vnds — Z /(l} 1) uyvyds
0_Je r_Je
eEéDh eeéah
—K Z /(Vuh'n)vhds+£0K Z /Mh(Vvh'll)dS—l- K‘T]rh_l Z /uhvhdS,

orJe r r
ecs), ecs), ecé),

2



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Fep(vi) = /fvhdx+801< Z/ (Vv -n)ds+ knrh~ ! Z /gvhdsf Z / n)gv,ds, %)
e

K< ect,

onde &y = {—1,0,1}, no e Nr sdo os pardmetros de penalizagdo das arestas do interior e da fronteira,
respectivamente.

Método Difusao Dinamica Descontinua com Funcoes Bolhas

Esta formulacdo multiescala considera a metodologia descontinua aplicada apenas na escala macro
da discretizag@o. A escala micro ou fina é discretizada usando fun¢des bolha. Além disso, um operador
de difusdo artificial ndo linear é adicionado a ambas as escalas. O método tem origem nos trabalhos
apresentados em (ARRUDA et al., 2010) e (VALLI et al., 2018).

O espaco definido na Equacio (3) € enriquecido com o espaco de funcdes bolhas, definido por

V,={weH(Q): wx € H}(K), VK € F,}. (8)

Um fung¢ao bolha ¢, € V), possui suporte contido em um tnico elemento, é nula na fronteira e assume
valor 1 no baricentro do elemento. Neste trabalho utilizamos a fungo bolha da forma ¢, = 27NKNKNK,
onde NJK = NJK (x,y) s@o as fungdes bases do espago Vj,. O espaco enriquecido é representado pela soma
direta

VE=V,®V,. 9)

Portanto, a formulagdo Difusdo Dindmica Descontinua com funcdes Bolhas (DDB) consiste em achar
ug = up+up € Vg, comuy, € Vj e up, € Vp, tal que

Bep(ue,ve) +D(up;ug,ve) = Fep(ve), Vvg € Vg, (10)

onde vg = v, + vy, com v, € Vj, e v, € V.. O operador néo linear de difusdo artificial D(;-,-) é definido
como

D(up;ug,vg) = /5 up)Vug - Vvg dx, (11)
Ke 9,
onde R
ﬁ R up
Eun) =4 2wl ¢ [Vl > role, (12)
, caso contrario.

Na Equacdo (12), h = Com onde ¢y é uma constante, |K| é a drea do elemento K, R(u;) = —kAu;, +
B - Vuy, + ou, — f e tolg é um nimero positivo pequeno suficiente para evitar divisdo por zero. Neste
trabalho utilizamos ol = 107>,

Dada a nio-linearidade do operador (11), utilizamos um processo iterativo para solu¢do do método

DDB, definido por: dada solugdo uj, achar u”+l satisfazendo
Bep(upt!,ve) + D(upsupt! vg) = Fop(ve), Vve € Vg. (13)
Substituindo u’”rl = MZH + u”+1 na Equagdo (13) e considerando separadamente v”+1 = VZH e
v"+l = vZ“ obtemos dois subproblemas um macro dado por
Bap (U™ ) + Bop ()t vy) / EWHVUIT Vv, dx=Fgp(vi), Y€V, (14)
KE_V;,
e um problema micro, descrito pela equagao,
BGD( ,V )—I-BGD( ”“,vb) / (é uh VMZ+1 Vy, dx = FGD(V;,) Yvp €V, (15)
Ke g,

3
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uma vez que
/ E Vil vy dx = / E(u Vil *! -V dx = 0,
K K

Os problemas (14) e (15) resultam em cada elemento K € .7, no seguinte sistema local,
[Ahh Ahb} [Uh} _ {Fh,K:| (16)
Apr App| |Up Frok|’
onde Ay, € a matriz local associada ao termo BGD(MZH,vh) ‘K + [k & (uZ)VuZ“ - Vv, dx; App € a matriz
1 vi) | g Apn € a matriz local associada ao termo Bop (uf ', vp)| 3 App
¢ a matriz local associada ao termo BGD(MZ+1,vb)|K + fKé(uZ)VuZH Vv, dx; F x € o vetor local as-
sociada ao termo Fgp(vy) ‘ « € Fbx € o vetor local associada ao termo Fgp(v) ‘ x- Os vetores Uy € Uy
representam os valores das solucdes uy, e u;, nos pontos nodais da macro e da micro escala, respectiva-
mente, em cada elemento K.
Como o suporte da funcio bolha estd contido no elemento K, a solucio U, ndo depende de outros

elementos, sendo assim, utilizamos o processo de condensacio estdtica para eliminar a varidvel U, na
Equacdo (16), resultando no sistema local reduzido,

local associada ao termo Bgp (),

AxUy, = Fx, (17)

onde Ag = Ap, — App(App) 'Apy € Fx = Frx —Ahb(Abb)*lFb,K. As matrizes e os vetores locais sdo
utilizados para obter o sistema global que fornecerd uma solucdo aproximada para o problema (13).

Para melhorar a convergéncia do processo iterativo nao linear, utilizamos o esquema de relaxagao
apresentado em (SANTOS; ALMEIDA, 2007):

£ of@uy)+(1-0)8@u™),
§(uy) «— ¢,

onde o parametro ®, neste trabalho, é definido por

0, se [[R(u;™")| = [RGup)|| < Cr,
1/2, caso contrario,

com Cg =0,2.

Experimentos Numéricos

Nesta secdo apresentamos os experimentos numéricos considerando um problema de convecgao-
difusdo com camada limite, um problema de difusdo-rea¢do e um problema com solugdo suave para
avaliarmos as taxas de convergéncia do método proposto nas normas L?(Q) e H'(Q). Os resultados
numéricos sdo comparados com o método GD descrito na Equacio (5). Vamos adotar ¢y = v/2, de modo
que 7 = /2|K|. Conforme discutido em (ARNOLD, et al., 2002), o pardmetro de penaliza¢do pode
ser ajustado a fim de minimizar os saltos nas fronteiras dos elementos na solucio, produzindo assim
uma continuidade entre os elementos. Mais ainda, tal pardmetro pode fazer com que a condi¢do de
contorno de Dirichlet seja satisfeita fraca ou fortemente, a depender do valor assumido. Em geral, nao
¢ possivel garantir simultaneamente a continuidade entre os elementos e a satisfacdo da condicio de
contorno Dirichlet fortemente. Diante disso, neste trabalho, consideramos separadamente pardmetros de
penalizagdo no interior, buscando a continuidade inter-elementar, e na fronteira, buscando a condi¢do de
contorno de Dirichlet satisfeita fortemente.
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Problema de Conveccao-Difusao

Nesse experimento vamos avaliar o desempenho do método DDB para um problema bidimensional
de convecgdo-difusdo com convecgdo dominante. Consideramos Q = (0,1) x (0,1) e estabelecemos os
parimetros k = 107 %e B = (1,1). O termo de fonte é definido de modo que a solugio exata seja

u(x,y) = sin(7x/2) sin(my/2) (1 — ¥ /%) (1 — 0=1/%), (18)

Neste caso, a condi¢do de contorno € de Dirichlet homogénea. A Figura 1 apresenta os resultados

Figura 1: Solugdo analitica (superior esquerdo), GD com condic¢do de Dirichlet imposta fracamente (superior
direito), GD com condic¢do de Dirichlet imposta fortemente (inferior esquerdo) e DDB (inferior direito).

dos métodos GD e DDB. Observa-se que ao impor fracamente a condi¢do de contorno, a formulagao
GD apresenta uma boa aproximacdo para a solugio!. No entanto, quando as condicdes de contorno de
Dirichlet sdo impostas fortemente, o método GD apresenta oscilacdes espurias por todo o dominio. Neste
caso, o método DDB apresenta uma solugao livre de oscilagdes numéricas.

Problema de Difusao-Reacao

Nesse experimento vamos avaliar o desempenho do método DDB para um problema bidimensional
reagdo-difusdo, onde Q = (0,1) x (0,1), k =3 x 107>, 6 =1e f = 1. Além disso, a condigio de
contorno € do tipo Dirichlet homogénea.

A Figura 2 apresenta os resultados dos métodos GD e DDB. Neste caso, devido o problema ser
reacdo dominante, as oscilacdes restringem-se as regides préximas as camadas limites. O método GD

10 método DDB apresenta uma solugéo semelhante a solugio GD.
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Figura 2: Solu¢do obtida com o método GD (a esquerda) e com o método DDB (a direita).

ndo é capaz de eliminar essas instabilidades numéricas, enquanto que o método DDB apresenta uma
solugdo sem oscilagdes espurias.

Taxas de convergéncia

Neste exemplo vamos avaliar as taxas de convergéncia do método DDB nas normas L2(Q) e H'(Q).
Para isso, consideramos um problema bidimensional de convec¢ao-difusdo-reacdo no dominio Q =
(0,1) x (0,1), onde k = 107%, B = (1,0)" e 6 = 1. O termo de fonte f e as condicdes de contorno
de Dirichlet sdo definidas de modo que a solug@o exata (suave) do problema descrito na Equacdo (1) seja

u(x,y) = sin(mx)cos(mx).

log ||u - uhl|
log ||u - uhl|

1 ~DG
~BDD

e . g © et
Figura 3: Taxas de convergéncia dos métodos DG e BDD nas norma de L?(Q) 4 esquerda e de H' (Q) a direita.

Taxas 6timas de convergéncia sao obtidos para ambos os métodos, GD e DDB, isto €, taxa quadrética
na norma de L?(Q) e linear na norma de H'(Q), conforme Figura 3. O método DDB apresenta erros na
norma de L?(Q) levemente maiores do que os erros obtidos pelo método GD.
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Conclusoes

Apresentamos um método multiescala descontinuo e ndo linear para solu¢do numérica de proble-
mas de reacdo-difusdo-convec¢do. Um operador de difusdo artificial ndo linear € adicionado a uma
formulagdo GD descrita em um cendrio de discretizagdo de duas escalas. O método proposto é efici-
ente em eliminar as oscilagdes espurias que aparecem préximas as camadas limites de problemas com
conveccao/reacdo dominantes, conforme apresentado nos experimentos numéricos. Além disso, o novo
esquema numérico apresentou taxas de convergéncia 6timas nas normas L>(Q) e H!'(Q).

O método desenvolvido oferece uma abordagem promissora para resolver problemas de transporte
com convecg¢ao ou reacdo dominante. Como trabalhos futuros, destacamos o ajuste correto dos parametros
h e Cg, relacionadas com a difusdo artificial e o processo iterativo, respectivamente, a inser¢do de al-
gum tipo de estabilizacdo nas arestas dos elementos, desenvolvimento de estratégias para reducdo do
custo computacional inerente de formula¢des descontinuas, descricdo de estratégias para aceleracdo de
convergéncia do processo iterativo ndo linear, andlise numérica do método e extensdo para problemas
transientes.
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Resumo: O trabalho desenvolvido tem como objetivo principal apresentar um sistema de Equacdes Diferenciais
Parciais de Dispersdo-Migracdo das densidades populacionais de P; e P> que interagem entre si. O sistema é
discretizado espacialmente através do Método de Galerkin via Elementos Finitos e temporalmente através do
Meétodo de Crank-Nicolson no mesmo meio. Sdo aqui apresentadas as equagdes ndo-lineares do sistema empregado
na modelagem e suas formula¢des variacionais e a transforma¢ao num sistema ndo-linear discreto com o qual serdo
realizadas simulagdes numéricas que ndo constam do presente trabalho.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Parciais. Método de Galerkin. Método de Crank-Nicolson. Formulagéo
Variacional. Discretiza¢do Espacial. Discretizagdo Temporal.

Modelo Presa-Predador com competicao

Ha um longo periodo em que os modelos que se concentram em uma tnica espécie t&ém sido contes-
tados, com base na ideia de que nenhuma espécie opera de maneira isolada, sem interagir com outras.
Desde os estudos realizados por LOTKA (1925) e VOLTERRA (1926), sistemas de Equagdes Diferen-
ciais Ordindrias que abarcam as interagdes entre diferentes espécies comecaram a ser empregados de
varias maneiras para investigar e compreender diversos fendmenos ligados a sua coexisténcia. No en-
tanto, esses modelos somente levavam em consideragc@o as mudancas ao longo do tempo, assumindo uma
distribuicdo uniforme das populacdes no espaco. Os processos de dispersdo e migragdo, presentes em
praticamente todas as populacdes naturais, levaram a necessidade de incorporar elementos espaciais nos
modelos, sendo SKELLAM (1951) um dos pioneiros nesse aspecto.

Neste trabalho apresentaremos o estudo de um sistema de Equagdes Diferenciais Parciais de Dis-
persdo-Migragcdo envolvendo termos do tipo Lotka-Volterra e dindmicas vitais do tipo Verhulst
(MURRAY, 2003). Pode-se encontrar os primeiros estudos sobre esta ideia em SOSSAE (2003), que en-
volve um sistema que descreve um convivio com relag¢des do tipo presa-predador com competi¢do. Para
a modelagem do sistema aqui apresentado, consideraremos a dispersao populacional de cada espécie, os
processos migratdrios de cada espécie, o decaimento das espécies devido a presenga de um poluente, as
dindmicas vitais e as relagdes inter e intra-especificas.

A partir dos fend6menos descritos, iremos levar em conta duas populagdes P; e P> que interagem
entre si. O sistema ndo-linear que descreve os fendmenos considerados para as densidades populacionais
Pi(x,y,t) e Py(x,y,t), com (x,y) € Q CR? e t € (0,T] é dado por:

P, P+ P
a—tlfdiv(oclVPl)+div(7Pl)+plcPl =BiP (17 ‘; 2) — 8PP,

(D
IP: P, +P:
th —div(pVP) +diV(WP2) +proP =P (l - It’ 2) — 6P P,
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com os significados biolégicos dos pardmetros descritos por, a; = o (x,y,7) € 0ty = 0p(x,y,t) sendo 0s
coeficientes de dispersdo populacional de cada espécie; U = (U (x,y,1),Us(x,y,1)) e W = (Wi (x,y,1),
W (x,y,t)) sendo os vetores velocidade de migragdo populacional ou advectiva de cada espécie, com
V.U =V-W =0; 6 =06(x,y,t) sendo a fun¢do decaimento populacional das duas espécies no meio Q €
(0,T]; p1 e p2 sendo as taxas da fungdo decaimento populacional de cada espécie devido a mortalidade
causada pela presenca do poluente o; B; e B, sendo as taxas de crescimento intrinsecos de cada espécie;
K sendo a capacidade de suporte do meio para as duas espécies; 0; € &, sendo as taxas de relacdo
interespecifica.

Considera-se que ﬁ, W, o) e O sejam constantes e, entdo, podemos reescrever o sistema|l|com as
condigdes iniciais e condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas em I'g e Von-Neumann homogéneas
em I'; da seguinte forma:

JP;
Ttl — APy +V'(7P1)+P16P1 =BiP — 7P} —0,P P,
Y(x,y) € QCR?, Vre(0,T]
8P2 W 0
5, AP +V-(WP)+pr0P, = BoPo — pP5 — 6P Py, o
P](X7y70):P]U(X,y), Pz(xvyao):PZU(x7y)7 V(xay)€Q7
P oP
P [r,=P; |r, =0, AN IR e (0,7], com Ty e Iy taisque ToUL =9JQ,
an - an .
1 1
Bi B2
onde y = =5 bi=%+6ebr=7+0.

Os parametros 0 e 6, definidos acima sdo as taxas de relacdo interespecifica entre as espécies P
e P,. Assumindo 0; e 6, ndo nulos para que existam as interacdes, podemos considerar as seguintes
situacdes: (i) se 6; < 0 e 6, > 0, o sistema é chamado presa-predador com o pardmetro com indice 1
representando a densidade populacional da presa e o indice 2 a do predador; (ii) se 0; < 0e 6, < 0 ha
uma competicdo entre as populacdes Py e P; (iii) se 6; > 0 e 6, > 0 t€ém-se mutualismo ou cooperagio
ou simbiose; (iv) se 6 <0e 6, =0 (ou 8; =0 e 6, < 0) ha comensalismo; (v) se 6 >0e 6, =0
(ou 8; =0 e 6, > 0) tém-se amensalismo. Pode-se encontrar a fundamentagao das relacdes ecoldgicas
mencionadas de (i)-(v) em (SANTOS, 2023).

Formulac¢ao Variacional

Nesta secdo, desenvolveremos a formulacio variacional do sistema de Equacdes Diferenciais Par-
ciais (EDPs) em questdo. Nota-se que, no decorrer do desenvolvimento do raciocinio é conveniente
adotar a formulagdo fraca ou variacional para resolver esse sistema em vez de utilizar a formulagao
cldssica, pelo fato daquela aceitar exigéncias menos restritas nos pardmetros nas condicdes iniciais,
nas derivagdes, na solucio, e presta-se excepcionalmente a obtencdo construtiva de solucdes aproxi-
madas e seus métodos. A seguir, apresentaremos o sistema em estudo que descreve as equacdes das
populagdes Py (x,y,t), Pa(x,y,t) € ¥p, onde ¥p = {P1,P, € Ly((0,T],H,(Q)) : aa};l,aa};z €L,(Q), Vt €
(0,T]}. Entao:

. aPl . .
Srodu— [ (ar)gdu+ [ V-(@P)odu+p [ orgdu—p | Podu
Q ot JQ JQ JQ JQ
(1)
N fQPIZ‘Pd,u + Jo01PPy¢du =0,

0
Q%q&du—/g(azAPz)gbd,u—k/QV'(W}Pz)¢dﬂ+P2/QGP2¢d“_BZ/QPZ‘M“
—_—

)
+P fQPZZ(Pd[J + 6, fQP1P2¢du =0, Vecec 7/],

3)

2



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Pode-se observar que o espago 7p restringe o desenvolvimento da formulacéo fraca, pelo fato de
exigir a pertinéncia das derivadas primeiras em L,(Q), o objetivo é recorrer ao Teorema de Green
(IORIO, 2018) nos termos (1) e (2) do sistema obtendo:

P, P,

'q)du—i—/alVPl Vodu — al/ a—1¢dag+/v-(ﬁpl)¢dy

9Q dn Q
+P1/GP](bd[,L—,Bl/P1¢d,u+}’1/P12¢d,u+91/P1P2¢d‘u:0,
Q Q Q Q
4

P ~ ) -

—2¢du+/ OtzVPz-V(])du—(Xz/ —2¢d3Q+/ V. (WP)odu

dt Jo 90 IN Jo

+p2 [ oP20du—pa [ Poodu+ [ PRodu+6: [ PiEsgdu=o.

Considerando o, o os coeficientes de dispersao e U, W 0s campos vetorias de migracdo indepen-

dentes do tempo, espaco e das préprias populagdes e aplicando as condi¢des de contorno de Dirichlet
homogénea e Von-Neumann homogéna no sistema ] obtemos:

" 9P - " 9P " 9P -
/ —l(pd,u—i-ocl/ VP1~V¢du+U1/ —‘¢du+U2/ —1¢du+p1/ oP o du
o Ot Q o 0x Q dy Q

*ﬁl/P1¢dﬂ+Yl/P12¢dﬂ+91/P1P2¢du=0,
o o o

(5
P P
2¢du+az/VPz V¢du+W1/ ;¢du+Wz/Qa—y2¢du+pz/Qch¢du

*ﬁz/P2¢d#+72/P22¢d#+92/P1P2¢dM=0-
Q Q Q

Escrevendo o sistema em notacdo de produto interno no espago Ly (€2), obtemos:

<ﬁ | ¢> +a1 (VP || Vo) + U, (%Pl \‘P) +U> <%I;l | ¢) +p1(cP | 9)—Bi(P1]|9)

+1 (P §)+61(PiPy|¢) =0,
(6)

<% | ¢) + (VP || Vo) + W (% | ¢) + W, (8&};2 | ¢) +p2(cPy | 9)—Ba(P2| @)

+%(P3 | 9)+6:(PiPy | 9) =0

Discretizacao Espacial pelo Método de Galerkin via MEF

Nesta secao faremos a discretizacdo espacial através do Método de Galerkin via MEF (Método de
Elementos Finitos) (KARDESTUNCER, 1987) da formulagéo variacional do sistema [f] para obtermos
uma solucao numérica aproximada do modelo em desenvolvimento.

Consideremos o subespaco #p, C H; () de dimensdo finita gerado pela base Bp = {¢1, 2, -, dn }
sendo a solugdo para o sistema [6] definida como a combinag@o linear de elementos dessa base Bp. Cons-
truiremos uma aproximacgado da solucdo nesse espago realizando uma separagdo entre as varidveis espa-
ciais e a varidvel temporal dadas da seguinte forma:

oP, dP () aP N d aP N a
Py .1) 2 Py (60,0 za oy, oy D, - 0R, LA ;’f Loy n 05,
j:I = . j=1
N P dPy (1 P W a P, 9¢;
Py(x,y,t) 2 Py, (x,y,t) = Y P, (1)(x.), 2’ Z P ¢,7 2” Z (P’ a—i" = Pz,(t)al;]
= =1 =

@)

e, para a concentragdo do poluente 0 = &(x,y,1) = op,(x,y,7)

HMZ

(1) Pk (x,y).
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Substituindo os termos das densidades populacionais de P e P, por Pj, e P>, respectivamente em sua
formulagao variacional dada pelo sistema@ tomando yj, € 7p, e aplicando os termos definidos em [7|e
na fun¢d@o da concentracdo de poluente o, segue que:

N dp 90 N 0.
Z clit() (95 1wi) +a'ZP1 )(Vo; | Vi) + U1 ZPI (%|Wh)+U2 Y AL <a7¢;]|llfh)
=

Jj=1 j= Jj=

*BLZPI ¢,|w+m(2uk )(Zﬁ ¢,|w>

(1)

N N N N
% (Z Plk(t)¢’k> (Z Py ()0 llfh) +6; <ZP2k(t)¢k> (ZPlj(f)(Pj \ V’h) =0
=1 j=1 =1 j=1

@ ®3)

®)

Q

P, <

)

=

(9 | v +062sz (Vo; | Vyn) +Wi ZPz < ch] Illfh) +W, Y Py (1) (ai;j \ V’h>
=

J=1 J=1 Jj=

—B ZPz (@1 i) +p2 (Zuk ) (ZPz ¢]|llfh>
4)

() (Brew) o (E o) (£

(5) (6)

uMz
EMz
uMz

¢j ‘ Wh)

Rearranjando convenientemente os termos ndo-lineares (1)-(6) do sistema utilizando o Método de
Garlerkin, pelo fato, de garantir que as fungdes testes Yy, € ¥p, serem da mesma classe das fungdes de
base ¢; e fazendo algumas manipulagdes algébricas, obtemos:

>

=1

dPl ()

d¢; d9;
(971 +ZP1 {a,w% 1vo0-+01 (52 1) +0n (52 1) ~Biley o0

~.

=1

N
+p1 Z ur(t) (0x0; | 01) + 1 Z Py (1) (007 | 01) +61 Y. Po, () (90 | ¢i)} =0,
=1
)

QL

Py (1)
dt

=

N . .
0110+ zpz,xr){az(vw 9o +w (G2 100) +wa (52 10r) ~ atey o)

1

J

N
+p2 Z ur(t) (9x9; | 01) + 12 Z Py (1) (60 | 61) +62 ) Pr, (1) (09 | ¢i)} =0.
k=1 k=1

Os campos vetoriais de migracdo relacionados aos termos advectivos U (x,y) = (U;(x,y),Ua(x,y)) e
W (x,y) = (Wi (x,y), Wa(x,y)), respectivamente, descritos em suas equagdes no sistema[9] possuem valores
pontuais aproximados e sdo obtidos através da resolu¢do numérica da Equaciao de Stokes dado pelo
sistema a seguir:

(10)

AU VA =1,

7AW =+ Vj@ =7,
com .71,.%, sendo os termos que representam a pressao e ri,r, que descrevem as perturbacdes (que
podem ser nulas). Interpolando esses valores através das funcdes de base Bp temos:

N N
Ui(x,y) = Y Up,0n(xy), Us(x,y) ZUz Pp(x,y),  Wilx,y) ZW1,¢1 xy) e Wa(xy) = Z 2,94(x,y). (11
m=1

Substituindo os valores dos campos de velocidade de dispersdo populacional U (x,y), Ua(x,y), Wi (x,y)
e Wa(x,y) dados em e fazendo algumas manipulacdes algébricas no sistema@], obtemos:

4
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dpy; (¢

~

™=

N N a¢] N a¢,]
07100+ X2, (9071900 + X 0.0 (52 10)+ X U0 (5 10r) ~ ulos 1)
j=1 m=1 p=1

~.
Il
-

+ Z [p1ug (1) + 1Py, (1) + 61 Po, (1)] (9195 | ¢’1)} =0,

12)
szj (t

™=

N N 3% N aq)j
07100+ X 22,04 0x(V0; 1700+ X wor (52 100) + X a0, (52 10r) ~ ooy o)
j=1 =1 g=1

j=1

+ Z [P2ui (1) + 12 Po, (1) + B2Py, (1)) (9u 9 | ¢i)} =0.

O sistema (12| pode ser escrito na forma matricial,

C=cji= (9191, = =
E=eji=(¢;] ¢i)L2(Q)’ 13‘2

D=di —ar(Vey ] Vo) + 3 Ul,,lq»n( 0; |¢l>+zu2,,¢p( 0; |¢,)—Bl<¢j|¢,->

m=

+ Z [P1uk(t) + 71 P1, (1) + 61Py, ()] (0105 | 97)

N 00; N Y
F=fii =V V¢i)+lZW11¢z <7(i] | ¢i) + ZIWz(,% (7(1;, \ ¢i) —B2(9; | 9)
—1 =

+ Z [P2uk (1) + 1Py, (1) + 62P1, (1)] (919 | 04) ,
=1

caracterizando-se como um Sistema de Equacées Diferenciais Ordinarias Nao-Lineares na varidvel ¢
com as condicdes iniciais j4 discretizadas e dadas implicitamente por meio da formulagdo variacional:

ZP (01 90)= (P, | 9) e ZP (971 91) = (P, | 90)- (13)

Discretizacao Temporal pelo Método de Crank-Nicolson

Nesta seilo desenvolveremos a discretizacdo temporal para o modelo de Dispersdao-Migracao dado
2

At
I A partir do método de Crank-Nicolson (MARTINELLI, 2020), tomaremos ¢, + 5 onde

n representa o passo no tempo e o termo dado é definido como diferenca centrada no tempo. Assim, para
as derivadas temporais, temos as aproximacdes dadas por:

pelo sistema

ntl +1 n+1 +1
ar>  PIT P} . 9B * B -R (14)

dt - At dt o At ’

onde o indice n representa o passo no tempo.
Para os valores de P, Py, sz, P, e uy, ttm-se as aproximagoes definidas por:

n+1 n
i3 Pl/ +P1j

n-+1 n+1 n n+1 1
P U O o T wiy BB nrl BT APy nrd w4l
;= 2 o I T = > o Iy, T = > o Iy ) € Uy

= f. (15)

5
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Utilizando as aproximacgdes dadas em [14|e e multiplicando as equacdes do sistema (12| por At,
obtemos:

N 96,
ZP"“{ 0 0))+— | (Ve; || Vo) + Z Ui, 9m (i ¢i) +) Uy,0, (% \ ¢i) —Bi(9; | 1)
p=1
N Il+l+ Pn+1+Pn Pn+1+P
+Y |m 5 uk+71 5 k1 g2 5 (¢’k¢’]¢z)}
=1
N ¢j N (Pj
=Y 0100 — 2| o (Vs | Vo + z ul,,,¢m( |¢,) > Uz,,¢p( |¢,) 19161
J=1 p=1
N n+1+ Pﬂ+l+Pn Pn+l+Pn
+ Y |1 “ ke 5 by g2 5 2 (¢k¢j¢f)},
=

(16)

N A

ZPE',.“{(% 19)+5
7

[ R R T e o
2

e ‘*}<¢k¢j|¢i>}

N
=) P {(¢'l|¢l)

99 15 ) 4y 99 | 4 o
a2(v¢'1 ” V¢z + ZW1/¢Z ox | (Pl + Z W2q¢’q ay | ¢l _ﬁ2(¢] | (Pl)
q=1

a .
@ (Ve; || Vi) + ZW1,¢1< 4 |¢z> + Z W2, ¢4 (ai;j | ¢i) —B2(9; | ¢:)

n+l 141 n n+1
+u? P2 + P P +P
+XY [ ) e > S - 5
(n)

O sistema nﬁo—linear caracteriza-se pela relacao Pl(:’) = Py (X, YksIn), Pz(:’) =Py (X, Yi,tn) € Uy =
uy (Xx, Y, 1, ) € pode ser reescrito por:

€ (P P P D ) ) < (D P B P D ) ),

(9x9; | ¢1)}

(17)
n+1 n+1 n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n n
E(Pl(k ) PI(A)7P2(I< ) PZ(A), ( >7u,(( ))PZ( ):]F<P1(k ) PI(A),PZ(k ) PZ(A)7 ( ),u]({ )>P2( ),

e as matrizes C,ID,IE e IF, tornam-se:

At A d¢; d2¢;
C—ci :[1—;317} <¢,-¢,-)+2’{a1<v¢,» 1vo0+01 (52 10r) +02 (52141

+

N n+1 +M Pﬁ-ﬁ-l +P1nk Pn-H -I—P
Z +" 2 + 6 2

k=1

(6x9; | ‘Pz)}

n+1 n n+1 7 11
w Plk +P1k P

P
+n 3 +6, 5 ] (419, | (Pz)}

At A 2¢; 2¢;
Boes = [1-B5 |10+ ;{am 9o+ (52 10) +we (52 161)

1 +1 +1
u7€1+ + ”Z y ng + Pélk +6, Pﬁ( + Plnk
2 2 2

(005 | i) }

a9 dP;
Fetu =16 0100 {Olz(Vij 1vo0-+wi (5210 +ws (52 10

n+1 +u P;,:Ll +P2n;< PlnkJrl +P]nA
k4 2 +6, )

i (097 | ¢1) }
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Esse sistema serd resolvido iterativamente a cada passo no tempo, a partir das condi¢des iniciais P,
e P, ja apresentadas pelos termos em [I4} Com isso, podemos considerar as condigdes iniciais dadas
por Pl(f) = Py (Xg, Vi tn) © Pz(ko) = Py (X, Yk,1,) ou implicitamente por meio da formulag¢@o variacional na
forma:
N
kZIP% 19)= (P, [0) e Y P (0| 00)=(Py, | 6).

k=1

Consideracoes Finais

Até o momento o estudo contribuiu para o desenvolvimento cientifico do pesquisador, possibilitando
o aprendizado de técnicas e conceitos matematicos e computacionais mais elaborados numericamente
nas dreas de Ecologia Matematica e Andlise Numérica.

Encontra-se em desenvolvimento a discretizac@o espacial por MEF da regiao em estudo do problema.
A regido é conhecida como Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas; foi desenvolvido a malha da regido
através das coordenadas geograficas disponibilizadas pelo software Google Earth e implementadas no
software GMSH através de um arquivo de texto com entrada desses dados; serd desenvolvido um al-
goritmo no software Matlab com as EDPs de Dispersao-Migracdo, juntamente com a malha gerada no
software GMSH e carregada no algoritmo com finalidade de apresentar resultados pertinentes sobre o
comportamento das densidades populacionais de P e P> e os impactos do poluente & em meio aquético
na regido descrita.

Os resultados finais serdo publicados na versdo final da dissertagdo de mestrado do autor apresentador
do trabalho. Pode-se destacar também, que havera resultados para outros tipos de dindmicas populacio-
nais, como por exemplo, espécies consideradas generalistas ou invasoras.
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Resumo: Para este trabalho, é considerado o modelo matemético cldssico SIR para estudar o comportamento da
doenga, e a0 modelo incorporamos um compartimento para representar as bactérias responsdveis pela propagacao
da mesma. Para estudar a estabilidade e o nimero basico de reproducio R( para a doenca da célera, utilizamos as
equacdes diferenciais descritas no modelo, tendo em consideracdo os parametros apresentados para determinar o
ntimero de infecgdes secunddrias produzidas por um dnico individuo infectado em uma populacdo completamente
suscetivel. Foi possivel estabelecer uma relagdo entre uma relagdo entre o nimero reprodutivo basico parcial
induzido pela transmissdo do meio ambiente para a populagdo humana (R, ) € o nimero reprodutivo bésico parcial
induzido pela transmissdo de populacdo humana para humana (Ro,). A estabilidade linear é determinada pelo
ndmero bésico de reprodugdo Ry, matematicamente definido como o raio espectral da matriz de préxima geragdo.

Palavras-chave: Coélera. Equacdes Diferenciais Ordindrias. Estabilidade. Numero Bésico de Reprodugao

Introducao

A sétima pandemia de c6lera comecou nas Ilhas Celebes, na Indonésia, e atingiu o continente afri-
cano em 1970. Depois, em 1991, a doenca regressou a Africa. O agente causador desta doenga é
uma bactéria que apresenta alta viabilidade no meio ambiente, denominada de bidtipo Vibrio Chole-
rae, também conhecida como Vibrido Colérico, descoberta por Robert Koch em 1883 (ARAGON et al.,
1994). Esta bactéria para além de viver no meio ambiente, principalmente em ambientes aqudticos, ela
utiliza os humanos como hospedeiros, multiplica-se rapidamente no intestino humano, causando dor ab-
dominal e diarreia aquosa intensa.

A epidemia de célera tornou-se um dos principais problemas de satdde ptiblica em Mogcambique. Ela
apareceu pela primeira vez na cidade de Maputo em 1973 e, posteriormente, espalhou-se por todo o pais
em menor escala, persistindo por longos periodos. Isso levou a uma mudancga no caréter epidemioldgico
da doenca, passando de ’epidémica’ para ’end€mica’, com casos ocorrendo ao longo do ano. Isso tornou
o tratamento da célera um fardo significativo para o Servico Nacional de Satde. Essa variacdo pode ser
atribuida a deterioracdo das condicdes de saneamento, como o abastecimento de dgua precério, a venda
de alimentos sem protecdo adequada, a falta de um controle alimentar eficaz e praticas deficientes de
higiene, tanto individual quanto coletiva (MISAU, 2010).

O Ministério da Saude realiza inquéritos sobre os indicadores de cdlera em Mogambique para per-
mitir uma avaliagc@o de base dos indicadores-chave antes de intensificar as intervencdes para desenvolver
estratégias para implementar medidas para melhorar o estado de satide da populacdo, de acordo com
Ministério da Saide da Republica de Mocambique (MISAU, 2016).

Para ajustar as taxas de transmissdo, recuperacdo e mortalidade é necessario um estudo da estabi-
lidade e dos pontos de equilibrio nos modelos epidemioldgicos. Enquanto isso, o nimero bésico de
reproducdo R( fornece informacdes sobre a potencial propagacdo de uma doenca numa populagdo sem
medidas imunoldgicas ou de controle prévias (DIEKMANN; HEESTERBEEK; METZ, 1990). A com-
preensao destes conceitos € essencial para prever o comportamento da doenca nas populagdes, desenvol-
ver estratégias de controle e intervengado e tomar decisdes informadas em satide publica.
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Este trabalho tem como objetivo, com base no modelo, analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio
e nimero basico de reproducdo de forma a avaliar o comportamento da doenga e criar ferramentas de
apoio em politicas publicas para implementar as medidas recomendadas pela Organizagdo Mundial da
Satide (OMS) para a prevencdo e erradicagdo da doenca.

Estabilidade e Namero basico de reproducao R

Pontos de equilibrio - Um ponto de equilibrio é um estado em que as varidveis do modelo permane-
cem constantes ao longo do tempo. Em modelos epidemioldgicos, os pontos de equilibrio representam
estados em que ndo ocorre variacdo na prevaléncia da doenca. Existem dois tipos principais de pontos
de equilibrio em modelos epidemioldgicos, conforme descrito por Mwasa e Tchuenche (2011):

Ponto de equilibrio livre de doencas - Neste ponto, ndo ha casos da doenca na populagéo.

Ponto de equilibrio endémico - Neste ponto, a doenga estd presente na populacdo permanentemente.

Estabilidade - A estabilidade de um ponto de equilibrio num modelo epidemioldgico refere-se a
capacidade do sistema retornar a esse ponto. Existem dois tipos principais de estabilidade:

Estabilidade do Ponto de Equilibrio Livre de Doenca - Se, ap6s uma pequena perturbagio, o
sistema retornar ao ponto de equilibrio livre de doenca, esse ponto é considerado estavel.

Estabilidade do Ponto de Equilibrio Endémico - Se, apds uma perturbagio, o sistema retornar ao
ponto de equilibrio endémico, ele é considerado estavel.

O estado de equilibrio mais importante para o controle da doenga é o equilibrio livre de doenca Dise-
ase Free Equilibrium - DFE), e sua estabilidade linear ¢ determinada pelo nimero basico de reproducio
Ry, matematicamente definido como o raio espectral da matriz de préxima geragdo. E o ndmero de
infecdes secunddrias produzidas por um tunico individuo infetado em uma populagdo completamente
suscetivel (HETHCOTE, 2000).

Segundo Diekmann, Heesterbeek e Metz, (1990), niimero basico de reproducio, Ry, é definido como
sendo o numero esperado de infecdes secunddrias produzidas por indice de casos em uma populagdo
completamente suscetivel. Este nimero é uma medida que mede capacidade de propagacdo da doenca
na populagao.

Se, Ry < 1, entdo alguns individuos infectados introduzidos na populacio suscetivel a doenga ndo
conseguirdo se reinfectar, e a doenga nao se espalhara.

Por outro lado, se Ry > 1, entdo o nimero de individuos infetados aumentard a cada geracdo e a
doenca se espalhard.

Teorema 1. Considere uma Equacdo Diferencial Ordindria, os seguintes resultados sdo vdlidos: (1) Se
Ry < 1, entdo o DFE é global assintoticamente estdvel em Q. e (2) Se Ry > 1, entdo o DFE ¢ instdvel.

Observe que o (Rp) € um pardmetro limite para a invasdo de um organismo doente em uma populacio
totalmente suscetivel. Uma vez que a doenca comecou a se propagar, as condicdes que favorecem a
propaga¢ao mudardo e Ry pode ndo ser mais uma boa medida de transmissdo da doenca (DIEKMANN;
HEESTERBEEK; METZ, 1990). O Ry ndo pode ser determinado apenas a partir da estrutura do mo-
delo matematico, mas depende da defini¢do de compartimentos infetados e ndo infetados, como aponta
Mwasa e Tchuenche (2011). Para o seu calculo € importante distinguir novas infe¢des de todas as outras
quando se observa mudancgas na populacio.

Segundo Van Den Driessche e Watmough (2002), considerando .%;(x) como a taxa de aparecimento
de novas infecgdes no compartimento i, seja #;" (x) a taxa de transferéncia de individuos para o com-
partimento i por todos os outros meios, e seja #; (x) a taxa de transferéncia de individuos para fora do
compartimento i. Assume-se que cada funcao é continuamente diferencidvel pelo menos duas vezes em
cada varidvel. O modelo de transmissdo da doenga consiste em condi¢des iniciais ndo negativas junta-
mente com o seguinte sistema de equagdes:

X; = fi(x) = Fi(x) = Yi(x), i=1,2,...,n. )
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onde ¥i(x) = ¥ (x) — ¥, (x) e as fungdes, que representam uma transferéncia direta de individuos e
todas elas s@o nao negativas, satisfazem as premissas descritas abaixo.

Lema 1. Se xo é um DFE de (1) e fi(x) satisfaz as condigdes anteriores, entdo as derivadas D.7 (xo)

F 0 vV 0 .

0 O]’ DY (x0) = [J3 J4]’ onde F eV sdo as

matrizes quadradas definidas por F = [%} eV = {%] com 1 <1, j <m. Além disso, F é ndo
J

Xj

e DV (xo) sdo particionadas como sendo D.F (xo) = [

negativo, V é uma M-matriz ndo singular e todos os autovalores de J4 tém parte real positiva.

Para interpretar as entradas de FV ! e desenvolver uma defini¢io significativa de R, considere o
destino de um individuo infectado introduzido no compartimento k£ de uma populacgdo livre de doencas.
O (j; k) entrada de V~! é o periodo médio de tempo que este individuo passa no compartimento j
durante a sua vida util, assumindo que a populagdo permaneca préxima ao DFE e barrando a reinfeccao.
O (i; j) entrada de F € a taxa a que os individuos infectados no compartimento j produzem novas
comunidades no compartimento i. Assim, o (i; k) entrada do produto FV~! é o niimero esperado de
novas comportadas em compartimento i produzido pelo individuo infectado originalmente apresentado
no compartimento k (VAN DEN DRIESSCHE; WATMOUGH, 2002). Assim, F V-1 sera designada
como a matriz de proxima geracdo para o modelo e definida por:

Ro=p(FV) 2)

onde p(FV~") denota o raio espectral de uma matriz (FV~!).

Assim sendo, um nimero bdsico de reprodugdo mais geral pode ser definido como o nimero de
novas infec¢des produzidas por um individuo infectante tipico em uma populacdo em um DFE (VAN
DEN DRIESSCHE; WATMOUGH 2002).

A DFE, xp, é localmente assintoticamente estdvel se todos os autovalores da matriz D f(xp) tiverem
partes reais negativas e instavel se algum autovalor de Df (xo) tiver parte real positiva. Pelo Lema 1, os
autovalores de D f(xp) podem ser particionados em dois conjuntos correspondentes aos compartimentos
infectados e nao infectados. Esses dois conjuntos sdo os autovalores de F' —V e os de —J4. Novamente
pelo Lema 1, todos os autovalores de —J4 tém parte real negativa, portanto a estabilidade da DFE ¢é
determinada pelos autovalores de F' — V. O teorema a seguir afirma que Ry € um parametro limite para a
estabilidade do DFE.

Teorema 2. Considere o modelo de transmissdo de doengas dado por (1) com f(x) satisfazendo as
condicoes do Lema 1. Se xy é um DFE do modelo, entdo xg ¢ (1) localmente assintoticamente estdvel se
Ry < 1 e (2) instdvel se Ry > 1, onde Ry é definido por (2).

Equilibrio Endémico e Estabilidade Global para o Modelo S/RS — B

Um dos modelos cléssicos de epidemiologia € o modelo SIR, desenvolvido por Kermack e McKen-
drick em 1927, que divide a populagdo em segmentos: suscetivel, infectado e removido, que pode ser
morto ou resistente (recuperado) (KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Neste trabalho, formulamos
uma variante deste modelo denominada pelo modelo SIRS — B que descreve a propagacdo da infecc¢do
em uma populacdo ao longo do tempo para estudar a dindmica da célera , cujas hipéteses do modelo sdao
as seguintes: (1) O sistema envolve uma populacio total de humanos que varia com o tempo, denotada
por N(t) = (S(t) +1(t) + R(t) e dividida em 3 compartimentos de subpopulagdes: Suscetivel (S = S(z)),
Infectada (I = I(t)), Resistente (R = R(t)), incluimos um compartimento no modelo para representar a
populagio das bactérias (B = B(t)) responsaveis pela transmissdo de doengas. (2) O modelo assume um
recrutamento da populacdo humana suscetivel com um crescimento logistico de Verhulst com uma taxa
que depende do tempo ¢, por ser usada especialmente em contextos biolgicos e demogréficos, denotada

porI'=A (1 — %;HR(’)) de individuos suscetiveis, onde A é a taxa de crescimento intrinseco da

3
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populacdo e ks € a capacidade de suporte da populagdo humana (limite méximo que a populacdo pode
alcancar). (3) Assumimos que a populacdo total das bactérias que entram no reservatdrio aqutico de

Vibrido Colérico no modelo com um crescimento logistico de Verhulst cuja taxa de n <1 — %)) propor-
cional a densidade de bactérias, onde n > 0 € a taxa de crescimento per capita para Vibrido Colérico,
kp > € a capacidade de suporte do ambiente ou meio (limite méximo que a populagdo das bactérias pode
alcancar no meio). (4) A contribuicao média (células/L por dia) de cada pessoa infetada para a populagao
de Vibrido Colérico no ambiente ou meio aqudtica tem uma taxa fixa y (CODECO, 2001). Geralmente,
de acordo com Joh et al. (2009), os individuos infetados com célera liberam a bactéria de volta para
o ambiente aqudtico, aumentando assim a transmissibilidade da célera. (5) Consideramos também que
Br > 0 é a taxa de ingestdo da bactéria através de fontes de dgua e alimentos contaminados, & é a meia
constante de saturacdo da populagdo de bactérias e % ¢ a possibilidade de um individuo infetado ter a
doenca com sintomas, dado o contato com fontes contaminadas. Os demais parametros do modelo sdao
Us, Uy e Ug representam as taxas de mortalidade natural da populacdo humana suscetivel, infectada e
recuperada, respectivamente. d representa uma taxa adicional a taxa de mortalidade natural, denominada
taxa de letalidade, que representa a morte ocasionada por doengas infecciosas, 6 € a taxa com a qual a
populacdo humana recuperada da doencga torna-se suscetivel, ¥ € a taxa com a qual a populagdo humana
infectada torna-se recuperada da doenga, 3; € a taxa de contaminag@o das pessoas suscetiveis ao entrar
em contato com as contaminadas, m € a taxa de mortalidade bacteriana no reservatorio. Vamos consi-
derar o Sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias abaixo e estudar estabilidade local dos pontos de

equilibrio da dindmica da doenca.

o
! i1 + P88 | dS _ A(S+1+R) (1_%>+
;) S 1':+§ I ;) R +9R_.USS—BIIS—%S;
v | 1§ G = BiIS+ (25—~ (u+d)I;
Y T )
i) (l — %) E B
l?”, (3)
Figura 1: Esquema do Modelo SIRS-B Figura 2: Sistema de EDO-SIRS-B

Todas as varidveis e parametros do modelo sdo nao negativos. Portanto, o Sistema (3) é biologica-
mente (epidemiologicamente) e matematicamente bem definido no conjunto fechado W ={Be R} :0 < B <}
e Wy =1{(S,,R)eR} :0<N < v comN(t)=S(t)+1(t)+R(t), definimos ¥y =¥y x ¥p. Para estudar
a estabilidade local consideramos o Sistema (3) em equilibrio estaciondrio, teremos:

0=A(S+I+R) (1—”,%’?)+ A(S+I1+R) (1—%)+9R—u35—ﬁ,13—
+OR — psS — BiIS — P25 BB,
= BiIS+BBg_yr I; _ YHMu+d h+B .
8 13; S+;;BSGR7 (Hy+d)I; o S_T’<m—n+KiBB) (MW)B’ (4)
=Yl — URK — OK; _ 7 )
_ B . R= oy (m_”+ KLBB) B;
\ 0_<n(1—K—B)—m)B+w1, 1 ]

O equilibrio endémico do Sistema Modelo (4) denotado €5 ¢ dado por: €® = (S5,1%,R®B) #
(0,0,0,0),ComB:B(A, Hs, Hi, UR, ﬁla ﬁBa Ks, Kp, Y Ga v, m, n, h) €

g Ytwt+d, h+B ) ,
$h= T (m—n+4B) (hﬁ11+(ﬁ3+ﬁ11)3 B; 5)

4
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1 n Y n
IB:<m—n+B>B; e RB:<m—n+B>B; (6)
Y Kp (ur+0)y Kp
Lema 2. Para Ry < 1, o iinico equilibrio endémico €8 existe em Wy e é globalmente assintoticamente
estdvel (Globally Asymptotically Stable - GAS) em Py \ Wy, fornecido Ry = Ro(SB, I, R, B)~1

Equilibrio e Estabilidade Livres da Doenca

Consideramos este como sendo um ponto em que ndo ocorre a doenca na populacdo. Naturalmente,
isso pode ocorrer para algumas doengas ou como resultado de medidas de controle e prevencdo bem-
sucedidas.

O equilibrio livre da doenca (DFE) do submodelo para a célera do Sistema (4), isto é, se B = 0, entdo

I=0,R=0eAS— K%S2 —UsS=0&5=0 vS= %, assim teremos a jacobiana:

2A(S+I+R) BB 2A(S+1+R) 2A(S+I+R) hBgS
PN S TP Aps— BRTITR A g -
Ks Hs =Bl =37 B Ks Ks (h+B)
BsB hBsS
i Y —d 0
J(S,1,R,B) = Bt 5 Lt (h+B)?
0 Y —Ur—0 0
2B
0 v 0 —L—&-(n—m)
Kp

O equilibrio trivial, cuja matriz jacobiana calculada no ponto €% = (S,1,R,B) = (0,0,0,0), é dado por:

A— g A A-6 0

0y _ 0 —r—w—d 0 0

)= 0 Y —Hr—6 0
0 v 0 n—m

Os autovalores da matriz J(€°) sio Ay = A — s, o = —y— W —d, 3= —lUr— 0 e A4y =n—m.
O equilibrio livre das bactérias, consequentemente a populagdo dos infectados, cuja matriz jacobiana
calculada no ponto £* = (S,I,R,B) = (%,0,0,0) ¢ dada por:

ps — A 2us—A—w 2us—A—6 _W
J(e) = 0 —Y—M—d 0 Bp(A—iis)s
0 v —Hr—6 0
0 v 0 n—m

(n—m)—(y++d)

Os autovalores da matriz J(£*) sdo A} = us — A, Ly = Az = 5

€ 7L4 = —UR — 9,
entdo o equilibrio € instavel, se s —A <0en—m <O.

Vamos considerar F' - Taxa na qual novos infectados entram no compartimento i e V - Denota a
taxa de transferéncia de individuos para dentro e para fora do compartimento #, assim, considerando que

ds dl dr daB\T _ 4
(% G @ %) =F —7, com

0 (us+£ﬁ—§)S—A(5+1+R) (1—S+kI+R> —6R
BsB s
g | BT (B5)S| o y_y oy (Y4 +d)1
0 (ug + )R —yI
0

ﬁBZ +(m—n)B—yl

As matrizes jacobianas de .% e de ¥ sdo, respectivamente, dadas por:
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0 0 O 0
BB _Bsh_

F=IssLRB) = | P Tum PiS O gipeS e V=Iy(SIRB)=
0 0 O 0
0 0 O 0

Hs+ P25 — A+ B+ 2(S+I+R) —A+BS+S+HI+R) -A+RS+HI+R) -0 B
_ (()) Y+u+d 0 0 (7)
=Y Ur+6 0
0 —y 0 21 B+m—n

Se S = 0 temos que £° = (SO,IO,RO,BO) = (0, 0, 0, 0) é o equilibrio trivial que implica na extin¢éo
das populacoes,

0 0 0 0 00 0 0
-0 h
F(ed) — Bi-0+85 g0 0 (hﬁ?o)fo o000 .

0 0 0 0 0 0 0O

0 0 0 0 0 000
Us — A —A -A—6 0 0000
0 y+w+d 0 0 _ 0000

0y __ 0 170V

ViEl=1 —y  ug+6 0 = FEWVEI=15 0 0 0
0 —y 0 m—n 0000

O niimero basico de reproducdo para o modelo S/RS — B de cdlera no ponto de equilibrio trivial,
el = (SO,IO,RO,BO) = (0, 0, 0, 0), é dado por: Ry = 0. Em modelos epidemioldgicos, Ry = 0 indica que
a doenga ndo tem capacidade de se espalhar na populagdo. Se S # 0 temos que €* = (S*,I*,R*,B*) =

(M, 0, 0, 0) € o equilibrio livre da doenca para (A — ug) > 0. Entdo,

0 0 0 0 0 0 0 0
0 ks (A—pis) h ks(A— ks(A— ks (A—
F(g*) = 51'()*/%0 Bi st AMS 0 (hligo)2 o AuS) _ 10 B g A#S) 0 b SE:A e
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
e
ts — A ﬁlks(x—ﬂs) +A—2us +A—2us—6 ﬁBksEl//\\—Hs)
V(é‘*) — 0 Y+ +d 0 0
0 -y Ug + 6 0
0 -y 0 m—n
0 0 0 0
0 Prks(A—ps) + v Beks(A—us) o0 Peks(A—ps)
- F(e*)V‘l(e*) _ A(yrt+d) + hA(y+u+d)(m—n) hA(m—n)
0 0 0
0 0 0 0

O numero bésico de reproducdo (Rg) para o modelo SIRS — B de célera € dado por:

_ 1o ks(A—us) Wks(A — Us)
Ro =p FEWV ) = R0 T+ P A+~ d)m—n)

Bs = Ro, + Ry, ®)

onde Ry, € o niimero reprodutivo bdsico parcial induzido pela transmissdo do meio ambiente para os
humanos e Ry, € o nimero reprodutivo bdsico parcial induzido pela transmissao entre os humanos.
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Consideracoes Finais

Uma contribuicao deste trabalho é a proposta de uso de método matriz da préxima geracio bdsica para
determinar a estabilidade da doenca de célera e o calculo do nimero bdsico de reproducio (Rp) de uma
forma mais simples e direta usando seus autovalores. Do ponto de vista da saide publica, diversas
situacdes podem ser analisadas com base no valor de Ry. Por exemplo, podemos determinar se a doenca
causard uma epidemia ou pandemia, ou se certas pessoas infectadas introduzidas numa populagdo sus-
cetivel a doenga nao serdo reinfectadas e a doenca néo se espalhara. Outra possibilidade € que o nimero
de infectados aumente a cada geracdo e a doenca se espalhe. Além disso, este método pode ser utili-
zado para identificar outras doencas infecciosas que podem ser modeladas em estudos epidemiolégicos
através de sistemas autdnomos de equagdes diferenciais. Assim, Ry € um pardmetro fundamental em epi-
demiologia e desempenha um papel crucial na compreensdo da propagacao de doengas infecciosas numa
populacdo. E uma ferramenta valiosa para compreender, prever e controlar a propagagio de doengas
infecciosas e contribui fortemente na epidemiologia e tomada de decisdes em saide publica.
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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo apresentar resultados de uma proposta alternativa para agru-
pamento de espécies de Leishmania segundo complexos, discutindo as vetorizacdes utilizadas nos algoritmos de
clusterizac@o k-means, OPTICS e Fuzzy c-means. Este tltimo algoritmo apresentou resultados mais promissores
que os demais, o que sugere seu emprego em processos classificatorios similares.

Palavras-chave: Taxonomia. Filogenia. Aprendizado de Maquina. Clusteriza¢do. Légica Fuzzy

Introducao

A taxonomia bioldgica € parte da biologia sistemadtica, que se dedica a anélise das relagdes de pa-
rentesco entre organismos. Aristételes foi o primeiro pensador a classificar seres vivos, mas seu critério
ndo é bem detalhado (RODRIGUES; HIDALGO, 2022). Somente em 1735, Carl Linnaeus propds uma
classificacdo mais refinada com base em caracteristicas anatomicas, acreditando que as espécies eram
fixas (KLEPKA; CORAZZA, 2018).

No entanto, esse sistema rigido ndo considerava a evolucdo. A observacdo do mundo natural precisa
admitir incerteza, instabilidade e mutabilidade porque os fendmenos naturais dificilmente apresentam
contornos bem definidos. Tomamos como exemplo o género Leishmania que ainda é objeto de debate
em relag@o a sua taxonomia.

Os morfotipos foram descritos por Ronald Ross, sendo o nome uma homenagem ao patologista
William Boog Leishman (ROSS, 1903) que descreveu pequenos corpos ovais encontrados no bago de
um soldado morto apds apresentar sintomas como febre alta, disenteria cronica e caquexia.

Virias classificacdes foram propostas ao longo dos anos, e atualmente (SCHONIAN et al., 2018),
baseados em dados moleculares, propuseram uma revisdo na taxonomia. As espécies analisadas neste
trabalho serdo as do género Leishmania subgéneros Leishmania, Viannia e Mundinia.

O desenvolvimento de tecnologias de sequenciamento genético permitiu estudos de filogenia mole-
cular, revelando relagdes evolutivas entre organismos. Essas revisdes de taxonomia sao facilitadas pelo
uso de algoritmos de aprendizado de maquina, que processam grandes volumes de dados e fornecem
resultados de alta qualidade.

Aprendizado de maquina é uma area da Inteligéncia Artificial que busca desenvolver técnicas compu-
tacionais para adquirir conhecimento automaticamente. Algoritmos ndo supervisionados, como k-means,
OPTICS e Fuzzy c-means, sdo usados para resolver problemas de clusterizacao, incluindo a taxonomia.
O Fuzzy c-means, em particular, fornece informacdes sobre a pertinéncia dos objetos aos grupos, incor-
porando imprecisdo ao conceito de espécies.
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Em resumo, a taxonomia bioldgica, historicamente baseada em critérios morfolégicos, tem evoluido
com o uso de dados moleculares e algoritmos de aprendizado de maquina, tornando-se mais flexivel e
adaptédvel as mudangas na compreensao da evolucdo das espécies.

Preparacao dos dados

Os dados foram coletados no site do Instituto Nacional de Saide dos EUA, incluindo sequéncias de
DNA dos cromossomos 10, 28 e 31 de varias espécies de Leishmania em formato . fasta. Escolheram-se
os cromossomos 28 e 31 devido a presenca dos genes hsp70 e 6pg, caracteristicos da espécie, enquanto
o cromossomo 10 foi selecionado aleatoriamente.

O alinhamento foi obtido pelo programa Mauve (DARLING et al., 2004). Para ampliar o conjunto
de dados, dado o limitado nimero de sequéncias (uma por espécie), foram geradas sequéncias artificiais.
Essas mutacdes genéticas incluiram substituicdes de pares de bases, utilizando o modelo de substitui¢cdo
Jukes-Cantor, que pressupde frequéncias de equilibrio iguais para todas as bases e taxas uniformes de
mudanca nucleotidica (SCHNEIDER, 2003). A taxa de mutacdo natural foi estimada em até 1% do
genoma.

O algoritmo de substitui¢do foi projetado para selecionar aleatoriamente sitios nas sequéncias de
entrada e substituir as bases correspondentes. No total, foram geradas 40 sequéncias com base nesse
modelo de mutacdo. Esse procedimento ampliado permitiu uma anélise mais abrangente das sequéncias
de Leishmania.

Vetorizacao

Apbs o alinhamento dos cromossomos e a geragdo de um conjunto expandido de sequéncias, o
proximo passo foi a vetorizagdo, que consiste em representar as bases A,C,G,T e N por nimeros. Vdrias
abordagens de vetoriza¢do foram exploradas. A primeira envolveu a vetorizagdo em cruzA = (0,1); C =
(1,0); G=(—1,0); T = (0,—1); N = (0,0), onde as bases foram associadas a coordenadas no plano
cartesiano, mas ndo trouxe melhorias significativas nos resultados de clusterizagao.

Outra abordagem foi a vetorizagdo em graus, que representou cada base em um arco de um circulo
A=73°,C=145°, T =217°, G =289°, N = 1°. No entanto, essa técnica aumentou consideravel-
mente o tamanho do arquivo de sequéncias, tornando-o impraticavel em termos de tempo computacional
e resultando em agrupamentos ndo representativos.

A vetorizagdo one-hot transformou cada base em um grupo de bits A = (1,0,0,0,0), 7 =(0,1,0,0,0),
¢ =(0,0,1,0,0), G = (0,0,0,1,0), N = (0,0,0,0,1), mas o aumento dréastico no tamanho do arquivo
que inviabilizou seu uso em algoritmos.

O método iCGR (YIN, 2019) representa sequéncias de DNA por meio de trés inteiros. Uma vez que
nossas sequéncias contém a letra N, além das letras representativas das bases, foi necessario adotar um
vetor de quatro posicdes. No entanto, a implementacdo do iCGR € limitada a sequéncias com até mil
bases. Considerando que nossas sequéncias consistem de mais de nove milhdes de bases, a estratégia de
vetorizacdo precisou ser descartada.

A vetorizag@o pelo nimero de Godel, que codifica sequéncias de DNA como nimeros inteiros, foi
descartada devido ao tamanho das sequéncias, que tornava a abordagem impraticavel.

O EIIP (NAIR; SREENADHAN, 2006) representa a distribui¢do das energias dos elétrons livres
ao longo de uma sequéncia de DNA A = 0,1260,C = 0,1340,G = 0,0806,7 = 0,1335 e, neste caso,
consideramos N = 0. O tempo de processamento com esta vetorizacdo ficou invidvel e ndo separou bem
0S grupos.

Finalmente, a vetorizacdo por nimero atdmico, que associou as bases a seus nimeros de protons
(HOLDEN et al., 2007): A=70,T = 66,C =58,G =78,N = 0, foi a escolhida para a obtencdo dos re-
sultados apresentados no artigo. Essa abordagem gerou um arquivo de vetores com tamanho gerenciavel
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(1.1GB) e proporcionou resultados satisfatérios nos algoritmos de clusterizacao.

Algoritmos de agrupamento

A clusterizacdo € um processo nao supervisionado que agrupa dados com base em suas similarida-
des, visando alta homogeneidade dentro dos grupos e alta heterogeneidade entre eles. O k-means é um
algoritmo amplamente utilizado para clusterizacdo (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999), mas sua principal
desvantagem ¢ a escolha do niimero de clusters. Para contornar esse problema, foram executados expe-
rimentos com diferentes valores de k e validados pelo método do cotovelo. No entanto, o k-means nio
produziu resultados satisfatérios, agrupando erroneamente espécies de subgéneros diferentes.

O algoritmo OPTICS (Ordering Points to Identify the Clustering Structure) é baseado em densidade
(ANKERST et al., 1999) e tem a vantagem de determinar automaticamente o nimero de cluster. No
entanto, seu tempo de processamento e os resultados obtidos levaram a desisténcia desse algoritmo, uma
vez que também agrupou espécies de subgéneros distintos.

O algoritmo Fuzzy c-means (FCM) € um algoritmo baseado em légica fuzzy que considera o grau de
pertinéncia de cada ponto do conjunto de dados em relacdo aos diversos agrupamentos.

Este algoritmo ¢ definido como um programa que gera particdes difusas e protétipos para qualquer
conjunto de dados numéricos (BEZDEK; EHRLICH; FULL, 1984). De forma geral, FCM tenta dividir
os dados em conjuntos minimizando a fun¢do objetivo abaixo.

J:

(ngE

1

p
Zui’;’d(xi:cj)z (1)
1j=1

onde u;; € o grau de pertinéncia da amostra x; ao j-ésimo cluster, n € o nimero de instancias, p € o
nuimero de clusters considerados no FCM (que deve ser decidido antes da execucdo), m > 1 é o pardmetro
Fuzzyficador, x; um vetor de dados de treinamento onde i = 1,2, ..., n representa um atributo do dado, c;,
onde j=1,2,...,p, é o centro de um agrupamento fuzzy e d(x; : ¢;) é a distincia entre x; e c;.

Resultados e discussoes

A taxonomia dos subgéneros (Leishmania), (Viannia) e (Mundinia) apresentada por (Akhoundi et
al., 2017) é a referéncia a que foram baseados os resultados. Neste trabalho, os resultados do k-means e
OPTICS nao foram incorporados, pois esses métodos agruparam espécies de subgéneros diferentes em
um mesmo grupo ou ndo trouxeram informagdes novas em relag@o a taxonomia existente.

O algoritmo Fuzzy c-means foi empregado para alcangar o resultado principal, aplicando-o a 50
sequéncias vetorizadas por niimero atdmico. A associa¢do de objetos aos clusters ocorre por meio
da funcdo de pertinéncia, enquanto a validacdo desses clusters é realizada por meio do coeficiente de
particdo fuzzy, que varia de 0 a 1, com 1 representando o melhor resultado. Durante a execucido do
programa, uma variagdo de 2 a 10 clusters foi considerada.

A Tabela 1 mostra coeficientes de particao fuzzy variando de 0,40785 a 0,87481, usados para avaliar
a qualidade da clusterizacdo pelo Fuzzy c-means. O agrupamento com 10 clusters alcangou o valor
maximo, mas nao ¢ ideal, pois separaria espécies como L.donovani e L.infantum, que na literatura estdo
agrupadas.

O agrupamento com sete clusters, além de apresentar o segundo maior valor de coeficiente de
particdo fuzzy, é a clusterizacdo mais proxima da representacdo taxondmica cldssica. O resultado com
sete clusters fuzzy também manteve a divisao em sete complexos, porém com modificagcdes no nivel de
espécies que formam os complexos.
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Tabela 1: Tabela com valores dos coeficientes de parti¢ao fuzzy.

Quantidade de clusters Coeficiente de Particao
2 0,52483
0,49749
0,43940
0,56039
0,61419
0,68551
0,44459
0,40785
10 0,87481

L0 -1 U e W

Na primeira tabela da Tabela 2 temos as espécies distribuidas nos sete clusters. As espécies dos
clusters 1, 2 e 4 aparecem agrupadas com outras espécies, diferente do que ocorre na taxonomia conven-
cional e mantendo a coeréncia em relacdo aos subgéneros.

A sexta coluna da Tabela 2 apresenta o cluster onde as espécies de L.aethiopica estao agrupadas, isto
¢ verificado pelo maior valor das linhas. Os valores menores sdo os de pertinéncia da espécie em relagdo
aos outros clusters.

Tabela 2: Tabelas com agrupamento e graus de pertinéncias.

Agrupamento com 7 clusters

Cluster 1 Chuster 2 Claster 3 Cluster 4 Cluster 5 Claster & Cluster 7
L braziliensis L.major L_peruviana L_donovani L.enrieftii Laethiopica Larahica
L. panamensis L.mexicana L.infanium

Espécies Cluster 1 Chuster 2 Cluster 3 Cluster 4 Cluster 5 Cluster & Cluster 7
Laethiopica baze 0002823538 0001894672 0002104146 0003542764 0003195435 | 0982933219 0003506206
L.aethiopica | 0015929504 O010782328 0011964421 0019897718 0017907856 | 0903854268 0019663894
L.aethiopica 2 0003665983 0,002461349 (002733374 000459825 0004147011 | D9TTR43394 000455064
L.aethiopica 3 0008519494 Q005738579 0006370907 0010668743 0009614474  OS4B536541 0010551261
L.aethiopica 4 0010558704 0007121699 (0,0079W4724 001321117 0011903164 | 0936235029 0013065509

A escolha do algoritmo FCM permite expressar situagdes em que um objeto compartilha simila-
ridade com multiplos grupos, refletindo complexas relacdes. Os graus de pertinéncia indicam que as
espécies t€m algum grau de pertencimento aos diversos complexos, revelando uma origem comum entre
as espécies. Isso sugere que a definicdo de uma espécie ndo deve ser estritamente rigida, mas sim con-
siderar graus de identidade entre diferentes espécies, uma representacio mais fiel da evolucdo continua.
Esses valores também permitem quantificar a proximidade ou afastamento entre as espécies e em relacio
a cada complexo.

Conclusoes

Este estudo aplicou o algoritmo Fuzzy c-means (FCM) para agrupar espécies do género Leishmania,
subgéneros Leishmania, Viannia e Mundinia, usando a vetorizacdo por nimero atdmico das sequéncias
de DNA. Os resultados flexiveis do FCM permitiram atribuir graus de pertinéncia a diferentes comple-
xos, refletindo a complexidade das relagdes evolutivas entre as espécies. Isso destaca a importancia de
considerar a variabilidade genética e a evolucdo continua na taxonomia, em contraste com abordagens
tradicionais mais rigidas.
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Além disso, o FCM oferece uma perspectiva promissora para aprimorar a compreensao da diver-
sidade bioldgica e evolutiva em estudos de taxonomia molecular, possibilitando a quantificacdo mais
precisa da proximidade entre espécies e complexos. Sendo assim, sugere-se o aprofundamento dos estu-
dos de utilizagdo do FCM para a classificagdo de espécies.
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Resumo: Nas populacdes de lagartos Uta stansburiana ocorre um notével polimorfismo de coloragio nas gar-
gantas, com tons de laranja, amarelo e azul. Esses fen6tipos sdo determinados por dois alelos que correspondem,
cada um, a uma das possiveis cores e seguem uma relacao de domindncia. Dois modelos, um ndo espacial e outro
espacial, foram desenvolvidos para analisar as interagdes comportamentais desses fendtipos por meio de um jogo
pedra-papel-tesoura e levando em conta também os possiveis genétipos. Com o modelo ndo espacial foram encon-
trados cendrios em que a coexisténcia dos trés fenétipos era estdvel e em que era instavel, enquanto os resultados
do modelo espacial foram préximos desses equilibrios de coexisténcia. Notou-se ainda uma forte influéncia do
tamanho da vizinhanga nos resultados do modelo espacial, no qual vizinhangas menores favoreceram os lagartos
laranjas, cujo alelo é dominante em relacdo aos demais, e vizinhancas maiores geraram resultados menos osci-
latérios e mais préximos do equilibrio do modelo néo espacial.

Palavras-chave: Polimorfismo. Lagarto-de-mancha-lateral. Teoria dos jogos. Dindmica de populagdes. Modelos
discretos.

Introducao

Os lagartos da espécie Uta stansburiana, popularmente conhecidos como lagartos-de-mancha-lateral,
apresentam um intrigante exemplo de polimorfismo, que representa a ocorréncia de multiplos fendtipos
dentro de uma mesma espécie (Ford, 1945), de coloragdo em sua populacdo, que é objeto de estudo e
pesquisa em ecologia evolutiva. Nesse caso especifico, os lagartos apresentam variagdes de cor na regido
da garganta em tons de laranja, amarelo e azul.

A colorag@o das gargantas dos lagartos Uta stansburiana é determinada por dois alelos, que podem
ser o (laranja), y (amarelo) ou b (azul), que interagem de acordo com principios de dominéncia. Para os
lagartos machos, o alelo o é dominante em relacao aos demais e o alelo y é dominante em relagdo ao alelo
b, portanto os individuos com genétipo oo, oy e ob apresentam um fenétipo de garganta laranja, enquanto
yy e yb sdo lagartos com garganta amarela e bb representa o fendtipo azul. Ja as fémeas apresentam uma
garganta laranja quando possuem pelo menos um alelo o e garganta amarela nos demais casos.

Por simplicidade, definiremos cada lagarto pela cor de sua garganta. Os lagartos laranjas geralmente
sd30 mais agressivos € dominam territorios maiores, os azuis costumam defender territérios menores e
com menos fémeas e os amarelos se camuflam como fémeas para se infiltrar nos territérios dos demais
lagartos (SINERVO et al., 2000).

Devido as caracteristicas especificas de cada fenétipo, nota-se que a dominincia dos individuos la-
ranjas € derrotada pela furtividade dos amarelos, enquanto estes perdem para a estratégia defensiva dos
azuis, que sdo derrotados pela estratégia dos lagartos laranjas (SINERVO; LIVELY, 1996). Essas es-
tratégias comportamentais formam um ciclo de vantagem competitiva semelhante a um jogo de pedra-
papel-tesoura, onde cada fendtipo prevalece sobre o outro em um padrao ciclico.

Embora a teoria dos jogos tenha sido inicialmente utilizada para descrever o comportamento hu-
mano por meio de decisdes racionais, ela vem cada vez mais sendo utilizada para analisar conflito e
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cooperacdo em plantas e animais (HAMMERSTEIN; SELTEN, 1994), como € o caso dos lagartos-de-
mancha-lateral.

Portanto, o objetivo desse trabalho € estudar as interagdes entre lagartos da espécie Uta stansburiana
por meio da construcdo de dois modelos discretos, que levam em consideracdo tanto a dindmica pedra-
papel-tesoura dos diferentes fenétipos quanto as relagdes de dominancia dos alelos que compdem os
genétipos de cada individuo.

Modelo nao espacial

De forma semelhante ao que foi realizado por Barreto (2017), definimos fo,, fy, € fp: as propor¢des
fenotipicas de lagartos laranjas, amarelos e azuis, respectivamente, no instante de tempo ¢. Assim, de-
terminamos também as propor¢des genotipicas goo.r,&oy,»&ob.is &yyir &ybs € &b, Teferentes a cada um
dos possiveis gendtipos. Os individuos com pelo menos um alelo o apresentam fendtipo laranja, os
gendtipos yy e yb sdo de lagartos amarelos e o fenétipo azul é representado unicamente pelo genétipo
bb. As relagdes dessas proporcdes sdo dadas na Equacao (1),

fo1 = oot + 8oy T+ 8obyt> fre = 8yt + &> Bt = &by (1)

Podemos determinar as proporgoes alélicas a,,ay; € ap,, referentes as proporgdes dos alelos o, y e
b na populacdo, através da Equagdo (2),

1 1 1 1

1 1
Aot = 8oor + Egoy,t + igob,z, Ayt = Gyt + Egoy,t + ngb,z, apt = &bt + Egob,t + Egyb,t' ()

Por se tratarem de proporgdes, cabe salientar que em todo instante de tempo ¢ valem as relacdes
Yfi:=Ygj+=Xaiy=1,noqual I € {O,Y,B}ei,jec {o,y,b}. As interagdes entre lagartos de dife-
I ij i

rentes fendtipos sdo regidas por uma matriz de recompensas M, que € exemplificada na Tabela 1, onde
o elemento Mj; representa a recompensa que um individuo que utiliza a estratégia / ganha ao interagir
com um individuo de estratégia J. Nesse caso, as estratégias correspondem aos fenétipos dos lagartos,
portanto I,J € {O,Y,B}.

Tabela 1: Matriz de recompensas.

O|Y | B
O| 1 |05] 2
Y| 2 1 |05
B|05] 2 1

Como os lagartos laranjas possuem vantagem quando os azuis sao comuns e desvantagem quando os
amarelos sdo comuns, notamos que Mopg > Moo > Moy. De forma andloga, temos Myo > Myy > Myp e
Mpy > Mpp > Mpo, de forma semelhante ao que ocorre no jogo pedra-papel-tesoura. Para cada instante
de tempo ¢, o fitness W;;, de um gendtipo ij, que apresenta um fendtipo /, e o fitness médio W, da
populacdo sao determinados pela Equacgao (3),

Wije =W, = ZMIJfJ,t, W, = Z J1.:Wrs. (3)
J ]

Para determinar as propor¢des da geragdo seguinte, definimos entdo g;;, como varidveis auxiliares
de acordo com a Equacdo (4) com o intuito de aumentar as propor¢des dos gendtipos com maior fitness,
Wijs

8iji = 8ij,tWt “4)
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Em seguida, utilizamos esses valores para calcular as proporg¢des alélicas da proxima geracdo. Assim,

- 1. 1. N 1. 1. N 1. 1.
Aot+1 = ooyt + EgoyJ + Egob,ta Ayr+1 = Byyt + Egoy,t + Egyb,tv Apr+1 = 8bb,t + Egob,t + Egyb,t-

Finalmente, as propor¢des genotipicas da geragdo seguinte sdo determinadas pela Equacao (5),

2 . .

ig+1) se1=J

gin = 1) 0 (5)
2-ai7,+1-aj,t+1, Sel#]

Analisando a Equacdo (4), pode-se concluir que os pontos de equilibrio desse modelo genotipico ndo
espacial sdo tais que, para cada i, j € {0,y,b}, temos g;; = 0 ou W;; , = W;. Dessa forma, para o equilibrio
de coexisténcia € necessdrio que Wp; = Wy, = Wp, = W,. Para a matriz de recompensas apresentada na
Tabela 1, isso resulta em um equilibrio trivial em que fo = fy = fz = 5.

Para gerar resultados mais interessantes, podemos alterar a matriz de recompensas para focar em cada
uma das estratégias. Dessa forma, na Tabela 2 s@o apresentadas essas matrizes de recompensas, onde
0 <d < 1ev>1representam as recompensas que um individuo com a estratégia focal recebe ao interagir

com outro individuo com quem ele possui uma desvantagem ou uma vantagem, respectivamente.

Tabela 2: Matrizes de recompensas com estratégias focais O, Y e B.

(a) Estratégia focal O (b) Estratégia focal Y (c) Estratégia focal B
O Y| B (0] Y | B O|Y B
O| 1 [d]| v O| 1 052 O|1]|05]| 2
Y| 2 1]0.5 Y| v 1 d Y |2 1 |05
B |05]|2 1 B|05| 2 1 B|d \% 1

Dessa forma, as proporcdes fenotipicas dos pontos de equilibrio de coexisténcia para as estratégias
focais O, Y e B sdo apresentados, respectivamente, nas Equacdes (6), (7) e (8),

— 4v—2d Y . . 10-6d ©
O 1ov—8d+5’ Y lov—8d+5’ B lov—8d+5
— 10-6d 42 — 6v-5 -
O Jov—8d+5’ Y lov—8d+5’ B lov—8d+5
_ 6v—5 _ 10— 6d . 4v—-2d
fO_lOv—8d+5’ fY_lOv—8d+5’ fB_lOv—8d+5' ®)

Tomando v =2 e d = 0.5 com qualquer uma das estratégias focais, obtemos o equilibrio trivial
fo=fr=[p= % Para todos os casos, as propor¢des alélicas e genotipicas do ponto de equilibrio sdo
apresentadas, respectivamente, nas Equagdes (9) e (10),

G =1—\/Ts+ v, &= \/Fa+Fr—\/ T =/ ©)

__» .
%:{@»,sg—{ (10)
2-Gij-aj;, seiFj
Para ilustrar esse modelo, serdo realizadas duas simula¢des utilizando a matriz de recompensas com
estratégia focal O, representada na Tabela 2a, com 500 geracdes cada e condigdes iniciais g,00 = 0.25,
&yy0 = 0.4, gpp0 = 0.35 € goy.0 = 80,0 = &y»,0 = 0. Os resultados obtidos com v =2 e d = 0.5 podem ser
observados na Figura 1.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

Proporgges fenotipicas

Proporcdes genotipicas

Geragdes

(a) Propor¢des fenotipicas

Geragoes

(b) Propor¢des genotipicas

fv

0.55
0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20

0.4 03
05 fo

(c) Ponto de equilibrio estavel

Figura 1: Simulagdes comv=2ed =0.5.

Nota-se que o sistema oscila, mas converge para o ponto de equilibrio representado pelas retas tra-
cejadas nas Figuras la e 1b e pela estrela vermelha na Figura Ic. Assim, o ponto de equilibrio de
coexisténcia com esses parametros € estavel.

Enquanto isso, utilizando as mesmas condig¢des iniciais e tomando v = 1.3 e d = 0.3, encontra-se
um sistema que nao converge para o ponto de equilibrio de coexisténcia. O resultado de 500 geracdes é
apresentado na Figura 2, onde o sistema se aproxima mais dos equilibrios em que ha apenas um fenétipo
de lagarto, convergindo por fim para o equilibrio em que h4 apenas o genétipo oo.

Proporcdes fenotipicas
Proporcdes genotipicas
°
S
e

0.0 o 0.0

200 300
Geragges

400 500 0 100

Geragdes

(a) Proporgdes fenotipicas (b) Propor¢des genotipicas

(c) Ponto de equilibrio instavel

Figura 2: Simulagdes comv=1.3ed =0.3.

Modelo espacial

Este modelo € constituido por um autdémato celular bidimensional, que é uma abordagem que integra
elementos de tempo, espago e estados discretos (Mistro, 1998). Podemos visualizar esse modelo como
uma matriz de dimensdes N x N, onde cada elemento, referido como sitio ou célula, pode assumir um
conjunto limitado de valores, que indicam que ele pode estar vazio ou ocupado por um lagarto com um
dos genétipos oo, oy, ob, yy, yb ou bb.

Consideramos uma densidade inicial pg, que determina a probabilidade de cada sitio estar inicial-
mente ocupado. Nessa primeira distribuicio, consideramos apenas individuos homozigotos, entdo cada
sitio ocupado terd probabilidades po, py ou pp de conter um individuo com genétipo oo, yy ou bb, res-
pectivamente. Além disso, todo individuo pode morrer com probabilidade ( no inicio de cada geracio,
exceto a primeira, deixando o sitio vazio.

Para simular as interagdes entre vizinhos, é necessdrio definir as vizinhancas de interacdo. Assim,
utilizamos as vizinhangas de Von Neumann, de Moore e de Moore estendida, ilustradas nas Figuras 3a,
3b e 3c, onde os sitios vermelhos representam os vizinhos do sitio azul. Além disso, sdo utilizadas
condigdes de contorno periddicas.
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(a) Von Neumann (b) Moore (c) Moore estendida

Figura 3: Vizinhangas.

Em cada geracdo, para que cada lagarto possa ter em média uma oportunidade de reproducdo, sdao
sorteados N2 sitios. Em cada sorteio, se houver um lagarto no sitio escolhido, ele calcula o seu fitness e de
cada um de seus vizinhos. O célculo é realizado fazendo a média das recompensas obtidas nas interacdes
com os sitios vizinhos ndo vazios com base na Tabela 2a. Por exemplo, ao considerar a vizinhanca de
Von Neumann, se um individuo amarelo tiver como vizinhos dois lagartos laranjas, um azul e uma célula
vazia, seu fitness sera ”23& =1.5.

Sempre que houver pelo menos um outro lagarto na vizinhanga do individuo sorteado, ele ird se
reproduzir. Se o seu fitness for maior ou igual do que o de todos os seus vizinhos, ele sorteia aleatoria-
mente um lagarto da sua vizinhanca para reproduzir. Caso contrério, a reprodugdo se dard com o lagarto
de maior fitness da vizinhanga (se houver mais de um, escolhe-se um aleatoriamente).

O gendtipo do filho serd composto por um alelo de cada um dos pais, portanto se os pais tiverem
genotipos bb e oy, por exemplo, o primeiro obrigatoriamente fornecerd um alelo b enquanto o segundo
pode fornecer um alelo o ou y. Notamos, nesse caso, que um individuo azul e um laranja, de gen6tipos
bb e oy, podem gerar um filho com fenétipo amarelo, com gendtipo yb por exemplo. Se houver células
vazias na vizinhanca de um dos dois individuos que estdo se reproduzindo, o filho ocupard um desses
sitios. Caso contrario, o filho ocupard o sitio do individuo de menor fitness entre os dois.

Serdo realizadas simula¢des com os mesmos parametros utilizados no modelo ndo espacial, com
estratégia focal O e probabilidades iniciais pp = 0.25, py = 0.4 e pp = 0.35. Além disso, definimos
N =40, pp =09 e u=0.1. As proporcdes fenotipicas e genotipicas ao longo de 100 geragdes com
v=2ed = 0.5 para as diferentes vizinhancas sdo apresentadas, respectivamente, nas Figuras 4 e 5.

f 0425
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0350

‘)U YATTAT el

0275

Proporgaes fenotipicas
°
&
Proporces fenotipicas
Proporcaes fenotipicas
°
N

°
g
8

0250

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Geragdes Geragdes Geragdes

(a) Von Neumann (b) Moore (c) Moore estendida

Figura 4: Propor¢des fenotipicas parav=2e d = 0.5.

E possivel observar que para a vizinhanga de Von Neumann a proporcio de individuos laranjas é
muito maior do que a do ponto de equilibrio do modelo nio espacial, o que pode ser justificado ao
considerar que o alelo o é dominante em relacdo aos demais. Por outro lado, a0 aumentar o tamanho da
vizinhanga, nota-se que os resultados se aproximam cada vez mais do equilibrio do modelo nao espacial
e apresentam oscilacdes menores, como se observa principalmente na Figura 5. Nas Figuras 6 e 7 s@o
apresentados os resultados das simulagdées com v = 1.3 e d = 0.3 para as diferentes vizinhancas.
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Figura 5: Propor¢des genotipicas parav =2¢e d = 0.5.
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Figura 6: Proporgdes fenotipicas parav = 1.3ed = 0.3.
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Figura 7: Propor¢des genotipicas parav =1.3ed =0.3.

De forma semelhante ao que foi observado anteriormente, pode-se notar que os lagartos laranjas
novamente possuem uma vantagem nas vizinhangas menores, mas o aumento da vizinhanga contribui
para que os resultados se aproximem do ponto de equilibrio de coexisténcia do modelo ndo espacial,
mesmo com esse ponto sendo instavel para o primeiro modelo.

Para finalizar, seria interessante analisar qudo préximos os resultados obtidos por ambos os mode-
los propostos seriam ao tentar desconsiderar as dependéncias espaciais desse segundo modelo. Assim,
na Figura 8 sdo apresentados os resultados das 20 primeiras geragdes das simulag¢des utilizando uma
vizinhanga infinita, ou seja, onde os fitnesses dos lagartos sao comparados com os de todos os outros
individuos no momento da reprodugao.

Enfim, conclui-se que os efeitos observados nas Figuras 4, 5, 6 e 7 sdo causados de fato pelo ta-
manho da vizinhanga. Utilizando uma vizinhanga infinita, as propor¢des fenotipicas se aproximaram
rapidamente do ponto de equilibrio do modelo ndo espacial, mas notou-se uma reducdo no nimero de
individuos com gendtipos oo e yy, que foi compensada com o crescimento dos gendtipos ob e yb.
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Proporges fenotipicas
Proporcaes genotipicas.

(a) Proporg¢des fenotipicas (b) Proporgdes genotipicas (c) Propor¢des fenotipicas (d) Propor¢des genotipicas
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Figura 8: Simulag¢Ges com vizinhanga infinita.

Conclusoes

Nesse trabalho foram apresentados dois modelos discretos genotipicos para descrever a dindmica dos
lagartos da espécie Uta stansburiana por meio de uma representagao semelhante a um jogo pedra-papel-
tesoura. Com o modelo ndo espacial, encontramos uma situa¢do em que o equilibrio de coexisténcia das
espécies € estavel e outra em que a coexisténcia € instavel e os resultados se aproximam do equilibrio em
que todos os individuos possuem genétipo oo.

Por meio do modelo espacial, observamos que o tamanho da vizinhanga influencia muito os resulta-
dos, favorecendo o fendtipo laranja, cujo alelo é dominante em relacido aos demais, quando a vizinhanca
€ pequena. Ao aumentar a vizinhanga, observa-se que os resultados das simulacdes, principalmente no
que se refere aos fendtipos, se aproximam cada vez mais do equilibrio de coexisténcia encontrado para o
modelo nao espacial, independentemente de ele ser um equilibrio estavel ou instdvel no primeiro modelo.

Além disso, pode-se notar que o aumento da vizinhanga reduz consideravelmente as oscilacdes das
proporcdes fenotipicas e genotipicas ao longo das geracdes. Por fim, as proporcdes fenotipicas das
simulag¢des com vizinhanca infinita convergiram rapidamente para o equilibrio do modelo ndo espacial,
enquanto as propor¢des genotipicas se aproximaram desse equilibrio, mas os genétipos heterozigotos
com um alelo b se sobressairam um pouco enquanto os homozigotos oo e yy chegaram a valores um
pouco menores do que no outro modelo.

Referéncias

BARRETO, W. P. Teoria de jogos e genética de populacoes: um estudo de dinimica de populacoes
guiado por competicio e cooperacao entre individuos polimoérficos. 2017. 75 f. Tese (Doutorado em
Fisica) — Unicamp, Campinas, 2017.

FORD, E. B. Polymorphism. Biological Reviews, v. 20, n. 2, p. 73-88, 1945.

HAMMERSTEIN, P.; SELTEN, R. Game theory and evolutionary biology. Handbook of game theory
with economic applications, v. 2, p. 929-993, 1994.

MISTRO, D. C. Modelos para dispersao de abelhas africanizadas: um zoom matematico. 1998.
182 f. Tese (Doutorado em Matemadtica Aplicada) — Unicamp, Campinas, 1998.

SINERVO, B.; LIVELY, C. M. The rock—paper—scissors game and the evolution of alternative male
strategies. Nature, v. 380, n. 6571, p. 240-243, 1996.

SINERVO, B. et al. Testosterone, endurance, and Darwinian fitness: natural and sexual selection on the
physiological bases of alternative male behaviors in side-blotched lizards. Hormones and Behavior, v.
38, n. 4, p. 222-233, 2000.



Trabalho apresentado no ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023.

UM MODELO PARA A (ZOMPETICAO ENTRE O MEXILHAO
DOURADO E SUA VERSAO GENETICAMENTE MODIFICADA

Charles Henrique Xavier Barreto Barbosa
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
charles.hxbb@ gmail.com

Claudia Mazza Dias
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro - UFRRJ
mazza@ufrrj.br

Dayse Haime Pastore
Centro Federal de Educacdo Tecnologica - CEFET-RJ
dayse.pastore @ cefet-rj.br

Resumo: A presenga do invasor mexilhdo dourado em &guas brasileiras representa uma sorte de impactos
ecoldgicos ou econdmicos. Diante desse cendrio, uma alternativa de controle populacional € promissora: a imersao
de uma espécie geneticamente modificada com o objetivo de, em contato com o molusco selvagem, produzir fu-
turas geragdes inférteis. Uma proposta de modelo matemadtico que contemple tal competicdo torna-se de grande
valia, uma vez que pode fornecer informacdes para nortear experimentos de laboratério. No entanto, o0 modelo de
competicdo necessita de uma dinadmica de crescimento bem estabelecida. Esse trabalho apresenta dois modelos
para a dindmica do mexilhdo selvagem, estudados de forma analitica. O estudo expde as solugdes de equilibrio,
sua estabilidade local nos pontos estaciondrios e uma andlise de sensibilidade do nimeros de reprodugdo basal
(Ro’s) para ambos os modelos. Através desses resultados analiticos, define-se o mais adequado para receber as
parcelas que modelem a competi¢do. Sdo realizadas simula¢cdes numéricas a fim de aferir possiveis desfechos da
competicio, fazendo uso do método de Runge-Kutta de quarta ordem. O estudo é capaz de apresentar dois pontos
conclusivos importantes: que através da competicao planejada a erradicag@o pode ser atingida e que ha necessidade
de vantagens competitivas para que a estratégia funcione, indicando que uma maior eficiéncia reprodutiva e um
mexilhdo modificado menos suscetivel a predag@o s@o as vantagens mais promissoras. Finalmente, a vista de um
tépico tdo importante, esse trabalho é necessario para que essa estratégia de controle populacional seja estudada e
testada para auxiliar no desenvolvimento da espécie modificada e respeitar a ecologia.

Palavras-chave: Modelagem Matemdtica, Modelo de Competicdo, Dindmica Populacional, Anélise de Estabili-
dade, Biomatematica.

Introducao

O equilibrio de um ecossistema € definido pelas continuas adaptacdes das espécies que nele vivem.
A invasdo de uma nova espécie tem o potencial de perturbar esse meio, através de uma competi¢io
por recursos com espécie nativas. Quando os invasores ndo encontram pedradores naturais € mostram-
se resilientes ao meio, desequilibram a cadeia trofica e acarretam danos a biodiversidade e as atividades
econOmicas (BOLTOVSKOY et al.,2006; SOUZA et al., 2009; RICCIARDI, 1998). Este trabalho estuda
a espécie invasora Limnoperna fortunei (Dunker, 1857), conhecida como mexilhdo dourado. Trata-se de
um molusco bivalve e de dgua doce que foi registrado pela primeira vez na América Latina, na planta
industrial de Atucha em 1996 (BOLTOVSKOY et al., 2006). A reprodugdo do molusco é externa, da-se
apods o encontro dos gametas na 4gua, e em sequéncia, inicia-se a fase larval, que pode durar até 30 dias
(CATALDO et al., 2005). Com o fim da fase larval, o mexilhdo se estabelece como recruta e busca um
substrato liso e solido para aderéncia. Com frequéncia, ambientes antrépicos oferecem este tipo ideal
de substrato, implicando em problemas de coexisténcia (CATALDO er al., 2005; RICCIARDI, 1998;
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BOLTOVSKOY et al., 2006). Como as larvas sdo direcionadas pelo fluxo de corrente, sdo admitidas com
facilidade nas plantas industriais hidrelétricas, onde encontram ambiente de constante fluxo de dgua, o
que facilita a filtracdo, e com substratos antrépicos para aderéncia (SILVA et al., 2016; BOLTOVSKOY
et al., 2015). Consequentemente, a presenca de altas densidades do mexilh@o nas plantas hidroelétricas,
principalmente em tubulacdes, acarreta em perdas de carga e frequentes paradas para limpeza (SIMEAO
etal.,2011). Ademais, além das usinas hidrelétricas, a alta densidade populacional desequilibra os niveis
de nutrientes do meio, fitoplancton e microalgas, atingindo a cadeira tréfica e prejudicando a atividade
de pesca (BOLTOVSKOY et al., 2015; SILVA et al., 2016).

A vista da dificuldade para combater a infestacio por meios convencionais, novas estratégias se
destacam, como a conteng¢do (ou erradicag@o) da infestacdo de uma espécie invasora por meio de uma
competicdo planejada (NDII et al., 2012; SCHRAIBER et al., 2012; ZHANG et al., 2015; HASTINGS,
1994). Este trabalho estuda a competicdo planejada entre o mexilhdo dourado selvagem e outro, que
serd modificado geneticamente. Ou seja, a estratégia admite uma competi¢cdo na qual o encontro dos
gametas mexilhdes selvagens com os modificados promovam larvas modificadas. Tais larvas podem
produzir mexilhdes modificados, que transmitem a infertilidade, culminando na reducdo populacional. A
estratégia se encontra em desenvolvimento por meio do projeto de P&D ANEEL: Controle da Infestagao
do Mexilhdo Dourado por Inducdo Genética de Infertilidade (PD-10381-0419/2019), e esse trabalho
tem como objetivo estudar a viabilidade desta técnica, embora admita consideragdes proprias para que
a competi¢do possa ser analisada, uma vez que maiores informagdes sobre a espécie modificada estdo
indisponiveis.

Modelos de Crescimento I e 11

O modelo I consiste em um sistema com trés equacdes diferenciais ordindrias, elaborado a partir
dos fatores que influenciam na variagdo populacional dos envolvidos: larvas, mexilhdes adultos e al-
gas, respectivamente L, M e A. As algas sdo entendidas como principal fonte de alimento do mexilhao,
como aponta PADILLA (1997). Entende-se que a variacdo populacional das larvas depende da repro-
dutividade, r{, do mexilhdo e seu nivel populacional. E seu crescimento populacional € arrefecido por
uma capacidade suporte, K;. Além disso, também se admite perdas relativas as taxas de mortalidade e
maturagdo, U e A. Para os mexilhdes, admite-se variagao positiva de acordo com a taxa de maturagéo e o
nivel populacional das larvas, bem como também variam de acordo com o encontro mexilhdo-alga, mo-
delado pela resposta funcional de Michaelis-Menten (EDELSTEIN-KESHET, 2005; MURRAY, 2002),
sob uma taxa maxima de predagdo B e uma constante de saturagdo média c¢. Assim como as larvas, a
varia¢do populacional do mexilhao sofre perdas pela taxa de mortalidade, b.

Finalmente, entende-se que as algas sofrem variagdo positiva de acordo com sua taxa de crescimento,
ry, € negativas de acordo com a taxa de predacdo, p. As equagdes (1)-(3) apresentam o modelo I, cujo
desenvolvimento completo pode ser acompanhado em BARBOSA (2022), tal que ¢ é tempo.

dL L
— = rM|1——) - AL 1
” r ( KL> (H+A)L, (1)
M MA
— = AL — | —bM 2
dt +P <c +A> @
dA A AM
— = nAll—— |- . 3
dr "2 < KA> p<c+A> )
Para o Modelo I, foram encontradas analiticamente trés solugdes estaciondrias:
Pl = (Oa 07 0) ) (4)
Kp(riA —bs) Kp(rnA—>b
oo (BdnAzb) BAZE 4) 5)
rl)L Flb
Py = (0,0,Ky) . (6)
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A primeira solu¢do estaciondria, P;, ndo desperta muito interesse, uma vez representa a extin¢ao de todas
as populacdes envolvidas. P,, por outro lado, representa a extincao apenas das algas. Observe que esta
¢ uma direta consequéncia da modelagem do problema, uma vez que o modelo entende que a interagdo
mexilhdo-alga é benéfica ao mexilhdo, mas nio necessdria para sua subsisténcia. P; representa uma
solugdo interessante, que mostra a extingdo do invasor e o prevalecimento das algas. Uma vez que esse
cendrio pode exemplificar o meio antes da infestacdo, a estabilidade dessa solugdo estaciondria pode
contribuir para o entendimento da infestagao.

Uma andlise de estabilidade é realizada localmente, na regido préxima as solu¢des estaciondrias, de
modo a, através da aplicacdo da Matriz Jacobiana, obter as partes reais dos autovalores associados as
solugdes (MURRAY, 2002; EDELSTEIN-KESHET, 2005). A desigualdade (7) apresenta a condi¢do
encontrada para que Pz seja localmente estdvel e consiga resistir a infestagcdo, devidamente atrelada as
partes reais de seus autovalores associados. Ou seja, trata-se do nimero de reprodu¢do basal do Modelo
I, representado por R}, que implica no Teorema 1.

Teorema 1: Se R(l) < 1 entdo o ponto de equilibrio P; = (0,0,K4) possui trés autovalores reais
negativos, sendo portanto estavel. Quando R(l) > 1 temos dois autovalores negativos e um autovalor
positivo, sendo consequentemente instavel.

Rl _ BsKa+riA(c+Ky)
0~ (c+Ka)bs

<1. (7)

Ademais, as taxas de crescimento das larvas (reprodutividade dos mexilhdes), de mortalidade e
maturacdo foram estimadas através das referéncias (CATALDO et al., 2005; PAOLUCCI et al., 2010;
VANDERPLOEG et al., 1996). A Tabela 1 apresenta os valores para as simulacdes, ressalta-se que os
demais valores foram adotados.

Tabela 1: Valores dos parAmetros da simula¢do do Modelo 1.
Parimetro T u A B b r p K. | Ky c
Valor 0,07 | 0,004 | 0,03 | 0,01 | 0,01 | 0,12 | 0,02 | 20 | 0,01 | 0,001
Unidade | dia™' | dia™' | dia™' | dia™" | dia™" | dia™" | dia™' | g/l | g/l g/l

As equagdes (8)-(10) formam o sistema relacionado ao Modelo II (SILVA et al., 2022). Este, difere-
se do Modelo I em dois importantes pontos. Primeiro, ele considera que ndo apenas a interagao mexilhao-
alga é benéfica ao mexilhdo, mas necessdria para a subsisténcia do molusco. Além disso, essa interagdo
passa a ser modelada pela resposta funcional de Holling tipo 3 (HOLLING, 1965).

dL L

= = pM(1-=)—uL-AL 8
dl r ( KL> [.l 9 ()
dM A2 M

— = A——L|l—-—)—-bM 9
dt C+A2 < KM> ’ ©)
dA A A2

= = pAll—=)=—p—wM. 10
dt "2 < KA> P a 19)

Para o Modelo II, as solugdes estaciondrias sdo: S; = (0,0,0) e S» = (0,0,Ky4). Note que, ao tornar ne-
cessdria a existéncia de alga para o desenvolvimento do mexilhdo, a possibilidade de uma solucio esta-
cionaria que culmine da exting¢do das algas é eliminada. Realizando o mesmo procedimento de avaliagao
da estabilidade local das solu¢des de equilibrio para o Modelo I, S; e S,, encontra-se a condicdo expressa
pela desigualdade (11) para que S, seja localmente estavel. Ou seja, trata-se do nimero de reproducio
basal para o Modelo II, R(z), que acarreta no Teorema 2.
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Teorema 2: Se R(z) < 1 entdo o ponto de equilibrio S, = (0,0,K4) possui trés autovalores reais
negativos, sendo portanto estdvel. Quando R% > 1 temos dois autovalores negativos e um autovalor
positivo, sendo consequentemente instavel.

B v emam < b

Diferentemente do Modelo I, o Modelo II foi desenvolvido pelo grupo de pesquisa (SILVA ef al.,
2022), e a adogdo dos parametros estimada por observacdes de campo. A capacidade suporte para o
Modelo II é de 1732 gm™2, que evidencia uma unidade diferente e, portanto, exigiu um ajuste para as
simulagdes numéricas. Além disso, a taxa p para o segundo modelo foi adotada em 0,2 dia~"', por
semelhante ajuste dimensional. Os demais parametros permanecem os mesmos da Tabela 1.

A Figura 1 apresenta a dindmica populacional, evidenciando a proporcdo da capacidade suporte no
tempo, visando uma andlise qualitativa do comportamento. Como condic¢des iniciais, considera-se a
populacdo de algas em sua capacidade suporte K4, sem a presenca de mexilhdes adultos e a entrada de
0,5%K. Como esperado, o Modelo I ndo representa a realidade, uma vez que, para os atuais parametros,
as algas sdo extintas e a solu¢do caminha para P. Por outro lado, o Modelo II apresenta a coexisténcia
entre as trés populagdes, o que é observado na pratica. Além disso, a queda da densidade de algas culmina
em uma queda para as demais populacdes. Essa consequéncia tem importincia quando o problema &
analisado em uma regido, de modo que a presenca do invasor pode ser confirmada de acordo com a
maior auséncia de algas (SILVA et al., 2022).

Proporgdo de Densidades em 2 anos no Modelo |
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(a) Comportamento da proporcdo de densidades populacionais (b) Comportamento da propor¢éo de densidades populacionais
em 2 anos de simulagdo para o Modelo 1. em 2 anos de simulag@o para o Modelo II.

Figura 1: Resultados para propor¢do de densidade de todas as espécies em 2 anos de simulacao.

Modelo de Competicao

Para a elaboracdo do Modelo de Competicao, escolheu-se o0 Modelo II, para servir de base por ade-
quar melhor a realidade. Sobre a estratégia de competicdo que deu origem a modelagem do problema,
considera-se que a infertilidade serd promovida da seguinte forma: as larvas selvagens sdo modeladas
em funcdo do encontro entre os gametas do mexilhdo macho selvagem e da fémea selvagem. As larvas
modificadas foram modeladas em fun¢do do encontro dos gametas do mexilhdo macho selvagem com os
da fémea modificada. Nesse contexto, os gametas do mexilhdo macho modificado ndo produzem prole.
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As equagdes (12)-(16) apresentam o modelo proposto,

d;‘f‘" = (LS+(1—X)Lm)7chIfAZ<1—W>—bMM (13)
B (1) ). (16)

Assim, os mexilhdes modificados sdo representados por M,,, os selvagens por M;. A representacio
¢ andloga para as larvas. Ainda, o pardmetro ) deve ser entendido como a proporcdo (efetividade)
de transmissdo dessa modificagdo genética para futuras geracdes. Embora a engenharia genética para
controle populacional de algumas espécies jd4 vem sendo discutida hé certo tempo no meio académico
(BURT, 2003; HAMMOND et al., 2016; HASTINGS, 1994), a obten¢do de ¥ estd relacionada a diversos
fatores de experimentagao.

Diversos experimentos numéricos foram realizados. Experimentos que avaliavam um cendrio sem
vantagens competitivas, isto €, o qual todas as caracteristicas dos selvagens (valores de pardmetros)
sdo mantidas para os modificados, e casos, os quais, foram atribuidas a espécie modificada vantagens
competitivas. Avaliou-se ao longo da dissertacdo uma vantagem em cada um dos parametros envolvidos,
de modo a confrontar o resultado com um andlise de sensibilidade dos pardmetros que fazem parte
do nidmero de reproducdo basal do Modelo II, R%. Ademais, também foram estudadas as condigdes
iniciais das populagdes envolvidas. Para os modificados, os valores ficaram fixos em 2 g/~! para as
larvas e 0,175 kgm ™2 para os mexilhdes. Quanto aos selvagens, os valores foram alterados ao longo
das simulagdes, visando estudar como sua redu¢@o (limpeza do meio) poderia acelerar a dindmica de
infestacdo do modificado, a Tabela 2 indica essas redugdes.

Tabela 2: Condig6es iniciais para diferentes niveis de limpeza.

Populacdo Limpeza de 70% | Limpeza de 90%
Larvas Selvagens 3gl! 1gl™!
Mexilhdes Selvagens 0,405 kgm™> 0,135 kgm™>
Algas 0,5 mgl™! 0,5 mgl~!

A Figura 2a apresenta as propor¢des populacionais em 10 anos de simulagdo. Considera-se a limpeza
de 70% do meio, atribui-se a espécie modificada uma taxa de reprodutividade 30% mais eficiente e
uma mortalidade 15% menor. Enquanto que a Figura 2b considera uma limpeza no meio de 90%, com
os modificados sendo 40% mais eficientes na taxa de reprodutividade e uma mortalidade 30% menor.
Ambos os casos evidenciam, nessas condicdes ideais, a erradicagcdo do molusco, que ocorre em um
longo prazo.



ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023

REFERENCIAS

o
w
@

larvas selvagens
larvas modificadas
mexilhdes selvagens
mexilhdes modificados

0.5

0.45

0.4

larvas selvagens
larvas modificadas
mexilhdes selvagens
mexihdes modificados

0.35 |

o
o

0.3

o
o
o

0.25 -

o
o

02

Proporggo de Capacidade Suporte
o
o

Proporgio de Capacidade Suporte

o

=]
=]
@
'
=
=1
o
e

=]
|
<

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Tempo(Anos) Tempo(Anos)

Figura 2: Proporcio das densidades populacionais em 10 anos de simula¢do. A esquerda com limpeza
de 70% e a direita com limpeza de 90%.

Consideracoes Finais

Esse trabalho analisou como inferéncias de modelagem podem atuar sobre a dindmica de infestagdo
nos modelos de crescimento e estudar a viabilidade da estratégia de contencéo proposta pela insercdo de
uma espécie geneticamente modificada em um meio. Nota-se que o primeiro resultado se relaciona bem
com o segundo, uma vez que € necessario adotar um modelo de crescimento para propor o modelo de
competicdo.

Dadas as simulacdes numéricas apresentadas para os diferentes cendrios para avaliar a estratégia de
competicdo planejada, tornou-se evidente a necessidade de vantagens competitivas para que esta seja efi-
ciente. Além disso, o trabalho também evidenciou que, ainda que a erradicacao seja obtida sob condicdes
ideais, a estratégia demanda um longo prazo de tempo. No entanto, baixos niveis populacionais do inva-
sor podem ser obtidos em menor tempo e com vantagens competitivas mais razodveis (maior eficiéncia
reprodutiva e um mexilhdo modificado menos suscetivel a predacao). Por fim, ressalta-se que ndo foram
avaliados casos de reinser¢do de modificados no meio, o que poderia influenciar diretamente na viabili-
dade da estratégia.
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Resumo: A Modelagem Matemitica pode ser utilizada como alternativa ao ensino tradicional de Matematica.
Assim, este trabalho apresenta uma proposta de atividade por antecipacgio, tendo como tema o planejamento de uma
viagem. A atividade foi aplicada junto aos alunos de uma turma do 5° ano de uma Escola Municipal, que puderam
entender que para a determinacdo dos custos de uma viagem € indispensavel o uso das operagdes bésicas, que sao
assim revisitadas para refor¢o de seu entendimento e significagdo de seu uso. A atividade também proporcionou
aos estudantes a oportunidade de ampliar seu conhecimento sobre o Turismo e sobre o planejamento financeiro.

Palavras-chave: Modelagem Matemadtica. Educacdo Financeira. Planejamento de Viagens. Operacdes Basicas.

Introducao

Neste trabalho, utilizou-se a Modelagem Matemética como ferramenta para o ensino, através da
investigacdo de uma situacdo cotidiana, onde busca-se contextualizar o contetido matematico com a rea-
lidade dos alunos (D’AMBROSIO, 1989; BIEMBENGUT, 2014; BASSANEZI, 2002). O planejamento
para se fazer uma viagem é tema de uma atividade para reforco dos conceitos matematicos relativos as
quatro operagdes fundamentais (bdsicas), e aplicado junto as turmas do 5° ano do Ensino Fundamental.
Ensinar Matemadtica € um desafio frente as dificuldades apresentadas por muitos estudantes. Nem sempre
se reconhece a utilidade dos conteddos na solu¢do de problemas do cotidiano, como € o caso do plane-
jamento financeiro, através do levantamento dos custos necessdrios para realizagdo de uma viagem. Por
esse motivo, pensou-se em apresentar em sala de aula a ideia de planejar uma viagem, que tem potencial
ndo s6 de agucar a curiosidade dos alunos como também seria uma oportunidade de realizar uma aula
diferente, na qual se pode explorar diversos contetidos interdisciplinares, evidenciando que fazer uma
viagem é mais do que pensar apenas no lazer (CECIERJ, 2010). E preciso estar atento s recomendagdes
que nos garantem uma certa tranquilidade e conforto para poder aproveitar todos os momentos, garantir
antecipadamente os recursos monetarios necessdrios para utilizacao durante o periodo da viagem. Logo,
¢ importante desenvolver estratégias de economia doméstica e planejamento.

Além das quatro operacdes basicas em consonancia com a Base Nacional Comum Curricular (BRA-
SIL, 2017), a atividade permitiu também mostrar a importancia e a utilidade das tabelas. A interdisci-
plinaridade foi evidenciada pela abordagem de conteudos relativos a geografia e a economia doméstica,
bem como conhecimentos gerais.
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Metodologia

A atividade, planejada por antecipagdo, levou em conta a producio de material de apoio para os es-
tudantes, como formuldrios com as informacdes necessdrias, e até mesmo uma ficha de avaliacdo a ser
preenchida por eles. Os alunos precisaram levantar, com ajuda desse material, quais os recursos finan-
ceiros necessarios para a realizagdo de uma viagem. Foram considerados 4 destinos turisticos, todos na
regido Sudeste. Os alunos tiveram que pesquisar sobre os destinos turisticos, consultar tabelas com valo-
res aproximados de hospedagem e passagens, consultar a Internet para levantar quais os principais pontos
turisticos de cada localidade, custos de ingressos, alimentacdo, etc. Com as informagdes em maos, fo-
ram realizados os cdlculos das despesas necessarias considerando as categorias: passagens, hospedagem
(2 diarias), alimentacdo, ingressos e lembrancinhas de viagem. Assim, eles compararam os recursos
necessarios para visitar cada destino, observando qual o destino mais caro e qual o mais barato. Para
nortear a pesquisa, uma historia ficticia foi apresentada aos alunos. A atividade foi ministrada por um
entdo licenciando do curso de Matemética da UFRRIJ, estagidrio da escola, que pediu “ajuda” da turma
na defini¢do do destino e estimativa dos gastos para uma viagem para comemoragdo de sua formatura.
Para tal, os alunso tiveram que levar em consideragao que como recursos mensais teria disponivel apenas
1 saldrio minimo que deveria também suprir suas necessidades bdsicas. Os alunos calcularam quanto
poderia ser reservado por més para a viagem e em quanto tempo seria possivel viajar com tais recursos.

Conclusoes

A partir da participa¢do dos alunos durante a atividade e das respostas dos alunos através da ficha
de avaliacdo da atividade, percebe-se que o objetivo da atividade foi alcangado, uma vez que os alunos
compreenderam a utilidade da matemética, ndo s6 no planejamento de viagem, como também em outras
situacdes cotidianas. Os alunos observaram naturalmente a necessidade do uso das operagcdes bdésicas,
ainda que tenham apresentado dificuldades no cdlculo das despesas. Também entenderam a importincia
de economizar para adquirir bens e servigos. Adicionalmente, a atividade abordou a importancia do
saldrio minimo, assim como os conhecimentos gerais e geografia, o que foi crucial para a abordagem
interdisciplinar.
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Resumo: Ao estudar um contetido novo de matematica, é muito comum o aluno perguntar: “Por que eu preciso
aprender isso?” ou, ainda, “Em que situagdo, eu irei usar?”. O presente trabalho visa apresentar uma proposta de
atividade elaborada objetivando tornar o Ensino de Matematica mais significativo, fazendo uso da Resolugdo de
Problemas como recurso didatico trabalhando o conceito de inequagdes, sistemas de inequagdes e representagao
gréfica no plano cartesiano, para solucionar um Problema de Programacdo Linear. A Programacgao Linear € uma
das mais importantes técnicas de Pesquisa Operacional que se originou no final da década de 40 (DANTZIG, 2002),
consiste em minimizar (ou maximizar) uma fun¢do objetivo, comumente o custo, sujeita a algumas restri¢des
que reduz o espago de possibilidade para as varidveis em questdo, de modo que as relagdes estabelecidas sejam
lineares. A Resolucdo de Problemas é um recurso que visa romper o paradigma de que para saber matemadtica basta
memorizar algumas férmulas e aplica-las corretamente, permitindo que os alunos desenvolvam uma compreensao
mais significativa dos conceitos matematicos e a forma adequada de utilizd-los. Segundo Polya (1995), a Resolucao
de Problemas requer a execu¢do de uma sequéncia de fases, a saber: i) compreender o problema; ii) estabelecer
um plano para busca de solugdo; iii) executar o plano; iv) retrospecto, que consiste em examinar a soluc¢ao obtida.
Este recurso didatico quando utilizado para trabalhar problemas cotidianos permite que os alunos identifiquem a
relevancia da Matematica para além da sala de aula, conforme defendido por D’ Ambrdsio (2012). Além disso,
alunos podem desenvolver habilidades criticas, como raciocinio 16gico, tomada de decisdo e pensamento criativo.
Quando trabalhado coletivamente, a Resolucdo de Problemas envolve discussdes e colaboragdo entre os alunos,
permitindo que estes aprendam a comunicar suas estratégias e solucdes de maneira clara, tornando-os agentes
ativos na construcdo do préprio saber e colaborando na formagao de seus colegas. Dessa forma, o presente trabalho
visa apresentar uma proposta de atividade idealizada para estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental, baseada
na Resolucdo de Problemas buscando definir, hipoteticamente, o quantitativo de dois bolos a serem produzidos e
vendidos na cantina de uma escola com o material j4 disponivel e visando maximizar o ganho com a venda destes.
Para desenvolvimento da atividade serd apresentado o plano cartesiano e toda sua estrutura, bem como a definicao
do espago solucgdo para inequagdes lineares, trabalhando a defini¢do do espago intersecdo para o caso de estudo
de sistemas de inequagdes lineares, conceito fundamental para a Programacdo Linear. A revisdo do conceito de
equacdes do primeiro grau pode ser requerida. Embora o estudo de sistemas lineares seja previsto apenas para
o Ensino Médio, a atividade permite a antecipag¢do deste conceito sem a apresentacdo formalizada do mesmo.
Acreditamos que o tratamento do problema sob a representacdo gréfica facilitard o entendimento do problema
permitindo que os alunos visualizem o papel das restri¢des na definicdo do espago solugdo.

Palavras-chave: Resolu¢do de Problemas. Programacdo Linear. Problema da Dieta.
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Resumo: A preocupagdo com uma dieta balanceada e de baixo custo é uma questdo importante em diversos
contextos, incluindo a alimentagdo escolar. A oferta de uma alimentag¢do saudavel e equilibrada é fundamental
para a sadde e o desenvolvimento dos estudantes, mas também pode apresentar desafios em relacdo a disponibili-
dade de recursos e a eficiéncia dos processos envolvidos (BRASIL, 2019). Quando pensada sob o ponto de vista
matemadtico, a alimentacdo sauddvel em escolas publicas deve atender as exigéncias nutricionais previstas pelos
orgaos de saude e de educacgdo, visando sem agregar grandes custos. Portanto, este problema (problema da dieta)
pode ser facilmente tratado como um problema de Programacgao Linear (OLIVEIRA et al., 2011). A Programagio
Linear € uma técnica que se destina a resolver problemas de maximizag¢do ou minimiza¢do que possam ser repre-
sentados através de expressdes lineares (MARINS, 2011). A Programacao Linear permite encontrar a combinagao
ideal de alimentos para alcangar metas nutricionais especificas, tornando-se uma ferramenta valiosa para melhorar
a qualidade de vida e a eficiéncia na gestdo de recursos alimentares. Dessa forma, buscando realizar um estudo sob
a realidade vivenciada no Colégio Estadual Engenheiro Aréa Ledo, localizado no municipio de Nova Iguacu-RJ,
estd sendo desenvolvido uma pesquisa visando determinar a melhor dieta para os estudantes a partir dos principios
da Programac@o Linear e utilizando a Modelagem Matemdtica como metodologia cientifica. O presente trabalho
destina-se a apresentagdo dos primeiros resultados para o estudo de elaboracdo de um carddpio para o almoco.
Para a construcdo dos modelos, foi utilizado como referéncia para os alimentos e seus valores nutricionais a Ta-
bela Brasileira de Composi¢ao de Alimentos - TACO (TACO, 2011), que consistem em um banco de dados de
informagdes relativas a composic¢ao nutricional de diversos alimentos consumidos no pais. A tabela TACO contém
informagdes sobre os macronutrientes (proteinas, carboidratos e gorduras), micronutrientes (vitaminas e minerais)
e fibras presentes nos alimentos, além de informar as calorias e massa de por¢des comuns. A alimentagdo escolar
€ um importante componente para a saide e o bem-estar dos estudantes, e o café da manha € uma das principais
refeicdes do dia (MARINS, 2011). Nesse sentido, € importante que o cardapio da merenda escolar das escolas seja
planejado de forma a garantir a oferta de alimentos nutritivos e equilibrados, respeitando as necessidades nutrici-
onais dos estudantes. Inicialmente, o objetivo era criar um carddpio semanal para o café da manha, considerando
restricdes nutricionais para carboidratos, proteinas, fibras alimentares, calcio, ferro e vitamina C, fundamentais na
dieta didria. O objetivo do modelo foi minimizar o custo dos alimentos, levando em considerag@o as restricdes
nutricionais estabelecidas. Devido ao grande niimero de varidveis envolvidas no problema de otimizacao, se fazia
invidvel a resolu¢do manual do problema e, para tanto, foi utilizado um software de planilha eletronica - Excel®, e
a ferramenta Solver. Para o carddpio do almogo foram adicionadas uma série de novas restricdes estabelecidas em
Brasil (2022), como o consumo maximo de 600mg de sédio por refeicdo ou 800 mg em duas refeicdes e o con-
sumo minimo obrigatério de frutas duas vezes por semana e de hortalicas trés vezes totalizando 280g semanais.
Para o primeiro carddpio do almogo, foram consideradas 121 varidveis de decisdo associadas aos alimentos da
Tabela TACO, divididos em 13 grupos alimentares. Essas varidveis foram submetidas a 12 restricdes no processo
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de otimizagdo através da ferramenta Solver. A simulagio permitiu concluir que, se todos os alimentos tivessem o
mesmo custo, apenas aqueles que apresentam uma contribui¢do significativamente maior seriam utilizados. Isso
ressalta a importancia de considerar ndo apenas o custo, mas também a contribuicio de cada alimento ao problema
em questdo. Além disso, essa andlise proporcionou uma compreensiao mais profunda do problema, destacando a
necessidade de realizar novos estudos para estabelecer restricdes adicionais. Isso sugere que uma abordagem mais
refinada e completa é necessdria para abordar o problema de forma eficaz e eficiente, levando em consideracao
multiplos fatores e varidveis.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Programacao Linear. Problema da Dieta. Merenda Escolar.
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Resumo: E de conhecimento geral que uma boa alimentacdo ¢ indispensavel para a sobrevivéncia do ser hu-
mano.Manter uma dieta balanceada, com os nutrientes essenciais, previne regularmente doencas relacionadas a
mé-alimenta¢do, como anemia e obesidade (BRASIL, 2013). Logo, a essencialidade da escolha consciente de
alimentos que irdo figurar em um carddpio € indiscutivel. O Problema da Dieta teve sua origem na década de
30 com George Stigler (DANTZIG, 2002). Stigler utilizou Programacao Linear para determinar um conjunto de
alimentos que fornecesse a quantidade essencial de nutrientes ao menor custo possivel. A necessidade de encon-
trar uma dieta ideal para as tropas durante a Segunda Guerra Mundial impulsionou o desenvolvimento de técnicas
de otimizagao para a formulacdo de dietas equilibradas e de baixo custo. Os pesquisadores buscavam encontrar
a combinacdo perfeita de alimentos que garantisse a ingestdo adequada de nutrientes a0 mesmo tempo em que
minimizavam os gastos. Atualmente, o Problema da Dieta continua sendo um tema de estudo importante, podendo
ser uma ferramenta crucial na elaboracio de carddpios para a merenda escolar. Através de modelos matematicos
e técnicas de otimizacdo, € possivel criar um carddpio balanceado e sauddvel para atender as necessidades nu-
tricionais dos alunos. Nessa perspectiva, o presente trabalho visa apresentar o estudo para desenvolvimento de
um carddpio de café da manhd para uma unidade escolar da regido de Nova Iguacu. Para tal, estdo sendo rea-
lizadas simulagdes que envolvem a criacdo de diferentes carddpios, levando em consideragdo os diferentes tipos
de alimentos oferecidos e a quantidade nutricional de cada um. A otimiza¢do se dard por meio da minimizacao
do custo do carddpio oferecido e as restri¢des a serem atendidas, de maneira generalizada, serdo as quantidades
minimas de nutrientes a serem ofertados. Por meio deste modelo, em sintese, serd possivel suprir a quantidade
de nutrientes previamente escolhidos na alimentacdo dos individuos afetados, garantindo que recebam uma dieta
balanceada e saudavel com o menor custo possivel. Segundo Brasil (2022), um cardapio adequado e saudével deve
considerar a quantidade adequada de calorias e nutrientes, priorizar alimentos de qualidade, equilibrar os nutrientes
nas refei¢des e adaptar-se as necessidades individuais, levando em conta fatores como idade, saide e preferéncias
pessoais. Neste mesmo texto também se pode encontrar diversas restri¢des para montagem de um carddpio acerca
de: i) Alimentos ultraprocessados; ii) Frutas, verduras e legumes; iii) Alimentos fontes de ferro heme e ndo heme;
iv) Gordura trans e saturada; v) Gorduras; vi) So6dio e aguicar simples; vii) Alimentos in natura ou minimamente
processados. Dessa forma, foi feita uma primeira simulag¢do de cardapio utilizando a ferramenta Solver do soft-
ware Excel® para obtengdo de solugdo via método simplex. Inicialmente, considerou-se apenas o café da manha
da unidade escolar, sendo utilizados 72 alimentos (TACO, 2011) e 5 restricdes. O custo de todos os alimentos para
esta simulacao foi adotado como unitdrio com o objetivo de verificar os alimentos com melhores nutrientes. Esta
hipétese permite verificar os alimentos capazes de melhor atender as restricdes nutricionais estabelecidas.Como
conclusdo desta simulagdo, observou-se que a aveia, independente do preco, é um alimento capaz de fornecer todos
0s nutrientes necessarios, contribuindo significativamente em todas as restricdes. Obtiveram-se também resultados
com solugdes ndo vidveis e resultados com uma variedade maior de alimentos (aveia, abacate, goiaba, queijo prato
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e ovo), em outras solugdes retornaram o achocolatado como um alimento passivel de figurar no carddpio. Em
linhas gerais, pode-se perceber que os alimentos que figuraram o carddpio foram: aveia, queijo, pao e ovo.Esta
simula¢do inicial permitiu melhor compreender o problema a ser modelado, considerando as particularidades a
alimentac@o escolar.
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Resumo: Este estudo investiga um péndulo excitado parametricamente com uma mola de memoria de forma,
visando a aplica¢do na colheita de energia das ondas do mar. Compara a eficiéncia com um sistema similar usando
uma mola convencional e analisa o comportamento do sistema em casos conservativos, dissipativos e de excitacao
paramétrica através de simulacdes numéricas.

Palavras-chave: Péndulo Paramétrico. Dindmica ndo linear. Colheita de Energia

Introducao

Nos ultimos anos, houve um aumento significativo na populagdo global, levando a uma demanda
crescente por energia, estimando-se um acréscimo de 50% até 2023. Nesse contexto, a energia das ondas
dos oceanos tem emergido como uma fonte limpa e renovavel (Xu, 2005), portanto este estudo visa
analisar a dindmica no linear de um sistema composto por um péndulo simples e uma mola de memdria
de forma, com excita¢do paramétrica, explorando seu potencial para a colheita de energia e contribuindo
para solucdes sustentdveis.

Metodologia

A andlise abrangeu a modelagem matematica com o método Newton-Euler e a descricdo mecénica
da mola de memoria de forma usando o modelo de Falk (1980). Apds a obtencdo das equacdes de mo-
vimento, os parametros foram adimensionalizados para simplificar a andlise, com a integragdo numérica
realizada pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem em C++. As andlises dindmicas utilizaram fer-
ramentas como sec¢do de Poincaré, diagrama de bifurcacio e expoente de Lyapunov. A pesquisa abordou
um modelo composto por péndulo, base oscilante, haste e mola torcional de meméria de forma, conside-
rando a excitacio paramétrica das ondas para andlise do sistema.

Resultados

Na Figura 1, para as diferentes temperaturas (baixa, intermedidria e alta), é perceptivel que a quanti-
dade de pontos de equilibrio estdveis diminui a medida que a temperatura aumenta, resultando também
em mudancas no comportamento dindmico do sistema. Na Figura 2, notamos que o péndulo tende a
adotar amplitudes de movimento maiores durante comportamento cadtico, tornando-o favordvel para a
colheita de energia.
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(a) Temperatura baixa (b) Temperatura intermedidria (c) Temperatura alta

Figura 1: Curvas do espago de fase de 6’ (velocidade angular) por 6 (deslocamento angular).
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Figura 2: Gréafico da amplitude mdxima obtida por simulagao com relacio a p (amplitude de forcamento).
Onde os pontos em azul sdo para comportamentos cadticos ( coeficiente de Lyapunov > 0) e os pontos
em vermelho sdo para comportamentos periodicos ( coeficiente de Lyapunov < 0).

Conclusoes

Os resultados revelaram que, a medida que a temperatura aumenta, o sistema exibe uma diminuigdo
nos pontos de equilibrio estaveis, indicando mudangas significativas em seu comportamento dindmico.
Além disso, durante comportamento cadtico, o pé€ndulo tende a adotar amplitudes de movimento mais
amplas, o que o torna favordavel para a colheita de energia. Essas descobertas oferecem perspectivas
promissoras para o desenvolvimento de solugdes sustentdveis na captacio de energia das ondas do mar,
um recurso limpo e renovavel em crescimento, contribuindo para atender a crescente demanda global
por energia.
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Resumo: Neste trabalho serd abordado o Método da Homogeneizacao assintética produzindo uma Solu¢ao
Assintética Formal de segunda ordem, a partir destes s3o determinados os coeficientes efetivos e proposta a
formula¢do matemadtica do problema homogeneizado. Por fim, diferentes simualgoes numéricas sdo realizadas
para a resolugdo das equagdes diferenciais, com o intuito de demonstrar a aproimagdo entre a SAF e a solugfo
analitica.

Palavras-chave: Matemadtica Aplicada. Homogeneizagao Assintdtica.

Introducao

O seguinte trabalho visa apresentar o Método da Homogeneizaciao Assintética, que vem sendo
usado extensivamente nas dreas de matemadtica, engenharia e materiais, pois € capaz de facilitar a andlise
de sélidos heterogéneos com estrutura microperiddica. Para isso serd analisado o deslocamento de um
solido heterogéneo submetido a tensdes puramente radiais.

Submissao

O sélido cujo deslocamento sera calculado apresenta uma periodicidade espacial do méduo de Young
e arazdo de Poisson e sua célula periddica unitdria estd representada na Figura 1. A equagdo que descreve
o deslocamento do sélido e cuja solucdo serd abordada neste trabalho é

Figura 1: Célula periddica unitaria do cilindro ndo homogeneizado
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d(cediy  Co(duzy e — 0 uf(0) =0, ut(1) =1, (1)

£ __ € e EF(1-vE) A Lpd : _ 1
onde Ct =2uf +Af = V)T 2vE) € £ um parametro_geometrl_co pequen(? definido como's =1,
e y, geralmente chamada de varidvel lenta, uma nova varidvel radial que varia de forma mais lenta
em relacdo a r. Sendo assim, supde-se a seguinte solucdo assintdtica formal de segunda ordem para a

homogeneizacdo do problema

u? (r,€) = up(r,y) + €uy (r,y) + €2ua(r,y), 2)

substituindo (2) em (1) e solucionando, chega-se em (3), a equacdo para o problema local, e (4) a

homogeneizac¢do do problema original (1). Ressalte-se que a fung@o N (y) é de grande importancia, pois
sera usada no calculo de u; e uy da SAF (2)

d dN1(y) _ _
& (cor™iscp)) =0, Mo =0, 3

€ 2 €

Ressalte-se que a equacdo homogeneizada (4) é a de maior importancia, ja que ird ditar o comporta-
mento efetivo do sélido na macroescala. A Figura 2 demonstra as solugdes para (3) e (4) para diversos
valores de € utilizando C(r) = 1 +0.25cos[27(;)] e f(r) = cos[27m(Z)].

il (aoc ) PO (D)) = (), do=5(2, M= /fc@)zvl(y)ydy. )

Figura 2: Ilustragdo da aproximagao entre as curvas u(r) solugdo analitica e a Solu¢@o Assintdtica Formal
representada por uo(r) e ua(r).

Conclusoes

Como foi possivel observar o Método da Homogeneizacao Assintética produz solucdes efetivas
que tendem assintoticamente ao problema original, tornando a andlise de tensdes significativamente mais
eficiente.
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Resumo: Seja G = (V,E) uma grafo simples com n vértices. A matriz de adjacéncia de G, A(G) = [a;j], é a
matriz quadrada de ordem n cujas entradas sdo dadas por g;; = 1 quando {v;,v;} € E e 0 nos demais casos. O
polindmio caracteristico de G é definido por @(G,x) = det(x] —A) e suas raizes sio denominadas autovalores de
G. Como A € uma matriz simétrica, todos os autovalores de G sdo niimeros reais e, portanto, podem ser ordenados
em ordem ndo crescente A;(G) > A2(G) > --- > A,(G). O maior autovalor de G é conhecido como indice de G e
o multiconjunto constituido por todos os autovalores de G é denominado espectro de G e é denotado por o(G). O
grafo G é dito integral se 6(G) é composto somente por niimeros inteiros. “Which graphs have integral spectra?”
Este problema foi proposto em (HARARY; SCHWENK, 1974) com a imediata observagao de que o problema em
geral parece ser intratdvel. De fato, o nimero de grafos integrais ndo € apenas infinito, mas podemos encontri-
los em todas as classes de grafos e entre grafos de todas as ordens. Para mais detalhes, sugerimos (BALINSKA
et al., 2002). Grafos cujo indice é inteiro mostraram-se importantes no estudo de redes quénticas, como pode
ser visto em (SAXENA et al., 2007), o que propicia um vasto campo de estudo interdisciplinar. Motivados por
este problema, pesquisamos subclasses de grafos integrais dentre as classes de grafos que definimos a seguir, que
ilustramos posteriormente na Figura 1.

Definicao. Dados os inteiros n e ¢, onde n >3 e 1 < /¢ <n, o grafo H,f ¢é obtido de duas cépias do grafo completo
K, ao adicionarmos { arestas entre ¢ vértices de uma cépia de K;, e seus vértices correspondentes na outra copia.

Defini¢iio. Dados os inteiros p > 3 e g > 1, o grafo abacaxi, K}, é obtido do grafo completo K, ao adicionarmos
q arestas pendentes a um de seus vértices.

Figura 1: Grafo Hg3 e o grafo abacaxi K3, respectivamente.

Uma condigd@o necessdria para que um grafo seja integral é que seu indice seja um niimero inteiro. Seguindo
essa linha, determinamos algumas subclasses de grafos do tipo H: com fndice inteiro e obtemos uma caracterizagio
para que tais grafos sejam integrais, de acordo com o seguinte resultado.

Teorema. Para que o grafo H! seja integral é necessario e suficiente que ¢ = n.

Na Figura 2 exibimos os grafos H32 e H;’ cujos espectros sao

G(HB%) ={-2, *\/Z 1— \5707 \/Z 1+ \/g} € G(H:?) ={-2,-2,0,0,1,3}.
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Figura 2: Grafos H32 e H33.

Dentre os resultados obtidos ao investigarmos a classe dos grafos abacaxi, destacamos o seguinte resultado.

Teorema. Seg>1ep > —tySerl V28q+1, entdo o grafo abacaxi K} ndo € integral. Além disso, existem duas subclasses
infinitas de grafos abacaxi com indice inteiro.

Para exemplificar o teorema anterior, considere os grafos abacaxi K36 e Kio cujos polindmios caracteristicos
sdo

P(K,x) = (x+1)(x=3)(¥* +2x—2) e o(K;%x) =x°(x+1)?(x —4)(x* +2x—5).

Observe que os dois polindmios quadriticos sdo irredutiveis sobre o corpo dos nimeros racionais e que
M(KS) =3 e A (K}°) =4

Palavras-chave: Matriz de adjacéncia. Espectro. Indice inteiro. Grafos integrais.
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Resumo: A Decomposicdo em Valores Singulares emerge como uma das mais proeminentes ferramentas de
fatoracao matricial. Neste estudo, exploraremos esse método de fatoragdo, juntamente com uma aplicacao concisa
na compressao de imagens, visando a redu¢do de dimensionalidade e mantendo uma qualidade visual aceitavel.

Palavras-chave: Decomposi¢do em Valores Singulares. Fatoragdo Matricial. Compressdo de Imagens.

Introducao

A Decomposi¢do em Valores Singulares (SVD, sigla do nome em inglés Singular Value Decomposi-
tion) é uma técnica que desempenha um papel fundamental no processamento de imagens. Este estudo
visa aprofundar a compreensiao da SVD, explorando sua aplicacdo na compressdo de imagens, mostrando
sua capacidade em aprimorar a andlise visual das imagens, além de destacar as métricas de comparagao
do método.

A Decomposicao em Valores Singulares

A Decomposi¢do em Valores Singulares garante, basicamente, que qualquer matriz pode ser decom-
posta em trés partes fundamentais: duas matrizes de rotacdo e uma matriz diagonal. A seguir, observe o
teorema que garante a sua existéncia.

Teorema 1 Seja A € M,;,,(R) uma matriz com posto r. Entdo existe uma matriz

Dysr 0r><(n—r)
O(m—r)xr 0(m—r)><(n—r)

Yinxn = ’
onde os elementos da diagonal principal da matriz D sdo os r valores singulares ndo-nulos de A, isto é,
O] > 0p > --- > 0, > 0. Mais ainda, existem matrizes ortogonais Uy xm, € Vyx, tais que A = uxvr. o
produto ULV é denominado uma Decomposicdo em Valores Singulares para a matriz A.

Além disso, existem resultados que possibilitam compactar os dados da matriz ao ignorar os menores
valores singulares. O primeiro resultado garante que “ Dada uma matriz A € M,,,(R) que possui exa-
tamente r valores singulares nao-nulos, isto é, 6y >0, > --->0,>0 e O,y =062 =:--=0, =0.
Entdo, o posto de A é r ”. Somado a isso, Trefethen (1997, p. 35) garante que “A € a soma de r matrizes
de posto 1, isto é, A =Y O'jujva- " e que “ Para algum v com 0 < v < r, definindo A, = ¥%_, Gjujva-,
se v=p = min{m,n} e 0,+;] =0, entdo ||[A —A,| = inf|[A — B||, onde B € C"*" e posto(B) < v ”.
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Utilizando esses resultados, € possivel garantir a melhor aproximag¢do da matriz utilizando os primeiros
v valores singulares, além de reduzir a dimens@o da matriz. Esse processo facilita a transmissdo de da-
dos via redes e a extracdo de informacdes relevantes. A seguir, de maneira prética, exploraremos uma
aplicacdo na compressdo de imagens.

Compressao de Imagens Digitais

Na compressdo de imagens, o foco é reduzir o armazenamento computacional das imagens, tornando-
as de mais facil transferéncia pelas redes. Nesse trabalho, através da SVD, abordaremos essa aplicagao
com imagens em tons de cinza (8 bits). Matricialmente, podemos representar essa imagem digital
como uma matriz A bidimensional (m x n) em que cada elemento da matriz representa o valor de in-
tensidade de um pixel especifico. Através da decomposi¢do SVD podemos descrever a matriz A como
A=Yi, GiuiviT. Considerando apenas os k primeiros valores singulares, teremos A = Zf;l GiuiviT. Além
disso, segundo Cao (2006), podemos avaliar a qualidade da compressao através de duas métricas: taxa de
compressao e erro quadratico médio (Mean Square Error - MSE). A taxa de compressdo Cg é dada por
ﬁ. Jé o erro quadratico médio é dado por MSE = % i1 Lyt (f(x,9) — fe(x,3))2
onde f(x,y) é o valor do pixel na imagem original e f,(x,y), o valor do pixel apés a compressdo. Note
que quanto menor for ndmero k, maior serd a taxa de compressdo Cg, ou seja, a imagem estard mais
distante de sua versdo original, basta observar que, consequentemente, o MSE serd maior. Ambas as
métricas medem a qualidade entre a imagem original e a compactada. Na Tabela 1 da préxima secio,
isso serd mais perceptivel.

Cr =

Conclusoes

Nesse estudo, notamos que a reducdo de dimensionalidade obtida ao descartar os valores singulares
menos significativos permite uma representagdo mais compacta da imagem, o que resulta em economia
de espaco de armazenamento e maior eficiéncia na transmissdo. As métricas de comparagao utilizadas
sdo uteis e mostram, de maneira eficiente, a propor¢@o dessa reducdo. Observe a Tabela 1 abaixo.

Tabela 1: Tabela de comparag@o das métricas.

Valores singulares | Cg MSE Armazenamento (bytes)
20 0.04 | 386.3451 701739
60 0.13 | 125.8883 781739
300 0.65 | 7.2076 1261739
500 1.08 | 0.5047 1661739
720 0.64 | 3.8094e-8 2101739
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Resumo: A excitagdo de duas frequéncias emergiu recentemente como um método eficiente para gerar forte
caotificacdo de sistemas dinamicos do tipo Duffing e Duffing com potenciais de poco tinico e duplo, tendo sido
um método proposto pelos autores. Neste trabalho demonstramos experimentalmente a caotificagdo da dindmica
de um circuito eletronico andlogo ao oscilador de Duffing com poco duplo.

Palavras-chave: Caos. Caos robusto. Dindmica nao-linear. Circuito eletronico.

Modelagem do circuito eletronico

Neste trabalho modelamos fisicamente o circuito andlogo ao oscilador de Duffing com pogo duplo
proposto por Tamaseviciute (2008). A equacdo de Duffing tem a forma geral

mi 4 cx —kx+ksx® = F(t). (1)

O circuito eletronico possui uma equacgao andloga a esta, apresentando o caracteristico potencial de pogo
duplo resultante do termo de for¢a ndo-linear —kx + k3x>. As varidveis fisicas escolhidas para analisar a
dindmica do circuito sdo a corrente no indutor (I ) e a tensdo no capacitor (V¢) e resultam no seguinte
sistema de equacoes

d )
LEIL = gVD(Vc)—Vc—RIL—g V(I),
d
CEVC - IL —ID(VC) . (2)

onde g =1+ R,/R; e ¢ = R;/R,. Com uma adequada mudanga de varidveis o sistema x = V¢,y =
pl,t=1t/VLC,Q=wvVLC,b=R'/p,ep =+/L/C obtemos o fluxo em termos das trés equagdes

==y ph)
% = F(x)—by+g'Afsin(z) +asin(z/r)] (3)
& _ g
dt ’
onde
F(x) = (g — 1)x—sign(x)glp(|x[)Rs3 . (4)

corresponde o potencial ndo-linear andlogo ao potencial de poco duplo do oscilador de Duffing. Nestas
equacdes R, R, R, e R3 denotam resisténcias do circuito e L e C o indutor e o capacitor do circuito RLC
série nele implementado.

Neste trabalho resolvemos numericamente o sistema de equacdes (3) considerando excita¢do tanto
por uma quanto por duas frequéncias, buscando encontrar as regides no espago de parametros relevante
onde obtivessemos uma dindmica cadtica. Também construimos o circuito e desenvolvemos um sistema
de medidas autimatizadas que permitiram obter resultados experimentais para compararmos com as pre-
visdes tedricas.
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Resultados

Na figura 1(a) temos uma comparacgfo entre os resultados experimentais e os tedricos para o caso de
excitacdo por uma frequéncia. Esta é a configuracdo normalmente encontrada na literatura. Na figura
1(b) temos uma comparacao entre os resultados experimentais e os tedricos para o caso de excitacao por
duas frequéncia com razdo r = 1.07 entre si. As subfiguras mostram a dindmica obtida variando-se a
frequéncia de excitacdo f e sua amplitude , A.
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(a) Uma frequéncia (b) Duas frequéncias

Figura 1: Resultado experimentais que identificam em cores claras pontos com dinidmica caética e em cores
escuras aqueles com dindmica regular para os casos de excitagdo por uma (a) e duas frequéncias (b) com razio
r=1.07. Para cada subfigura em (a) e (b) resultados experimentais, (c) previsao tedrica do modelo e (d) pontos de
superposi¢do tedrico-experimental.

Conclusoes

Na figura 1(a), observamos regides com caos misturadas com aquelas com regularidade. Esta situagao
torna dificil usar o circuito como uma fonte de sinais cadticos. Vemos, também, que hd boa concordancia
entre os resultados experimentais e as expectativas tedricas. Por sua vez, na figura 1(b) pode-se ver que se
obteve uma grande regido praticamente continua com caos. Assim, fica demonstrada experimentalmente
a eficacia do método de excitacdo por duas frequéncias como um novo método de caotificacdo, como
previsto inicialmente por Gusso et al. (2019). A boa concordéncia entre teoria e experimento também
neste caso mostra que o modelo tedrico foi suficientemente preciso e realista.
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Resumo: O objetivo deste trabalho é desenvolver um software que encontre, de forma Gtima, os pardmetros
da curva de polarizacido que se ajustem aos dados observados. Para isso, é resolvido um problema de minimos
quadrados nio linear com auxilio de um algoritmo genético (AG) e do método da regido de confianca (MRC).

Palavras-chave: Algoritmo Genético. Otimizacdo ndo linear. Problemas de corrosdo.

Introducao

No que tange o problema da corrosdo, uma equacdo muito utilizada nesse caso é a equagdo de
Wagner-Traud (WOLYNEC, 2003, p.94), a qual busca ajustar as curvas de polarizagcdo e é dada por

)

= enp(ZAE) (23058 ))

b, b,

onde Al € a diferenca entre a corrente de polarizacao anddica e catddica, I* € a corrente de corrosao,
AE ¢ a diferenca de potencial e b, e b, sdo os declives de Tafel anddico e catddico, respectivamente. Para
encontrar esses pardmetros € necessario o auxilio de métodos numéricos para solucionar um problema de
minimos quadrados ndo linear. Neste trabalho, um AG € inicialmente utilizado para resolver tal problema
de minimos quadrados, de forma a explorar o espaco de busca. Em seguida, o resultado que o AG obtém
serve como chute inicial para o0 método deterministico MRC, a fim de buscar um ajuste mais preciso,
objetivando a convergéncia para o 6timo global. O software estd em fase de desenvolvimento, sendo
implementado em Python. O algoritmo genético foi implementado a partir do apresentando por Linden
(2008) e para MRC foi utilizado a biblioteca Scipy. Para as telas foi utilizada a biblioteca PyQT, sendo
ilustradas nas Figuras 1 e 2.
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Figura 1: A tela inicial com dos dados de potencial e densidade de corrente (a esquerda) e a tela de resultados,
com os parametros de ajuste encontrados (a direita).

AE> Q=B

Polarizacao

i(mi_A)

Figura 2: A tela de grafico com a curva de polarizacéo ajustada.

Conclusoes

Apesar do software ainda se encontrar em fase de desenvolvimento e aprimoramentos, 0s primeiros
testes se mostraram promissores na busca da elabora¢do de uma ferramenta computacional que possa ser
util para estudantes e pesquisadores que trabalham com problemas relacionados a corrosao.
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Resumo: O processo de difusdo de hidrogénio é uma questdo crucial relacionada a fragilizagéo por hidrogénio.
E bem conhecido que o hidrogénio degrada as propriedades do ferro e agos. A presenca de intersticios na
estrutura clbica de corpo centrado (CCC) do ferro influencia significativamente a difusividade de H, portanto, é
um aspecto importante do problema na fragilizacdo por hidrogénio (DIAZ; ALEGRE; CUESTA, 2016). Os
efeitos causados pela difusdo do hidrogénio nas propriedades dos materiais estdo bem documentados, mas nao
sdo bem compreendidos. Uma investigacdo experimental além de mais dispendiosa teria algumas limitages do
ponto de vista pratico, como por exemplo o acompanhamento do caminho de difusdo dos atomos (ITAKURA;
MIYAUCHI; MURASE; YAKABE et al., 2021). Os modelos de difusdo predizem que estruturas ctbicas de
corpo centrado (CCC) sdo propensas ao enfraquecimento. Os &tomos de hidrogénio podem saltar de um sitio
intersticial para outro vago vizinho e podem se difundir dessa maneira por grandes distancias através do metal.
Desta forma, é de suma importancia adquirir um conhecimento do mecanismo de difusdo de atomos em
pequenos aglomerados metélicos para compreender o fendmeno mais detalhadamente, por esta razdo
investigacdes sdo realizadas em escalas atbmicas sobre estado eletronico de menor energia (BODA; ALI, 2022).
Os calculos da teoria do funcional de densidade (TFD) tém se apresentado como um método eficiente para o
estudo das propriedades geométricas e eletrénicas, sendo uma das vantagens a facilidade que esse método
permite de se explorar as propriedades dos materiais em nivel atbmico/molecular. Neste trabalho, cdlculos TFD
foram realizados em um pequeno aglomerado de ferro, com o intuito de investigar o comportamento da difuséo
de hidrogénio. Os célculos foram realizados utilizando o funcional BPW91 e o conjunto de bases Lanl2dz para o
atomo de ferro e 6-311+G(d,p) para o &tomo de hidrogénio. O atomo de hidrogénio deslocou-se no aglomerado
de ferro do intersticio octaédrico inicial para o intersticio tetraédrico localizado no centro da aresta da célula. Foi
observado que a célula permanece com a mesma geometria (quatro atomos de Fe) em torno de H, porém ocorreu
um alongamento na distancia Fe-Fe, cerca de 0,06 A quando H esta presente no sitio tetraédrico. Isso demonstra
gue H se encaixa bem no intersticio tetraédrico. Essa distor¢éo esta em concordancia com dados da literatura
(JIANG; CARTER, 2004). A variagdo de entalpia para a difusdo calculada entre os intersticios octaedrico e
tetraédrico foi de 2,18 eV (50,2 Kcal/mol). A utilizacdo do método TFD comprovou ser possivel a simulacéo da
difusdo em pequenos aglomerados de ferro e mostrou ser viavel em velocidade computacional quando
comparado a métodos mais sofisticados.

Palavras-chave: TFD. Difusdo. Hidrogénio. Aglomerado de ferro.
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Introducéao

A Lei n° 11.274 de 6 de fevereiro de 2006 institui a matricula obrigatéria, gratuita em
escolas publicas, a partir dos 6 anos de idade, assegurando tempo prolongado de permanéncia
escolar aos estudantes através dos nove anos do ensino fundamental. Baseado nisso, o Plano
Nacional de Educagdo de 2014, que estabelece metas e estratégias para politicas educacionais até
o ano de 2024, objetiva a universalizacdo do ensino fundamental e sua conclusdo na idade
recomendada (14 anos) para, pelo menos, 95% dos alunos. E também meta do PNE “fomentar a
qualidade da educacdo basica em todas as etapas e modalidades, com melhoria do fluxo escolar
e da aprendizagem” (Lei 13.005/2014). Uma das estratégias mencionadas é que, em seu ultimo
ano de vigéncia, os estudantes de ensino fundamental e médio tenham alcancado nivel suficiente
de aprendizado, e pelo menos 80% tenham alcancado um nivel desejavel. Outra medida
governamental, visando a universalizagdo da renda basica de cidadania, o Programa Bolsa
Familia, requer o cumprimento da frequéncia escolar minima de 75% para beneficiarios de 6 a 18
anos de idade incompletos que ndo tenham concluido a educagdo basica. Para o cumprimento das
metas educacionais ndo basta, portanto, que se garanta nimeros inflados de matriculas sem que
esses alunos se mantenham na escola com bom aproveitamento.

H4 numerosa literatura voltada aos pardmetros externos ao ambiente escolar que
influenciam a frequéncia estudantil por perspectivas econdmicos, sociais, étnicos, entre outros.
No entanto, existem agdes internas, passiveis de implementacao pela gestdo escolar, que podem
tornar a escola mais convidativa, incentivando a participagao estudantil de forma regular. Aqui
apresentaremos um estudo da relagdo observada entre o quadro de horarios semanal e a presenca
dos alunos em sala, visando apontar melhoramentos que poderiam influenciar positivamente a
taxa de frequéncia estudantil.

Metodologia e resultados

O estudo parte do questionamento da existéncia de disciplinas com pesos positivos ou
negativos a frequéncia estudantil, afetando a taxa de frequéncia ao longo da semana. Para
estabelecer essas conexdes, foi feito o levantamento dos dados de 42 turmas ao longo do ano de
2022 de uma escola estadual, contando com turmas de diferentes turnos e niveis, do Ensino
Fundamental 11, Ensino Médio e NEJA. Os dados coletados foram: frequéncia por turma, quadro
de horarios e alocacdo de professores nas disciplinas. Em cima dos dados de frequéncia atrelados
aos dias da semana, foi realizada uma andlise exploratdria e, em seguida, utilizada a analise de
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varidncia de 1-fator (ANOVA) que, utilizando o teste F, avalia se dentre os dias da semana ha
igualdade das médias de frequéncia. Para complementar essa andlise, foi acrescentado o teste de
Tukey para avaliar a existéncia ou inexisténcia de correlagfes entre a frequéncia estudantil e os
quadros de horarios formulados para as turmas. Mais detalhes sobre ANOVA podem ser
encontrados em Bussab e Morettin (2011).

Os resultados das analises de varidncia apontaram para a sexta-feira comumente
relacionada a queda significativa da frequéncia estudantil. No Ensino Médio, observou-se que
77% das turmas apresentava a menor média de frequéncia as sextas e 71% apresentava a maior
média as tercas. InvestigacOGes acerca dos problemas relacionados a sexta-feira apontaram a
alocacdo preferencial de disciplinas eletivas, disciplinas sem professores e tempos vagos. Ja as
tercas-feiras concentravam mais tempos de aula de matematica e lingua portuguesa. Além disso,
no Ensino Fundamental Il pouco se difere: 83% das maiores médias de frequéncia observadas
encontravam-se entre as tercas e quartas, enquanto 89% das menores médias de frequéncia
continuavam relacionadas as sextas-feiras. Matematica continuava predominantemente
relacionada aos dias de maior frequéncia, enquanto as sextas concentravam arte, ciéncias e lingua
portuguesa. Ja para 0 NEJA, cujo dia relacionado as maiores médias de frequéncia foram em 63%
das turmas as tercas, focadas em matematica e lingua portuguesa, e dia relacionado as menores
médias foram em 88% das turmas as sextas, concentrando disciplinas de biologia e arte.

De uma maneira geral, 84% das turmas apresentaram menor frequéncia as sextas-feiras.
Essas escolhas ao se organizar o quadro de horarios estudantil podem ter impactado diretamente
a escolha dos estudantes de se ausentar as sextas, implicando em possiveis faltas desnecessérias
que prejudicam as matérias que foram dadas nesses dias.

Conclusao

Considerando o interesse de se manter 0 engajamento estudantil constante, ndo somente
para que as normas nacionais que requerem altas taxas de frequéncia estudantil sejam cumpridas,
mas também buscando o sucesso escolar de todos os estudantes, deve-se agir para corrigir a
distribuicao desigual das médias de frequéncia ao longo da semana. Sabendo que a alocagao das
disciplinas e tempos vagos afeta a decisdo estudantil de frequentar ou ndo a escola em um
determinado dia, essa pesquisa abre precedentes para a criagdo de um conjunto de agbes de
controle que podem ser incorporadas a modelagem do quadro de horarios das turmas.
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Resumo: A avaliacio do consumo de energia elétrica desempenha um papel crucial no planejamento energético
do Brasil. Nesse contexto, € relevante enfatizar que o setor industrial assume a posi¢ao de lideranca como o maior
consumidor de energia no pais, sendo a regido Sudeste aquela com a maior demanda. Neste estudo, foi investi-
gado o modelo de amortecimento exponencial para prever o consumo de energia com base em séries temporais.
Utilizam-se técnicas de erro para avaliar a precisdo desse modelo e, em seguida, sdo comparados com o modelo
ingénuo sazonal, onde o modelo de amortecimento exponencial apresenta maior precisdo nas suas previsdes, com-
parado ao modelo ingénuo sazonal.

Palavras-chave: Energia Elétrica. Modelos. Séries Temporais.

Introducao

O consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro tem sido investigado nos dltimos anos
devido principalmente pela eficiéncia energética, para o desenvolvimento do setor e para o planejamento
do sistema elétrico [1]. O setor industrial da regido sudeste foi responsavel por aproximadamente 52,3%
do consumo de energia elétrica em 2022 [2]. Assim, as projecdes do consumo de energia elétrica sao
informacdes importantes para o planejamento de setores da inddstria brasileira.

O objetivo deste trabalho € aplicar os modelos de amortecimento exponencial aos dados de consumo
de energia elétrica do setor industrial na regido sudeste do Brasil. Desta forma, o interesse é obter
um modelo de amortecimento exponencial que melhor se ajuste aos dados e que tenha uma melhor
capacidade preditiva.

Metodologia

Neste trabalho, foram utilizados os dados mensais do consumo de energia elétrica do setor industrial
brasileiro na regiao sudeste, considerando o periodo de janeiro de 2004 até dezembro de 2022. Os dados
foram obtidos no sitio eletronico da Empresa de Pesquisa Energética (EPE).

O modelo de amortecimento exponencial foi obtido através da funcdo ETS do pacote R forecast [3],
o qual seleciona o melhor dos modelos de amortecimento exponencial que se ajusta aos dados. Como
os dados utilizados no trabalho tem tendéncia e sazonalidade, o modelo que melhor se ajusta aos dados
€ o modelo de Holt-Winters [4], e para avaliar a capacidade preditiva do modelo de amortecimento
exponencial foi comparado ao modelo ingénuo sazonal utilizando a métrica do erro médio absoluto
percentual (MAPE). Os modelos foram comparados usando diferentes conjuntos de treino (ajuste) e
teste (previsdo). Assim, o primeiro perfodo considerou o conjunto de treinamento entre 2004 e 2018, e o
periodo de teste sendo os meses do ano de 2019; segundo periodo considera o conjunto de treinamento
entre 2004 e 2019, e o conjunto de teste sendo os meses do ano de 2020; o terceiro periodo de treinamento
entre 2004 e 2020, e o conjunto de teste sendo os meses do ano de 2021; dltimo periodo (ou periodo 4)
sendo o conjunto de treino entre 2004 e 2021, e o conjunto de teste sendo os meses do ano de 2022.

As andlises estatisticas foram realizadas através do programa R [5].
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Resultados

A figura 1(a) apresenta o ajuste dos modelos de amortecimento e o ingénuo sazonal aos dados de
consumo de energia elétrica das industrias da regido sudeste entre 2004 e 2021. Pode-se observar nesta
figura que o modelo de amortecimento exponencial conseguiu capturar a trajetéria do consumo de energia
elétrica durante a crise econdmica de 2009 e a pandemia do COVID-19 em 2020. A figura 1(b) mostra a

previsdo mensal para o ano de 2022.
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Figura 1: (a) Ajuste dos modelos aos dados observados. (b) Previsdo dos modelos considerados no

estudo.

Fonte: Préprio autor.

A tabela 1 mostra o MAPE para cada periodo do conjunto de treino e teste, e a média entre os
periodos considerados. Os resultados apresentados nesta tabela indicam que o modelo de amortecimento

T
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T T T T T T T T T T T T
2022-01 2022-03 2022-05 2022-07 2022-09 2022-11

Tempo

exponencial tem uma melhor capacidade preditiva, com um MAPE médio inferior a 4%.

Tabela 1: Comparagio entre os modelos de amortecimento exponencial e o ingénuo sazonal.

Periodo Métricas Periodo 1 Periodo2 Periodo3 Periodo4 Média
Treino  MAPE(AE¥) 1.629 1.703 1.924 1.919 1.794
MAPE(Ingénuo) 4.625 4.551 4.708 4.989 4718
Teste MAPE(AE*) 2.576 7.083 2.692 2.308 3.665
MAPE(Ingénuo) 3514 7.096 0.487 2.173 5.567

* AE - Amortecimento Exponencial.

Fonte: Préprio autor.
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Resumo: Neste trabalho estamos interessados no aprendizado supervisionado e na fundamentaco desse método
através do principio da minimizagdo do risco empirico (MRE). Este principio serd utilizado como ferramenta para
garantir a consisténcia de um algoritmo de aprendizado sob condi¢des especificas. Por fim, vamos aplicar esses
conceitos fundamentalmente tedricos no caso pratico de um algoritmo de classificac@o do tipo perceptron e, assim,
estudar como sua complexidade pode determinar sua capacidade de aprendizado e eficiéncia.

Palavras-chave: Aprendizado Supervisionado. Perceptron. Dimensdo VC. Generalizacio.

Introducao

No estudo de aprendizado supervisionado denotamos por X,Y, e Py y respectivamente, o espaco de
entrada, o espago de saida e uma distribui¢do de probabilidade conjunta em X x Y.

Seja Z, = {(x1,y1),--.,(xn,y»)} uma amostra aleatéria independente e identicamente distribuida
(i.i.d.) de Py e (X,Y) um par de varidveis aleatdrias distribuidas de acordo com Py y.

Considerando que Py y deve ser fixa e desconhecida, o objetivo do algoritmo de aprendizado € se-
lecionar, dentro de uma classe de fungdes, chamada de classe de hipéteses 77 C .%(X,Y)!, o melhor
classificador # : X — Y tal que h(X) seja uma boa aproximagdo de ¥ (SHALEV-SHWARTZ e BEN-
DAVID, 2014).

Para medir o desempenho de um preditor / : X — Y precisamos da definicao de funcdo de perda, que
é dada por uma fungdo ¢ : % x % — R, tal que £(y;,h(x;)) mede o quanto h(x;) dista de y; para cada
par (x;,y;) € X x Y.

Principio de minimizacao do risco empirico

O risco verdadeiro representa em média o quanto uma fungdo h € J# erra com relagdo a Y, pela
funcdo de perda ¢, e € definido por

R(h) := Ex y [((Y, h(X))]. (D

Definimos o melhor classificador da classe e denotamos por 2* a fungdo h € 7 que minimiza o risco

verdadeiro, ou seja, h* = argmin R(h) = argmin E[¢(Y,h(X))]. (2)
het heA

O risco empirico ¢ dado por R, (h) = 1 ¥, ¢(y;, h(x;)). Assim, o principio de minimizagdo do risco

empirico (MRE) consiste em escolher a fungao que minimiza o risco empirico, denotada por /,,, isto é,

!Definimos .% (X, Y) como o espaco de todas as fungdes f: X — Y
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n

h, = argmin R, (h) = argmin ! L(yi, h(x;)). 3)
hest hesr N2

Dado que o risco verdadeiro é desconhecido, precisamos achar uma forma de garantir que a funcdo ,

€ de fato uma boa aproximacdo do melhor classificador da classe A*. Portanto, definimos o conceito

de generaliza¢do por uma fungéo G(h) que quantifica a distancia entre o risco empirico de uma fungio

h € S para o seu risco verdadeiro.

Mostraremos que, sob certas condi¢cdes sobre .77, a probabilidade de se ter uma ma generalizacdo
(com G(h) = |R,(h) — R(h)| > &) estd cotada por um valor § tdo pequeno quanto desejarmos, dada uma
amostra de dados %, i.i.d suficientemente grande. Diremos que o principio de MRE ¢ consistente com
relagdo a classe J7 se P(R(h) — R(F)| > €) < &, @
para todo n > ny.

Diz-se que uma amostra ¥, é fragmentada por .77, caso as fung¢des de classificagdo em 7 produzam
todas as possiveis classificagdes distintas em Z,. Quando isso ocorre, dizemos que o coeficiente de
fragmentagdo, denotado por A (7, Z,), tem um crescimento exponencial, ver (PONTI e DE MELO,
2018).

Definimos a dimensdo Vapnik-Chervonenkis (ou dimensdo VC) como o tamanho méaximo, isto é
nimero méximo de elementos n’ tal que existe uma amostra &,y fragmentavel por .7#. Veremos que na
equacdo (4) acimang =n' .

Da cota de Chernoff, conseguimos estabelecer a seguinte cota em fungdo do coeficiente de fragmentagdo
para a probabilidade do pior caso de generalizagc@o para classes de hipdteses com infinitas funcdes.

2
P < sup [R,(h) —R(h)| > 8) < 2N (S ,2n)exp (—n8>. 3)
heAt’ 4

Afirmamos que o pior caso de generalizacdo é de fato cota superior para a equacio (4), ou seja, podemos
substituir & pelo lado direito da desigualdade na equacéo (5) acima.

Ao estudar o algoritmo de classificag@o bindria perceptron, no qual a dimensdo do espago dos dados
de entrada é d = 2. Pode-se mostrar que a dimensdao VC de qualquer classe de hipdteses 7, cujas
fungbes h € 7 sdo hiper-planos lineares d — 1 dimensionais, é igual a d + 1 (PONTI ¢ DE MELO, 2018,
p-120).

Outro resultado importante obtido consiste em uma maneira de se calcular o coeficiente de fragmentacao
do perceptron, através da seguinte expressao

n
N (A 2m)=2"—2 Y <”_,1>. 6)
i=d+1 \ !

Em particular, para o perceptron considerando d = 2 temos A" (J#,2n) =n> —n+2 .
Conclusoes

Concluimos assim que para garantir a consisténcia de um algoritmo € preciso avaliar sua complexi-
dade, a partir do estudo de sua dimensao VC e do coeficiente de fragmentagdo. De modo que podemos
fixar a precisdo, dada por &, e a taxa de assertividade, dada por 8, conforme desejarmos e descobrir a
quantidade minima de dados necessarios para viabilizar o aprendizado.
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Resumo: O consumo de energia elétrica no setor industrial brasileiro vem sendo investigado ao longo dos tltimos
anos. Esse interesse estd relacionado com o desenvolvimento do setor, politicas de planejamento energético e
eficiéncia energética. Desta forma, os modelos de previsdes sdo importantes para tomadas de decisdes. O objetivo
deste trabalho é comparar diferentes modelos de previsdo aplicado aos dados mensais do consumo de energia
elétrica do setor industrial no estado de Sdo Paulo. Foram utilizados os modelos de Redes Neurais Autorregressivas
(NNAR), Perceptron Multicamadas (MLP) e o modelo SARIMA. Através das Métricas de erro utilizadas, o modelo
SARIMA apresentou melhor resultado no periodo analisado.

Palavras-chave: Séries Temporais. Redes Neurais. Setor Industrial.

Introducao

Nos ultimos anos t€m-se investigado as projecdes do consumo de energia elétrica em setores da
industria do Brasil (SILVA et al., 2018, p. 1107). Esse interesse estd relacionado com o desenvolvimento
do setor, politicas de planejamento e eficiéncia energética. Assim, os modelos de previsdo podem con-
tribuir para anélise do consumo de energia elétrica.

O objetivo deste trabalho é avaliar a capacidade preditiva dos modelos NNAR (HYNDMAN e
ATHANASOPULOS, 2018) e MLP (HAYKIN, 2009) aplicados aos dados mensais do consumo de ener-
gia elétrica do setor industrial no estado de Sao Paulo.

Para avaliar o desempenho de previsao dos modelos NNAR e MLP comparou-se os resultados com
modelo SARIMA (BOX et al., 2018).

Metodologia

Neste trabalho foram utilizados os dados mensais do consumo de energia elétrica do setor industrial
no estado de Sdo Paulo do ano de 2004 até o ano de 2022, disponiveis no sitio eletrdnico da Empresa de
Pesquisa Energética (EPE, 2023). A Tabela 1 mostra como foram divididos os dados para ajustes, testes
e avaliacdo dos modelos.

Tabela 1: Divisédo dos dados entre ajuste e teste.
Ajuste Teste
Periodo 1 | 2004 até 2019 | 2020
Periodo 2 | 2004 até 2020 | 2021
Periodo 3 | 2004 até 2021 | 2022

Para avaliarmos a capacidade preditiva dos modelos NNAR, MLP e SARIMA utilizou-se a raiz do
erro quadrético médio (RMSE) e o erro médio absoluto percentual (MAPE).
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Resultados e discussao

Neste trabalho, foram ajustados os modelos MLP com 12 nés de entrada e 2 camadas ocultas com 10
nés cada, o modelo NNAR(1,1,2);, e o modelo SARIMA(1,0,1) x (1,1,1);2 nos 3 periodos de ajustes
e testes.

—— Série Original
4.75 x 108 MLP

—— SARIMA
—&— NNAR

Consumo de energia (MWh)

2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Ano

Figura 1: Série original seguida das previsdes dos modelos.

Tabela 2: Comparagéo entre a capacidade preditiva dos modelos MLP, NNAR(1,1,2)1, e SARIMA(1,0,1) x
(1,1,1)7 através das métricas MAPE ¢ RMSE.

Métrica | Modelo | Periodo1 | Periodo 2 | Periodo 3 Média
MAPE MLP 8,80% 7,43% 7,14% 7,8%
NNAR 8,51% 10,1% 2,31% 6,98%
SARIMA 7,71% 3,73% 2,97% 4,81%
RMSE MLP 499.907,77 | 334.282,55 | 318.491,65 | 384.227,33
NNAR | 406.023,81 | 458.765,33 | 112.831,47 | 325.873,54
SARIMA | 355.713,29 | 206.438,21 | 159.642,23 | 240.597,91

Pelos resultados apresentados na Tabela 2, verificou-se que o modelo SARIMA apresentou uma
melhor capacidade preditiva em relacdo aos modelos MLP e NNAR.
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Resumo: Neste trabalho primeiramente estudamos como um computador pode ser utilizado para gerar nimeros
aleatdrios, mais precisamente, nimeros pseudoaleatérios. Em seguida, estudamos como esses nimeros podem
ser utilizados para gerar os valores de varidveis aleatérias de distribuicdes arbitrdrias. Esse conhecimento permite
realizar simulagdes de modelos estocdsticos ao longo tempo, tendo portanto intimeras aplicacdes.

Palavras-chave: Geracdo de Varidveis Aleatdrias. Processos Estocdsticos. Simulag@o.

Introducao

Para o estudo de simulagdo uma das tarefas necessdrias é a habilidade de gerar ndmeros aleatdrios.
O objetivo deste trabalho € o estudo de geracdo de varidveis aleatdrias discretas e continuas e, por esse
motivo, primeiro precisamos entender o conceito de nimeros aleatdrios e pseudoaleatorios.

O conhecimento do processo de geracdo de varidveis aleatdrias € um dos primeiros passos para
simular modelos probabilisticos. Algumas aplicagdes podem ser feitas a partir da aproximacgdo desses
modelos por simulagdo de eventos discretos e incluem simulagdo de filas com um udnico servidor ou
varios servidores em série ou em paralelo, controle de estoque de lojas, andlise de risco de uma empresa
de seguros, dentre outros, conforme Paula, 2014.

Numeros Aleatorios e Pseudoaleatorios

Niumeros aleatdrios representam o valor de uma varidvel aleatéria com distribuicao uniforme [0,1],
isto é, um nimero gerado conforme a funcdo densidade f(x) =1 sex € [0,1] e f(x) = 0 caso contrério.

Ja os ndmeros pseudoaleatdrios formam uma sequéncia de valores que tentam simular uma sequéncia
de realizagdes independentes de uma distribuicdo uniforme [0,1]. Sdo gerados por algoritmos deter-
ministicos, como o Método Congruente Multiplicativo, a partir de uma semente e seguem um padrdo
previsivel. Apesar dos nimeros gerados por algoritmos pseudoaleatdrios parecerem aleatérios em curtos
periodos, eles, em algum momento, irdo repetir o mesmo ciclo de valores, conforme Ross (2012).

E importante notar que a partir de uma varigvel aleatéria U com distribui¢io uniforme [0,1] pode-se
simular o valor de qualquer varidvel aleatéria X, discreta ou continua, como serd feito na préxima se¢ao.

Método da transformada inversa

Para simular o valor de uma varidvel aleatéria discreta X, com funcio de probabilidade definida por

P(X =x;)=pj,j>0e ) pj=1,
J
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gere um numero aleatério U e considere:

X0, se U<pg

X X1, se po < U<po+ pi

xj, se Y1) pi <U<YL o pie
Como U tem distribui¢do uniforme [0,1], temos P(a < U<b) = b —a, com 0<a<b<1. Logo, obte-
mos P(X =x;) =P (Z{;Ol pi<U< Z{:o p,-) = pj. Ou seja, X terd distribui¢do desejada.

Por outro lado, para simular uma variavel aleatéria continua com funcio de distribuicdo acumulada
F, utilizamos o resultado seguinte.

Teorema 1 Seja U com distribuicdo uniforme [0,1]. Para qualquer funcdo de distribuicdo acumulada
F de uma varidvel aleatdria continua, temos que X definida por X = F~(U) tem distribuicéo F.

Técnica da aceitacao-rejeicao

Se conhecemos o processo de geragdo de uma varidvel aleatéria com fungdo de probabilidade defi-
nida por {g;,j > 0}, podemos utilizd-la como base para simular uma varidvel aleatéria com fungao de
probabilidade {p;, j > 0}.

Considere ¢ uma constante tal que % < ¢ para todo j > 0, com p;>0. Para simular uma variavel
aleatoria X com fungdo de probabilidade p;, simule um valor de Y com fungdo de probabilidade g;, em
seguida gere um nimero aleatério U. Por fim, se U <%, faca X =Y. Caso contrario, retorne ao primeiro
passo. Essa técnica é justificada pelo seguinte teorema.

Teorema 2 O algoritmo da aceitacdo-rejeicdo gera uma varidvel aleatéria X com fungdo de probabili-
dade definida por P(X =xj) = pj, j >0, a partir de uma varidvel aleatéria com fungdo de probabilidade
dada por {q, j > 0}. Além disso, o mimero de iteragées do algoritmo necessdrias para obter X é uma
varidvel aleatoria geométrica com média c.

Analogamente, o mesmo processo pode ser utilizado para gerar varidveis aleatorias continuas.

Conclusoes

Nesse trabalho mostramos como podemos gerar nimeros aleatdrios (mais especificamente, niimeros
pseudoaleatérios) e como, utilizando-os, podemos simular varidveis aleatdrias discretas e continuas. Em
particular, podemos gerar uma varidvel aleatéria geométrica, de Poisson, exponencial ou uma sequéncia
de varidveis aleatérias Bernoulli. Com isso, podemos simular diversos modelos probabilisticos.

Referéncias

PAULA, R. R. Método de Monte Carlo e Aplicacoes. 2014. 81f. Trabalho de Conclusio de Curso —
Instituto de Ciéncias Exatas, UFF, Volta Redonda, 2014.
ROSS, S.M. Simulation.5.ed.Berkeley: Elsevier Academic Press, 2012.



Trabalho apresentado no ERMAC, Volta Redonda — RJ, 2023.

MODELOS DE PREVISAO DO CONSUMO DE ENERGIA DO SETOR
INDUSTRIAL DE ALIMENTOS E BEBIDAS DO BRASIL

Lucas Camaz Ferreira
UFRRJ - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
camazlucas @ gmail.com

Felipe Leite Coelho da Silva
UFRR/J - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
felipeleite@ufrrj.br

Resumo: O estudo sobre o consumo de energia elétrica € essencial para o planejamento energético do pafs, neste
contexto, o setor industrial detém a lideranca em demanda de energia no Brasil e dentro deste setor a industria de
alimentos e bebidas IAB ¢ a segunda maior consumidora de energia. Neste trabalho sdo estudados trés modelos de
previsdo do consumo de energia utilizando séries temporais: O modelo SARIMA, o de Suavizacido Exponencial e
o modelo de Redes Neurais Autorregressivas utilizando métricas de erro para avaliar a acuricia de cada modelo.

Palavras-chave: Previsdo. Séries Temporais. Consumo de Energia

Introducao

O consumo de energia elétrica do setor industrial brasileiro vem sendo investigado devido a sua
importancia no desenvolvimento nacional em termos sociais ¢ econdmicos. Em 2021, a inddstria de
alimentos e bebidas (IAB) foi responsédvel por 13,1% do consumo de energia elétrica do setor industrial
(EPE, 2022). Assim, um estudo sobre os modelos de séries temporais € importante para investigar e
prever a demanda de energia elétrica, auxiliando no planejamento energético nacional.

Neste trabalho, serdo utilizados os modelos de amortecimento exponencial, o modelo de Box e Jen-
kins e o de Redes Neurais Autoregressivas para prever o consumo de energia elétrica da IAB.

Metodologia

Os dados de consumo de energia elétrica foram obtidos em sitio eletrdnico da empresa de pesquisa
energética (EPE), para o periodo de janeiro de 2015 até maio de 2022. Esses dados foram divididos em
dois conjuntos, um de treino e outro de teste. Para o conjunto treino foram utilizados os dados de janeiro
de 2015 até maio de 2021 e para o conjunto de teste de junho de 2021 até maio de 2022.

Para o modelo de previsdo de suavizagdo exponencial (SE) foi utilizado o método aditivo. Esse
modelo ¢é utilizado quando as variacdes sazonais sdo aproximadamente constantes ao longo da série.
Nesse método, a componente sazonal € representada em termos absolutos na escala das séries observadas
e na equacdo de nivel a série € ajustada sazonalmente subtraindo a componente sazonal (MORETTIN;
TOLOI, 2018).

Para o modelo de Box & Jenkins foi utilizado o modelo ARIMA Sazonal (SARIMA) para in-
corporar a componente de sazonalidade que estd presente nos dados, este modelo possui a estrutura
SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q),, com os parametros p,d e g indicando respectivamente as componentes
autoregressivas, diferenciacido e de médias moveis, enquanto que os parametros P,D e Q tem a mesma
representacdo porém na ordem sazonal, indicada por s.

Ja o modelo de Redes Neurais Autoregressivas (NNAR) busca modelar a relacdo entre um con-
junto de sinais de entrada e um sinal de saida. Sua estrutura NNAR(p, P,k), tem os pardmetros p e P
equivalentes aos passos de uma autoregressio, logo, comparando com o modelo SARIMA seria como
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um SARIMA(p,0,0) x (P,0,0),, com s também indicando a sazonalidade e o parametro k indicando o
ndmero de neur6énios na camada oculta.

Para avaliar a capacidade preditiva dos modelos aplicados foi utilizada a métrica do Erro Médio
Absoluto Percentual (MAPE).

Resultados e Conclusoes

A Figura 1(a) mostra o ajuste do modelo de suavizagdo exponencial(SE), do modelo SARIMA e do
modelo de Redes Neurais Autoregressivas (NNAR) aos dados de consumo de energia elétrica da industria

de alimentos e bebidas no Brasil. A previsdo do consumo de energia elétrica pode ser observada na Figura
1(b).
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Figura 1: Comparativo entre os tres modelos de series temporais

Pela Tabela 1 podemos observar que o modelo NNAR forneceu um melhor ajuste ao conjunto de
treino porém demonstrou a pior capacidade preditiva dentre os trés, enquanto que o modelo SARIMA
apesar de apresentar um ajuste pior demonstrou melhor capacidade preditiva.

Tabela 1: Métricas para o conjunto de treino e teste.
Modelo | SE | SARIMA | NNAR

Treino | 1.43 1.63 1.41
Teste 3.10 1.75 4.13
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O setor industrial brasileiro tem uma importincia para o crescimento econdmico de uma regido ou
estado. Um dos fatores que influenciam a instalagdo de um segmento da inddstria em uma regido ou
estado € o abastecimento de energia elétrica. Neste contexto, a andlise estatistica do consumo de energia
elétrica por estado brasileiro € importante para o planejamento energético e para o desenvolvimento do
setor.

Os dados de consumo de energia elétrica (MWh) do setor industrial utilizados neste trabalho foram
obtidos através do site Empresa de Pesquisa Energética (EPE). Foram utilizados os dados mensais de con-
sumo de energia elétrica por estado brasileiro, considerando o periodo de 2013 a 2022. Primeiramente,
foram obtidas as médias anuais e o desvio padrdo do consumo por estado e, seguida, uma classificagdo
para os estados. Além disso, serd utilizado os algoritmos de agrupamentos hierdrquicos.

Estados Média 2013 - 2022 | Estados Média 2013 - 2022 | Estados Média 2013 - 2022
Rondonia | 39582.18 Ceara 206382.63 Rio de Janeiro 707165.43

Acre 3411.15 Rio Grande do Norte | 104075.37 Sao Paulo 4131961.64
Amazonas | 142640.60 Paraiba 120064.20 Parand 1057438.82
Roraima 1931.38 Pernambuco 309260.62 Santa Catarina 860707.78

Pard 1005807.13 Alagoas 137625.96 Rio Grande do Sul | 832127.91

Amapd 5842.21 Sergipe 109487.88 Mato Grosso do Sul | 109487.63
Tocantins | 27333.72 Bahia 786377.59 Mato Grosso 179937.96
Maranhdo | 187619.48 Minas Gerais 2529911.40 Goias 454813.23

Piauf 19307.85 Espirito Santo 356919.52 Distrito Federal 52865.04

Tabela 1: Média do consumo de energia elétrica dos estados brasileiros para o periodo de 2013 a 2022.

Pela Tabela 1 pode-se observar que o estado de S@o Paulo é o maior consumidor de energia elétrica
no setor industrial. A Tabela 2 mostra o desvio padrao do consumo de energia elétrica entre os estados
brasileiros.

Estados Desvio Padrao | Estados Desvio Padrao | Estados Desvio Padrao
Rondo6nia | 4826.88 Ceara 13031.93 Rio de Janeiro 32812.30
Acre 592.51 Rio Grande do Norte | 3759.54 Sao Paulo 250027.75
Amazonas | 10021.50 Paraiba 2812.77 Parana 71431.96
Roraima 246.83 Pernambuco 13770.63 Santa Catarina 63492.43

Para 72948.82 Alagoas 41338.62 Rio Grande do Sul | 34823.61
Amapa 2437.88 Sergipe 17485.81 Mato Grosso do Sul | 14136.69
Tocantins | 3671.71 Bahia 46520.06 Mato Grosso 12309.18
Maranhao | 131740.01 Minas Gerais 141323.30 Goias 34335.13
Piaui 2792.28 Espirito Santo 42862.70 Distrito Federal 8900.26

Tabela 2: Desvio padrdo dos anos de 2013 a 2022 em relagdo a cada estado.

A Figura 1 mostra a média consumo de energia elétrica do setor industrial por estado brasileiro para
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o0 ano de 2020, sendo estado de Sao Paulo o maior consumidor de energia elétrica e o estado de Roraima
com 0 menor consumo.

Gréfico de Maximo e Minimo

NNNNNNN

EMeda2020 mMaxime EMinimo
Figura 1: Consumo médio de energia elétrica do o ano de 2020.

Neste estudo, serd utilizado os métodos de agrupamentos hierdrquicos para classificar os estados
brasileiros em relacdo ao consumo de energia elétrica. A andlise do consumo de energia elétrica nas
inddstrias em cada estado brasileiro ¢ importante para o planejamento energético do estado e por regido.
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Resumo: O aprendizado de méaquina, também conhecido como machine learning, é uma subérea da inteligéncia
artificial que busca desenvolver algoritmos e técnicas que permitam que os computadores aprendam e melhorem
seu desempenho em tarefas especificas sem serem explicitamente programados para fazé-lo. O aprendizado de
méquinas tem como uma das suas principais subdreas o aprendizado supervisionado. Neste trabalho iremos apre-
sentar dois problemas que encontramos nos algoritmos deste tipo de aprendizado, o subajuste e o superajuste, e
posteriormente entenderemos alguns fatores que podem evitar esse problema, melhorando assim o desempenho do
aprendizado.

Palavras-chave: Aprendizado de Maquinas. Aprendizado Supervisionado. Subajuste. Superajuste.

Introducao

No aprendizado supervisionado o algoritmo é treinado com um conjunto de dados rotulados, ou
seja, dados onde as respostas corretas sao conhecidas. Usamos X e Y para denotar o espaco de entrada
e o espaco de saida e Px y representa uma funcdo de distribui¢do de probabilidade em X x Y . Seja
(X,Y) um par de varidveis aleatdrias distribuidas de acordo com distribui¢do de probabilidade Px y e
D, = {(x1,y1),-, (X4, yn)} uma amostra aleatéria independente e identicamente distribuida (i.i.d) de
Px y. O objetivo do aprendizado supervisionado € encontrar um mapeamento 4 : X — Y baseado em D,
de modo que /(X) seja uma boa aproximacao de Y.

A ideia do aprendizado € a partir do conjunto de treinamento D, produzir uma boa predi¢do .
Normalmente, o algoritmo de aprendizado se resume em um espaco de fungdes H que chamamos de
espaco de hipéteses, contido no espaco de todas as fungdes que levam de X em Y denotado por .7 (X, Y).

Uma fung¢do de perda € um mapeamento £: Y x Y — R onde / € escolhido de acordo com o tipo de
aprendizado. Na classificacdo por exemplo, a fungdo de perda geralmente escolhida € £(y, p) = 1(y # p),
j4 em uma regressdo é o erro quadritico £(y, p) = (y — p)?. Para podermos mensurar a qualidade de
um algoritmo de aprendizado, usaremos o risco esperado e o risco empirico, onde o risco esperado é
definido utilizando o valor esperado da funcao de perda, dada por

R(h) =E(£(X,Y,h(X))) (D

e o risco empirico € calculado a partir de uma amostra aleatéria D,,, onde aplicamos a funcio de perda
em cada observacao e calculamos a média, da seguinte forma:

N

1
o 0(xi,yis h(x;)). (2

Remp(h) =

I
—_
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Além disso, para relacionarmos esses dois erros, usamos o conceito de generalizacao

G = |Remp(h) —R(h)|. 3)

1 Erro Aproximado e Erro Estimado

Seja h; o algoritmo de aprendizagem chamado de classificador. Ao escolher um classificador, a
principal consideragcdo deve ser a minimizacao do risco associado a classifica¢do incorreta. O melhor
classificador é o que apresenta o menor risco. Denotamos por /1 o melhor classificador em H, e i* o
melhor classificador no espago de todas as fungdes X em Y.

Sabendo disso podemos definir algumas medidas de erros. O erro estimado representa a diferenca
entre nossa solucio /; e o melhor classificador 1 € H. O erro aproximado representa a distancia de / ao
melhor classificador #* dado todo o espaco de fungdes 7 (X,Y), e o erro total é decomposto na soma
desses dois erros, dado por

R(hi) —R(h") = (R(h) = R(h*) + (R(h;) — R(h)). 4)

erro—aproximado erro—estimado

2 Superajuste e Subajuste

O superajuste ocorre quando um modelo de aprendizado de mdquina se ajusta excessivamente aos
dados de treinamento, capturando ruidos e detalhes irrelevantes, resultando em baixo desempenho em
novos dados. Isso pode levar a uma falta de generalizagdo, isto é, o modelo representa bem o conjunto
D, entretanto, em dados ndo vistos tem um grande erro. Para uma classe de hip6teses H grande, o erro
estimado € grande, mas o erro aproximado é pequeno.

O subajuste, por outro lado, acontece quando um modelo € muito simples para capturar a com-
plexidade dos dados de treinamento, resultando em um desempenho insatisfatério tanto nos dados de
treinamento quanto nos novos dados, levando também a um baixo poder de generalizacdo. Para uma
classe de hipéteses H pequena, o erro estimado € pequeno, mas o erro aproximado é grande.

O equilibrio entre esses extremos € crucial para desenvolver modelos que generalizem bem para
dados nio vistos, sendo importante escolher estruturas de modelos apropriadas, ajustar parametros e
utilizar conjuntos de dados adequados. Neste trabalho estudamos um exemplo de regressdo polinomial,
ajustando alguns polindmios com o intuito de entendermos na prética os problemas citados acima através
da anélise dos erros.

Conclusoes

Neste trabalho, fazemos uma introducio ao aprendizado supervisionado, definindo seus principais
conceitos, a decomposicao do erro total e apresentamos os problemas de superajuste e subajuste.

Por fim, analisamos como minimizar a ocorréncia desses problemas regulando a balanga entre erro
aproximado e erro estimado, vistos na decomposicdo do erro total, bem como isso implica diretamente
no tamanho da nossa classe de hipéteses H.
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Resumo: Os estudos quanto a sedimentagio sdo importantes e ainda bem explorados por contar com diferentes
situagdes e aplicacdes. No seguinte trabalho mostraremos os diferentes resultados obtidos no refinamento de malha
para o tempo de sedimentacdo, inicialmente estudando as caracteristicas do fluido BR-Mul, manuseado em pogos
de petrdleo, utilizando o método desenvolvido por Nessyahu-Tadmor e readaptado por Burguer para o problema
aqui discutido. Os resultados obtidos foram também comparados a outro trabalho.

Palavras-chave: Método Numérico. Sedimentagdo. Nessyahu-Tadmor.

Introducao

O fendmeno de sedimentagcao em fluidos viscosos ocorre em diversas areas, como citado em Silva et
al. (2015), contudo, neste trabalho, focamos nos fluidos viscoeldsticos utilizados na perfuragdo de pocos
de petréleo, descritos por Rocha (2018). A utilizagao desses fluidos nos pocos tem como caracteristicas
notdrias: (i) a retencdo das paredes durante a perfuracdo, (ii) o transporte de cascalhos e sua suspensdo
durante paradas, (iii) resfriar e lubrificar a coluna de perfuracdo e a broca e (iv) manter o poco aberto
até que o tubo de revestimento seja cimentado, anunciadas por BOURGOYNE et al. (1991). Porém, ha
particulas sélidas contidas nos fluidos e estes, por acao da gravidade, acabam se sedimentando no fundo,
dificultando as etapas de perfuracdo e mantimento da abertura dos pocos (NGUYEN et al., 2011).

O modelo de sedimentacdo € descrito por equacgdes diferenciais ndo-linear e, consequentemente, a
sua solugdo utilizando métodos implicitos eleva o custo computacional. Portanto, métodos explicitos
capazes de capturar ondas de choque sao importantes na solu¢do dos problemas (BURGER et al.,2017;
BURGER et al., 2000; BURGER et al., 2018; BURGER, KOZAKEVICIUS, 2007).

O objetivo deste trabalho € estudar o fendmeno utilizando diferentes métodos numéricos apropriados
para a equacao nao-linear descrita abaixo, em especial o método NT de Nessyahu-Tadmor (1990).

0& n d(&0y)
ot 0z

. K dp -l Psusp %8& %
S . e [ [ (o | S L1 S

Temos acima a equacao da continuidade (1) e a equacdo de movimento (2) da fase s6lida, validos para
odominio 0 <z<Lpe0 <t <ty onde Ly € a altura da suspensdo e ¢y o tempo final de sedimentacéo.
Tendo como condicdo inicial e condi¢des de contorno, respectivamente, as seguintes:

=0 (1)

ES(Z,I = 0) = &0 (3a)
qs =&vs(z=0,1) =0, ¢qs=¢&vs(z=Lo,t)=0 (3b)

As equacdes sdo baseadas na teoria de sedimentacdo de Kynch, onde & representa a concentragao
volumétrica, ps e p; sdo, respectivamente, a densidade do sélido e da fase liquida, v, € a velocidade de
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sedimentacdo e 7 tensdo do sélido. Além disso temos ¢, z, g € m, que representam o tempo, a posi¢do
axial da coluna de sedimentacdo, a aceleracdo da gravidade e a forga resistiva, respectivamente.

Além disso, temos as respectivas equacdes para a esfericidade da particula ¢, permeabilidade do
ambiente e o gradiente de pressao:

0 = —3,45¢> +5,25¢ — 1,41 (4)
gsm
KZKod,z;(?s -t 5)
dP,  PyesB 11
de, €2 exP[ B <ss emf>]’ ©)

onde d), ¢ o didmetro médio das particulas, Ky e 3 sdo pardmetros de ajuste, P; pressao nos sélidos e Py, s
€ a pressdo nos solidos na concentragdo de referéncia &, .

Conclusoes

Conforme as mudangas de malha os resultados se tornaram mais préximos aos esperados para esta
situacdo, assim como ocorreu na observacao de acordo com o tempo de simulagdo em cada malha.
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Resumo: Considerando que a gestdo racional dos recursos naturais e a prote¢io do meio ambiente sdo essenciais,
esse trabalho propde uma revisao de modelos discretos para a pesca de rendimento constante e a pesca de esforco
constante, com base nos modelos cldssicos da dinAmica populacional. Assim, pretende-se contribuir para o enten-
dimento dos impactos da pesca no equilibrio dos ecossistemas.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Modelos Discretos. Controle da Pesca. Dinamica Populacional.

Introducao

A pesca exerce um papel fundamental na economia, tanto no Brasil, quanto do mundo. Além de
garantir a seguranga alimentar, é também garantia de emprego e renda para diversas familias (OCE-
ANA, 2022). Evidenciando os tipos de pesca, tém-se: a pesca tradicional, que € praticada pelo pescador
autdbnomo desembarcado ou em pequenas embarcagdes, podendo ou ndo ter fins lucrativos; e a pesca
industrial, que € realizada em grande escala. Apesar de serem economicamente indispensdveis, ambas
apresentam riscos ao meio ambiente se forem feitas de forma desenfreada, ou sem a devida fiscalizacao.
Por exemplo, na pesca tradicional, caso ndo haja apoio de 6rgdos fiscalizadores, essa atividade pode
capturar espécies ameagadas de extingdo, ou até mesmo desrespeitar as restricdes de areas e periodos de
pesca proibidos, podendo causar a devastacdo de habitats inteiros. Ja, a pesca industrial, é a que mais
promove riscos ao meio ambiente. Os navios pesqueiros e os arrastdes das redes deixam um rastro de
polui¢do, podendo contaminar ecossistemas marinhos. Nesse contexto, destaca-se a importincia da mo-
delagem matematica para prever e analisar o impacto da exploracdo, podendo, inclusive, evitar eventuais
catdstrofes (BORGES et al., 2018). Esse trabalho propde uma revisdo de modelos discretos para a pesca
de rendimento constante e a pesca de esfor¢co constante.

Metodologia

Esse estudo considera a dindmica de uma tnica espécie, e nao leva em conta sua estrutura etiria e
sua distribui¢do espacial. Como variaveis discretas tém-se a populagdo N variavel no tempo, descrita
pela sucessdo Ni onde, k = 1,2,.... Assim, Nj representa o nivel da populagdo em idade reprodutora
(densidade de individuos ou biomassa da populacido) no ano, ou época reprodutora, ou geragcao k. Desta
forma, existe uma dependéncia funcional entre o nivel da populacdo N, no momento k, e o nivel Ny,
no momento k + 1, ou seja: Ny = f(Ni). A partir do entendimento dessa dindmica discreta, estuda-
se o modelo proposto por Thomas Malthus, que observa a razdo entre dois anos consecutivos de uma
populacdo, como sua razdo de reprodutibilidade Ry (COSTA, 2016). Dependendo dos fatores que podem
influenciar o crescimento ou decrescimento da populacdo, Ry > 1 indica que a populacido da geracdo
seguinte serd superior a da geragcdo presente, e se Ry < 1, a populacdo da geracdo presente serd superior
a da geracdo seguinte, e ainda se Ry = 1, o nivel da populag@o ndo ird se alterar de uma geracdo para a
seguinte. Estuda-se ainda o modelo logistico proposto por Verhust. A partir desses estudos, considera-se
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uma populacio onde a introducao de pesca, captura ou colheita, na geracdo k, resulta numa diminuicao da
populagdo em k+ 1. Ou seja, a dinAmica do sistema passa a ser regida pela relagdo: Ny = f(Ni) — Hy,
onde Hy € o nimero individuos na geracdo, ou época de pesca k, que sdo retirados do ecossistema pela
atividade pesqueira. O trabalho estuda hip6teses sobre a forma como os individuos sao pescados, ou seja,
de que modo H; depende de k. Descrever o comportamento de H; como fungdo de k, biologicamente
significa conhecer a quantidade pescada em cada geracdo, ou em cada instante de tempo discreto. A
proposta analisa duas formas de pesca. Na pesca de rendimento constante, retira-se do ecossistema uma
quantidade constante H > 0, independente do tempo, ou da época de pesca k, e de Nj. Assim,

Newt = (14+7)N, <1_Zz,k> n (1)

satisfaz o modelo logistico, onde C é a capacidade de suporte do meio, € r € a taxa de variacdo da
populacio. E evidente que tal estratégia pode ocasionar situacdes de ndo sustentabilidade se H for maior
que o rendimento maximo sustentdvel, ou para valores inferiores proximos deste. A pesca de esfor¢co
constante, ¢ uma prética que pode prevenir esse problema, que consiste em retirar do ecossistema, na
unidade de tempo, uma quantidade de populacio proporcional ao nivel populacional. Trata-se de consi-
derar um rendimento de pesca dado por Hy = E Ni, onde E = g, sendo & o esfor¢o de pesca, expresso
em unidades de “barco padrao”BP, e g € (0,1) a capturabilidade do recurso, medida em unidades de
BP~!'x t~!, uma quantidade que traduz a propor¢io da populacio capturada por um barco padrio em
cada unidade de tempo. Chama-se de esforco de pesca a quantidade E, assim tém-se a seguinte dinamica:

Nk+1:(1—f—r)NK <1—]2()—EN](. (2)

Consideracoes Finais

Os modelos discretos de pesca de esforco constante e pesca de rendimento constante sdo analisa-
dos sob diferentes cendrios, simulados através de uma implementacdo em Matlab. Assim, este trabalho,
executado como tema de Iniciacio Cientifica, contribui o estudo e planejamento da exploracdo dos re-
cursos naturais (pesca), indispensédvel ao desenvolvimento econdmico, considerando possiveis prejuizos
em func¢do da exploracdo excessiva e/ou desordenada desses recursos.
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