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Ezequiel Lopes Soares1∗; Matheus Jatkoske Lazo1

Carlos Alberto Vaz de Morais Junior2 ; Fábio Mallmann Zimmer3

Resumo: Este trabalho investiga efeitos magnéticos desordenados e frustrados em uma
rede quadrada 2x2 (4 sı́tios) utilizando o modelo 𝐽1 – 𝐽2 frustrado com campos aleatórios
locais de spins de Ising (RFIM). Os parâmetros 𝐽1 e 𝐽2 representam interações entre
sı́tios primeiros e segundos vizinhos. A frustração por interação ocorre quando 𝐽2 < 0
(antiparalelo) e 𝐽1 > 0 (paralelo), resultando em um sistema altamente degenerado sem
estado de energia mı́nima bem definido. Utilizando métodos de campo médio em
cluster, investigamos os efeitos dos campos aleatórios (ℎ0) e externos uniformes (ℎ𝑢)
nos parâmetros de ordem. Nossos resultados mostram que, para ℎ𝑢 = ℎ0 = 0, ocorrem
transições entre as fases antiferromagnética (AF) e paramagnética (PM) para g ≤ 0.5, e
entre as fases super antiferromagnética (SAF) e PM para g ≥ 0.5. Ajustando os campos ℎ𝑢

e ℎ0 a valores não nulos, identificamos uma rica termodinâmica, com tricriticalidade nas
transições AF/PM e SAF/PM, e magnetização induzida na presença de ℎ𝑢. Além disso,
observamos que ℎ0 suprime mais significativamente as fases AF e SAF do que ℎ𝑢. Na
região de máxima frustração (g = 0.5), a supressão de AF e SAF é ainda mais pronunciada,
e todas as transições são de primeira ordem. Platôs nas curvas de magnetização em
função de ℎ𝑢 são observados, sugerindo que ℎ0 pode desempenhar um papel importante
na formação de platôs adicionais de magnetização.
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1 Introdução
A pesquisa e análise dos fenômenos associados às fases magnéticas desempenham

um papel crucial em diversas áreas cientı́ficas e tecnológicas, especialmente na fı́sica
da matéria condensada (Binder e Young, 1986 e Psaroudaki e Panagopoulos, 2021).
Particular interesse acadêmico é posto na análise das ordens magnéticas na presença de
frustração e desordem mediada pelo modelo de Ising de campo aleatório (RFIM1), como
em certos materiais magnéticos (Duijn et al., 2004). É sugerido que o mecanismo de
frustração tem papel fundamental em diversos fenômenos magnéticos exóticos (Ramirez,
1994 e Ramirez, 2003). Nesse contexto, o estudo de modelos teóricos com frustração
e desordem a partir da implementação de modelagem computacional são fundamentais
para a compreensão desses fenômenos.

Um modelo conveniente para investigar efeitos de frustração e desordem é o modelo 𝐽1

– 𝐽2 frustrado, na presença de campos aleatórios em uma rede quadrada (Abalmasov e
Vugmeister, 2023). Nesse modelo, ilustrado na Figura 1, cada sı́tio na rede representa
um spin de Ising que pode assumir estados ±1 (↑ ou ↓). Os spins interagem entre si com
uma energia de interação 𝐽, sendo que 𝐽 > 0 representa uma interação paralela e 𝐽 < 0 uma
antiparalela. 𝐽1 e 𝐽2 representam interações entre sı́tios primeiros e segundos vizinhos,
respectivamente.

Figura 1: a) Esquema que ilustra os tipos de energia de interação, 𝐽, entre os sı́tios, em que
cada um destes representa um estado de spins de Ising, +1 ou −1. b) Ilustração de uma rede
de sı́tios magnéticos frustrados. Fonte: Os autores.

Uma caracterı́stica interessante desse modelo, exemplificada na Figura 1-b, é a chamada
frustração por interação (g = 𝐽2/|𝐽1 |), que ocorre quando 𝐽2 < 0 (antiparalelo, ↑↓ ou ↓↑)
em uma rede com interações 𝐽1 > 0 (paralelas, ↑↑ ou ↓↓). Nesse cenário, não é possı́vel
encontrar um único estado de spin que satisfaça simultaneamente todas as interações,
resultando em um sistema altamente degenerado, ou seja, sem um estado de menor energia
definido. Além disso, é possı́vel introduzir desordem no modelo por meio de campos
aleatórios locais RFIM nos sı́tios da rede de spins. Isso seria um paralelo à diluição de
impurezas em uma liga metálica (Ahrens et al., 2013).

O campo uniforme externo também é um elemento fundamental na modelagem, pois
aproxima o comportamento do sistema ao que é observado experimentalmente. Muitos
métodos de detecção de propriedades magnéticas, como a ressonância magnética e a

1Random Field Ising Model.
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magnetometria, requerem a aplicação de um campo externo para estimular as respostas
do material (Lundgren, Svedlindh, e Beckman, 1981 e Wosnitza, Zvyagin, e Zherlitsyn,
2016). Além disso, em materiais reais, a distribuição dos constituintes fundamentais não
é perfeitamente uniforme, o que pode gerar a influência de campos internos. Portanto,
a inclusão de um campo uniforme no modelo reflete melhor as condições reais, onde
há heterogeneidades que podem induzir efeitos semelhantes aos de um campo externo
aplicado.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo analisar computacionalmente o
comportamento de sistemas magneticamente frustrados na presença de RFIM e campo
uniforme externo em uma rede 2x2 (4 sı́tios). Para aproximar os resultados obtidos de
comportamentos macroscópicos, será utilizada a aproximação de campo médio em clusters.
Pretendemos identificar parâmetros de ordem na rede, que estão diretamente relacionados
a observáveis fı́sicos, como a magnetização média. Adicionalmente, buscaremos
identificar pontos crı́ticos de transição de fase e determinar grandezas termodinâmicas
relevantes, oferecendo uma compreensão mais aprofundada do comportamento da
frustração magnética associada a desordem por meio do RFIM.

2 Metodologia
A fim de realizar a modelagem computacional, uma rede infinita foi aproximada e

dividida em clusters (sub redes), conforme ilustrado na Figura 2. A rede intra-cluster
foi resolvida de forma exata, enquanto as sub redes inter-cluster foram tratadas com uma
aproximação baseada em campo médio.

Figura 2: Esquema da rede intra-cluster (números amarelos) e inter-cluster (números
brancos). Fonte: Os autores.

Foi elaborado um código em FORTRAN, em que a partir do modelo, pudessem ser
obtidos parâmetros de ordem, pontos crı́ticos de transição de fase, além de determinar
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grandezas termodinâmicas relevantes. A escolha da linguagem FORTRAN foi motivada
pela sua eficácia computacional e adequação para lidar com sucessivos cálculos em loop.

Aplicando o algoritmo numérico descrito através de cálculos computacionais em um
cluster 2 x 2, ou seja 𝑁 = 4 sı́tios no modelo frustrado 𝐽1 – 𝐽2, sem campos, com campos
locais aleatórios e com campo externo uniforme, analisamos os parâmetros de ordem
dos sistemas e as energias livres nos pontos de transição de fase. Especificamente, os
resultados apresentados a seguir foram obtidos com 𝐽1 mantido constante (𝐽1 = 1), de
forma que: 0 ≤ 𝐽2/|𝐽1 | ≤ 1, respeitando-se às condições especificadas na Figura 3. A
constante de Boltzmann é considerada adimensionalmente e fixada em 𝑘𝐵 = 1. Além disso,
cada sı́tio da rede pode assumir duas configurações de spins de Ising possı́veis, 𝑆 = ±1.

Figura 3: Chutes iniciais das magnetizações locais de cada sı́tio da rede para aproximação
de campo médio. Fonte: Os autores.

O Hamiltoniano do modelo é dado pela seguinte expressão:

H = H𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎 + H𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 + Hℎ, (1)

onde H𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎 se refere à contribuição intra-cluster de solução exata, H𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 à contribuição
inter-cluster da solução obtida com a aproximação de campo médio, e Hℎ à contribuição
dos campos uniforme e aleatório.

Explicitando cada termo, temos:

H𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎 = 𝐽1

𝑁∑︁
(𝑖 𝑗 )1

𝑆𝑖𝑆 𝑗 + 𝐽2

𝑁∑︁
(𝑖 𝑗 )2

𝑆𝑖𝑆 𝑗 , (2)

H𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 = 𝐽1

𝑁∑︁
(𝑖 𝑗 )3

(
𝑆𝑖𝑚 𝑗 −

𝑚𝑖𝑚 𝑗

2

)
+ 𝐽2

𝑁∑︁
(𝑖 𝑗 )4

(
𝑆𝑖𝑚 𝑗 −

𝑚𝑖𝑚 𝑗

2

)
, (3)

Hℎ = −
𝑁∑︁
𝑖=1

(ℎ𝑢 + ℎ𝑖)𝑆𝑖 , (4)

onde os ı́ndices (𝑖, 𝑗) referem-se ao par de sı́tios no cluster, sendo que 𝑆𝑖 𝑗 = ±1. 𝐽1,2 é a
energia de interação de um par de sı́tios 𝑖 𝑗 , ℎ𝑢 é o campo uniforme externo e ℎ𝑖 refere-se
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ao campo aleatório, cujos valores, neste trabalho, são determinados por uma distribuição
bimodal, dada por:

P(ℎ𝑖) =
1
2
[𝛿(ℎ𝑖 − ℎ0) + 𝛿(ℎ𝑖 + ℎ0)], (5)

onde P(ℎ𝑖) é a função distribuição de probabilidade da variável aleatória ℎ𝑖 de um dado
campo magnético aleatório 𝑖. O espaço amostral da variável aleatória é {ℎ} = {−ℎ0, +ℎ0}.

O grau de ordenamento em uma rede de spins de Ising — isto é, o nı́vel de alinhamento
ou anti-alinhamento dos spins — será inferido a partir da magnetização do sistema. Dessa
forma, a magnetização surge como o parâmetro de ordem, sendo definida por

𝑚 =
1
𝑁
𝑇𝑟

[(∑︁
𝑖

𝑆𝑖

)
𝑒−𝛽H

𝑍

]
, (6)

em que 𝑁 = 4 é o número de sı́tios na rede, 𝛽 = 1/𝑘𝑇 , com 𝑘 sendo a constante de Boltzmann
(considerado 𝑘 = 1) e 𝑇 a temperatura. O termo 𝑍 é a função partição total.

A aproximação de campo médio envolve equações auto-consistentes que requerem
chutes iniciais para os valores de magnetização local da rede (Figura 3). Cada ordem
magnética é caracterizada por um arranjo especı́fico de spins, que será utilizado como
ponto de partida para a aproximação de campo médio. A magnetização média da rede
será 𝑚𝑚𝑒𝑑 = (𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 + 𝑚4)/4.

3 Resultados
Utilizando a modelagem numérica descrita na seção 2, analisamos os parâmetros

de ordem e pontos de transição de fase para as ordens magnéticas: paramagnética
(PM), antiferromagnética (AF), super antiferromagnética (SAF) e magnetização induzida
pelo campo uniforme externo (MI). Cada resultado considera três fatores: frustração
(g = 𝐽2/|𝐽1 |), campo aleatório local (ℎ0/|𝐽1 |), campo uniforme externo (ℎ𝑢/|𝐽1 |) ou suas
combinações.

Primeiramente, analisamos o modelo com campos nulos (ℎ0/|𝐽1 | = ℎ𝑢/|𝐽1 | = 0), com-
parando os resultados com a referência Jin et al. (2013). O parâmetro de ordem foi
inferido a partir da magnetização dos sistemas AF e SAF em função da temperatura,
𝑇/|𝐽1 |, como mostrado na Figura 4-a,b. Observamos que, com o aumento de 𝑇/|𝐽1 |, a
magnetização diminui até se anular, definindo a transição para a fase PM. À medida que
g → 0,5 (frustração máxima), 𝑇𝑐/|𝐽1 | diminui. Além disso, 4-b indica transições SAF/PM
de primeira ordem para g = 0,5 e 0,6. O campo uniforme reduz 𝑇𝑐/|𝐽1 | e induz magnetização
residual (𝑚 ≠ 0), como visto em 4-c,d. O aumento dos campos aleatórios locais, mostrado
em 4-e,f, reduz 𝑇𝑐/|𝐽1 | e favorece transições de primeira ordem.

Consequentemente, diagramas de fase foram construı́dos para examinar de forma
combinada os efeitos da frustração, dos campos aleatórios e do campo uniforme no
sistema magnético proposto. Na Figura 5-a, observa-se o diagrama do modelo com
campos nulos. Na região g < 0,5, identificam-se pontos de transição entre as fases AF
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Figura 4: Gráficos do parâmetros de ordem sob influência das variáveis: frustração, campos
aleatórios locais e campo uniforme externo. Fonte: Os autores.

e PM. O aumento de g reduz 𝑇𝑐/|𝐽1 |, indicando uma relação direta entre o aumento da
frustração e a correspondente indução de desordem no sistema, com a máxima frustração
ocorrendo em g ≃ 0,5. Na região g > 0,5, são observadas transições entre as fases SAF e
PM.

Com a aplicação de um campo uniforme ℎ𝑢, como mostrado nas Figuras 5-b e 6-a, as
regiões das fases ordenadas AF e SAF se reduzem, dando lugar à fase MI, que, embora
desordenada, apresenta indução de magnetização residual decorrente de ℎ𝑢. Além disso,
o campo ℎ𝑢 tende a induzir mais transições de primeira ordem para AF/MI e de segunda
ordem para SAF/MI. Aplicando os campos aleatórios locais ℎ0, como visto em 5-c e 6-b,
nota-se um aumento da fase desordenada PM em detrimento das fases ordenadas AF e
SAF, o que está de acordo com o esperado aumento de desordem no sistema devido à
introdução de campos aleatórios locais nos sı́tios da rede. Também foi observado que
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ℎ0 provoca mais transições de primeira ordem tanto para AF/PM quanto para SAF/PM.
Por fim, em 5-d e 6-c, analisam-se os efeitos combinados de ℎ0 e ℎ𝑢 no sistema frustrado,
onde uma região ainda maior da fase desordenada MI é observada, com mais transições
de primeira ordem para AF/MI e de segunda ordem para SAF/MI.

Figura 5: Diagramas de fases do modelo 𝐽1 – 𝐽2 com: a) Campos nulos; b) Campo
uniforme ℎ𝑢/|𝐽1 | = 3.0; c) Campos aleatórios ℎ0/|𝐽1 | = 1.5; e c) Campos aleatórios e uniforme
ℎ0/|𝐽1 | = ℎ𝑢/|𝐽1 | = 1.5. Linhas tracejadas referem-se a transições de primeira ordem e contı́nuas
a transições de segunda ordem. Fonte: Os autores.

Em baixas temperaturas (𝑇/|𝐽1 | < 0.05), observam-se platôs nas curvas de magnetização
em função de ℎ𝑢/|𝐽1 |, ajustando-se a frustração. Isso indica que ℎ0/|𝐽1 | pode influenciar na
formação de platôs adicionais, como mostrado na Figura 7. O sistema frustrado apresenta
um platô central em 1/2 da magnetização de saturação. Com o aumento de ℎ0/|𝐽1 |, surgem
até sete novos platôs em frações da magnetização de saturação, sugerindo um padrão
fracionário especı́fico.

4 Considerações Finais
Em conclusão, este estudo elucidou comportamentos intrigantes de fases magnéticas em

sistemas complexos, com foco na influência da frustração de interações e campos aleatórios
no modelo 𝐽1 – 𝐽2 em uma rede quadrada. A abordagem metodológica, combinando
RFIM e aproximação de campo médio, permitiu investigar como se comportam grandezas
fı́sica termodinâmicas e observáveis macroscópicos de sistemas magnéticos quando
associados a frustração e desordem. Além disso, os resultados indicam uma relação entre
o surgimento de platôs de magnetização e campos aleatórios locais, abrindo caminho para
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Figura 6: Diagrama de fases do modelo 𝐽1 – 𝐽2 com: a) Campo uniforme externo; b)
Campos aleatórios locais; c) Campos aleatórios locais e uniforme externo. Os respectivos
pontos tricrı́ticos constam na Tabela 1. Fonte: Os autores.

investigações futuras. Olhando para o futuro, o escopo deste trabalho pode ser ampliado
para explorar mais a fundo os efeitos combinados de frustração e campos aleatórios.
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Tabela 1: Pontos tricrı́ticos dos diagramas da Figura 6, em que 𝑔 = 𝐽2/|𝐽1 |, 𝑇 ′
𝑐 = 𝑇𝑐/|𝐽1 |,

ℎ′𝑢 = ℎ𝑢/|𝐽1 |, ℎ′0 = ℎ0/|𝐽1 | e ℎ′0,𝑢 representa a combinação de ℎ′𝑢 = ℎ𝑢/|𝐽1 | e ℎ′0 = ℎ0/|𝐽1 |.

a) 𝑔 ℎ′𝑢 𝑇 ′
𝑐 b) 𝑔 ℎ′0 𝑇 ′

𝑐 c) 𝑔 ℎ′0,𝑢 𝑇 ′
𝑐

P01 0.43 3.00 1.13 P01 0.00 1.67 1.79 P01 0.00 1.65 1.73
P02 0.50 5.30 0.93 P02 0.10 1.48 1.54 P02 0.10 1.45 1.51
P03 0.52 3.00 1.30 P03 0.20 1.27 1.36 P03 0.20 1.24 1.33
P04 0.54 2.00 1.34 P04 0.30 1.06 1.12 P04 0.30 1.02 1.15
P05 0.60 1.40 1.63 P05 0.40 0.82 0.93 P05 0.40 0.80 0.92
P06 0.64 1.00 1.85 P06 0.66 0.00 2.00 P06 0.66 0.00 2.00
P07 0.66 0.00 2.00 P07 0.68 0.50 1.92 P07 0.68 0.50 1.91

P08 0.70 0.74 1.81 P08 0.70 0.79 1.74
P09 0.74 1.00 1.66 P09 0.75 1.00 1.72
P10 0.80 1.16 1.74 P10 0.80 1.18 1.65
P11 0.90 1.39 1.90 P11 0.90 1.45 1.70
P12 0.95 1.50 1.96 P12 0.93 1.50 1.70
P13 1.00 1.59 2.11 P13 1.00 1.63 1.91

Figura 7: Gráficos dos Parâmetros de ordem com 𝑇/|𝐽1 | = 0.05. a) ℎ0/|𝐽1 | = 0; b) ℎ0/|𝐽1 | = 0.08;
c) ℎ0/|𝐽1 | = 0.25; e d) ℎ0/|𝐽1 | = 0.35. Fonte: Os autores.
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