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Para a Solucao Numérica das Equacoes de
Navier-Stokes em Geometrias Complexas
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Resumo: A simulag@o numérica de escoamentos de fluidos newtonianos em dominios com
geometrias complexas é um desafio significativo na mecanica dos fluidos computacional.
As equacoes de Navier-Stokes, que governam o movimento desses fluidos, apresentam
maior complexidade quando aplicadas em dominios com contornos irregulares. Neste
trabalho, propomos uma metodologia que utiliza transformacdes difeomorfas para
modificar a geometria do dominio fisico original. Essa técnica permite mapear o dominio
com geometria arbitrdria para um dominio retangular, o que facilita a aplicacao de
métodos numéricos tradicionais, amplamente otimizados para geometrias retilineas. A
transformacao preserva as propriedades diferencidveis do sistema, permitindo a resolugao
eficiente das equagdes diferenciais em geometrias curvilineas. A metodologia foi aplicada
em casos teste, no qual foram realizadas simula¢Ges numéricas para validar a sua eficicia.
Os resultados mostraram que a transformacao difeomorfa proposta facilita a resolug@o das
equacoes de Navier-Stokes, mantendo a precisao dos métodos numéricos e simplificando
o tratamento de dominios complexos. Com isso, foi possivel observar uma reducao
significativa na dificuldade de implementacao dos métodos numéricos para esse tipo de
geometria. A pesquisademonstra o potencial dessa abordagem para aplicacdes em diversas
areas da engenharia, como aerodinamica e hidraulica, abrindo novas possibilidades para
a modelagem de escoamentos em geometrias arbitrarias e a consequente melhoria na
compreensao dos fendmenos fisicos envolvidos.
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1 INTRODUCAO

A simulacao numérica de escoamentos de fluidos, governada pelas equacoes de Navier-
Stokes, € um pilar fundamental na engenharia e nas ciéncias aplicadas. A capacidade
de prever e analisar o comportamento de fluidos em diversas condi¢des € crucial para o
desenvolvimento de tecnologias inovadoras e a otimizagao de processos. No entanto, a
resolucao numérica dessas equagcoes em dominios complexos, como aqueles encontrados
em turbinas, canais naturais ou sistemas bioldgicos, representa um desafio significativo
devido as suas caracteristicas nao lineares e a complexidade geométrica, conforme
detalhado por Meneghetti (2018).

A presente pesquisa visa superar essas limitagdes, propondo uma metodologia para
a resolucao numérica das equagdes de Navier-Stokes em geometrias arbitrarias. A
abordagem proposta baseia-se na aplicacao de transformacdes difeomorfas, que mapeiam
o dominio fisico original, com geometria complexa, para um dominio retangular. Essa
transformacgao permite que as equacoes de Navier-Stokes sejam reescritas em um novo
sistema de coordenadas. A geometria simplificada facilita a aplicacdo de métodos
numéricos convencionais, como a metodologia numérica descrita em Hoffman (2001) e
Ruggiero e Rocha Lopes (1996).

Para avaliar a aplicabilidade da metodologia, foram realizadas trés simulagdes
numéricas em dominios com geometrias variadas. Apesar das diferentes geometrias, as
condi¢des de contorno e iniciais permaneceram as mesmas em todos os casos, permitindo
uma andlise comparativa dos resultados.

Este trabalho contribui para expandir as fronteiras da mecanica dos fluidos computa-
cional, eliminando a necessidade de simplificagdes que comprometem a fidelidade dos
resultados e permitindo a simulacao precisa de fendmenos em geometrias complexas.

2 MobpELO PROPOSTO

Considerando um fluido incompressivel em escoamento laminar e negligenciando os
efeitos gravitacionais, as equagodes (1) e (2) descrevem a conservacao da quantidade de
movimento nas dire¢des horizontal e vertical.
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onde p é a densidade do fluido, u e w sdo as componentes do vetor velocidade, P € a
pressao e u € a viscosidade dinamica.

Conforme Maliska (2004), em fluidos newtonianos, o gradiente de pressao € a forca
motriz que impulsiona o escoamento.
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Para quantificar este gradiente, adotaremos a equacgao (3), proposta por Fedkiw, Stam e
Jensen (2001), adequada para modelar a distribui¢do de pressao nesse tipo de escoamento.
ou Ow
AP = —].
o5+ %) ®
O parametro ¢ , que controla a intensidade dos efeitos da pressdo, é determinado pela
expressao e = 340% x At, sendo At = 0,001.

3 ADIMENSIONALIZACAO DO MODELO MATEMATICO

De acordo com Ribeiro e Yanagihara (1995), a adimensionaliza¢do consiste em
reformular as equagdes que descrevem um fendomeno fisico, expressando as varidveis em
termos de grandezas adimensionais. Esse procedimento simplifica a andlise, permitindo a
identificacdo de parametros adimensionais caracteristicos e a generalizacao dos resultados,
tornando-os aplicdveis a diferentes sistemas fisicos. As equacdes (4), (5) e (6) representam
a forma adimensionalizada das equacoes (1), (2) e (3), respectivamente.
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sendo Re o conjunto de valores adimensionais de Reynolds, os quais caracterizam o
regime de escoamento. As condi¢des de contorno e iniciais do problema estao detalhadas
nas equagoes (7), (8) e (9), abrangendo as velocidades e a pressao.

ulx,g(x),1) = 0, wix,g(x),1) = 0,
(x,2,5,7) = 0, w(x,2,5,1) = 0,
u(0,z,¢) = 1,5, @) w(0,z,1) = 0, (8)
ux(10,z,1) = 0, wy(10,z,7) = 0,
u(x,z,0) = 0. w(x,z,0) = 0.

Py(x,g(x),1) = 0,

Py(x.2.51) = 0,

Py(0,z,7) = 0, )
P(10,z,1) = 1,

P(x,z,0) = 1.

Onde a funcao g(x) representa a curva que delimita o contorno inferior do dominio.
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4 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

A equacdo (10) define a transformacdo difeomorfa 7 que mapeia o dominio curvilineo
original, em coordenadas cartesianas (x x z) para um dominio retangular no novo sistema
(¢ x ¢), conforme descrito por Meneghetti (2018).

T(x,2) = (£(x,2),{(x,2)). (10)

A figura 1 mostra a relacdo de dependéncia entre as variacoes do dominio original e o
dominio correspondente definido no novo sistema de coordenadas.
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Figura 1: Dependéncia entre os dominios.

Fonte: Meneghetti (2018).

Seguindo as aproximacdes propostas por Meneghetti (2018) para os operadores
diferenciais e aplicando nas equagdes (4), (5) e (6), obtemos as equacoes (11), (12) e (13),

respectivamente.
ou 0’u 0’u d%u ou
E:D]a—fz+D2—6§a§+D3@+D af+DS g gx f gx {, (11)
ow _ 62—W+D 82—W+D 62—W+D BW+D(9 + ; (12)
P TR T YA Y A T e Ve 5 ag &8{,
a*P a*p a*p aP P w
SR R S S S (Rl | B

Os coeficientes D, D,, D3, D4 € Ds variam com 0s termos ndo lineares das equacoes,
com o ndmero de Reynolds e com as coordenadas espaciais, enquanto os coeficientes
Ay, Ay, A3, Ay € As dependem exclusivamente das coordenadas espaciais. Uma descri¢ao
completa da obten¢do dos coeficientes e do procedimento para os termos nao lineares
utilizado neste trabalho, pode ser encontrado em Meneghetti (2018).

102 MCSul / X SEMENGO — Universidade Federal do Rio Grande



5 MegTopo NUMERICO

Para resolver as equacoes diferenciais, utilizamos o método numérico de diferencas
finitas implicitas. Os detalhes dessa abordagem sao amplamente discutidos na literatura,
com destaque para as contribui¢des de Hoffman (2001) e Ruggiero (1996). E importante
notar que esse método oferece uma precisdao de segunda ordem. Para o tratamento das
condi¢des de contorno do dominio, aplicamos o método sugerido por Strikwerda (2007),
que também assegura a precisao de segunda ordem.

6 RESULTADOS E DIscussAoO

Um cddigo computacional em C++ foi desenvolvido para implementar a metodologia
proposta anteriormente. A visualizacao dos resultados foi realizada utilizando o software
gnuplot, considerando um nimero de Reynolds igual a 100 e uma malha de 252 x 152 nos.

Em cada caso de estudo, o dominio fisico Q € definido pelas retas x =0, x = 10, z = 2,5,
e pela curva g(x), cuja expressao varia em cada caso.

Para facilitar a compreensdo do escoamento, as figuras utilizarao vetores normalizados
para representar a dire¢do e o sentido do fluido, e uma escala de cores para visualizar a
magnitude da velocidade. A distribuicdo de pressdo serd igualmente representada por
uma escala de cores, permitindo uma andlise dos gradientes de pressao.

O primeiro caso de estudo aborda um dominio Q cuja fronteira inferior é descrita pela
seguinte expressao:

g(x) = 1,5 [arctan(3 — 0, 9x) + arctan(0, 9x — 2) + arctan(x — 7) + arctan(8 — x)] (14)

—1,2 [arctan(x — 3,5) + arctan(4 — x)] .

As figuras 2 e 5 apresentam a solu¢do numérica das equacdes (11), (12) e (13),
evidenciando a geragdo de vortices nas regioes indicadas nas figuras 3 e 4
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Figura 2: Perfil de velocidade U = Vu? + w2 para o dominio Q.

Fonte: Do autor.
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Figura 3: Voértice gerado na regido concava do dominio Q

Fonte: Do autor.
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Figura 4: Voértice gerado na regido cdncava do dominio Q .

Fonte: Do autor.
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Figura 5: Distribuicao de press@o no dominio Q.
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Fonte: Do autor.
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Ao modificar a geometria do dominio Q, alterando a expressao da curva que define
seu contorno inferior, obtemos um novo dominio, denominado ©’. Este novo dominio
serd utilizado no segundo caso de estudo para avaliar a aplicabilidade da transformada
difeomorfa. A fun¢ado g(x) que define este novo contorno é dada por:

g(x) =-0,25+ 2 [arctan(3 — x) + arctan(x — 2)]
+arctan(x — 7) + arctan(6, 5 — x) + arctan(x — 5) + arctan(8 — x) (15)

—1,5 [arctan(x — 3, 5) + arctan(4 — x)] .

A solucdao numérica das equacoes (11), (12) e (13), apresentada nas figuras 6, 7 e 8,

foi calculada no dominio '.

Figura 6: Perfil de velocidade U = Vu? + w? para o dominio Q'.

Fonte: Do autor.
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Figura 7: Vortice gerado na regido concava do dominio Q' .

Fonte: Do autor.
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Figura 8: Distribui¢ao de pressdo no dominio Q’.

Fonte: Do autor.

Para o dltimo teste, definimos um novo dominio Q” através da seguinte expressao para
g(x):

X

g(x) :O,1+sen(1—0) - (

arctan(2x — 3) N arctan(4 — 2x)

5 3 +arctan(x — 6) +arctan(7 —x)|.  (16)

Os resultados numéricos das equacoes (11), (12) e (13), apresentados graficamente
nas figuras 9, 10 e 11, foram obtidos a partir de simulagdes realizadas no dominio Q.
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Figura 9: Perfil de velocidade U = Vu? + w2 para o dominio Q”.
Fonte: Do autor.
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Figura 10: Vértice gerado na regidao concava do dominio Q" .

Fonte: Do autor.
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Figura 11: Distribuicdo de pressdo no dominio Q”.

Fonte: Do autor.

A anélise numérica do escoamento permitiu uma compreensao detalhada da complexi-
dade do fluxo. As figuras 2, 6 € 9, apresentam o perfil de velocidade do fluido, destacando
suas interacoes com a geometria do dominio e a formacgao de vortices nas regides concavas,
conforme evidenciado pela disposicao dos vetores de velocidade nas figuras 3, 4, 7, 10.
Além disso, as figuras 5, 8 e 11 complementam a andlise ao representar a distribuicao de
pressao, expondo os gradientes que atuam na geracao dos vortices. A andlise conjunta
dessas figuras permite uma identificagdo precisa das regides de alta vorticidade e de
variagOes significativas de pressdo. Oferecendo uma visao clara da complexidade do
escoamento, conforme evidenciado pelos resultados numéricos apresentados.

A tabela 1 exibe os maiores valores do residual obtidos para cada uma das variaveis
durante o processo de simulac@o. O residual € calculado isolando os termos das equacoes
governantes (equacoes (11), (12) e (13)) e igualando-os a zero. Esse procedimento,
detalhado por Meneghetti (2018), € importante para verificar a conservacao das equagaes,
onde o valor ideal para o residual seria nulo. Contudo, devido a erros numéricos
inevitaveis associados ao método empregado, € esperado que os valores dos residuos
sejam nao nulos, mas pequenos, refletindo a precisao do modelo utilizado.

Tabela 1: Valores maximos do operador residual para cada varidvel em cada caso teste.

Caso 1 Caso 2 Caso 3

u 9,4462x 1077 8.1923x107® 1.0052 x 1076
w 4,6738x107%  1.0653x 10°® 7.5578 x 1078
P 2,3579%x10°® 1.4573x 107 1.4656x 1076

Os resultados numéricos obtidos demonstraram a precisdo do modelo em capturar
a complexa interacao entre o fluido e a geometria curvilinea. A interacdo complexa
entre o contorno geométrico e o fluido resultou em padroes exclusivos de velocidade
e pressao, ressaltando a necessidade de uma anélise minuciosa do dominio para uma
compreensao mais precisa dos fendmenos envolvidos. A aplicacdo da transformacao
difeomorfa provou ser uma abordagem eficaz para o estudo de escoamentos em geometrias
complexas. Ao transformar diferentes dominios curvilineos em geometrias retangulares,
essa metodologia possibilitou a utilizacao de métodos numéricos convencionais de forma
eficiente e precisa, simplificando significativamente o processo de simulagao.
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