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Resumo: A relação entre a mosca-das-frutas sul-americana (Anastrepha fraterculus) e
seu parasitoide (Doryctobracon brasiliensis) representa um importante caso de interação
ecológica. Trata-se de uma praga agrı́cola importante, responsável por perdas econômicas
e que demanda estratégias de controle. Com a restrição ao uso de pesticidas quı́micos,
a busca por alternativas sustentáveis, como o controle biológico, se intensifica. O
parasitoide D. brasiliensis age como um controlador natural ao utilizar as larvas da mosca
como hospedeiro, diminuindo a população da praga. Do ponto de vista matemático,
sistemas de equações diferenciais não lineares são empregados para modelar a dinâmica
populacional da interação dessas duas espécies. Esses modelos permitem simular cenários
variados e analisar como diferentes parâmetros, como taxas de reprodução e mortalidade,
influenciam a coexistência das espécies. Através dessas simulações, é possı́vel avaliar o
impacto de relações ambientais e propor estratégias mais eficazes de controle biológico.
O objetivo deste trabalho é propor um modelo matemático para descrever a interação entre
A. fraterculus e D. brasiliensis, realizando uma análise dos parâmetros que influenciam a
dinâmica, cujos valores correspondem à dados experimentais. As simulações numéricas
apresentadas representam o comportamento qualitativo da mosca-da-fruta e seu parasitoide
em laboratório.

Palavras-chave: Modelo Hospedeiro-Parasitoide; Mosca-da-Fruta; Parasitoide; Dinâmica.
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1 Introdução
A modelagem matemática é uma importante ferramenta para o estudo das interações

ecológicas, uma vez que pode fornecer uma base quantitativa para entender a dinâmica
do ambiente e prever o comportamento de diferentes espécies ao longo do tempo. Um
exemplo de interação entre populações é o da mosca-das-frutas sul-americana, Anastrepha
fraterculus (Wiedemann, 1830) (Diptera, Tephritidae), e seu parasitoide, Doryctobracon
brasiliensis (Szepligeti, 1911) (Hymenoptera, Braconidae). Este parasitoide se reproduz
a partir da população da mosca, usando suas larvas como hospedeiras.

Alguns estudos realizados em municı́pios do estado de Santa Catarina demonstram
que A. fraterculus foi a espécie constante, mais frequente, muito abundante e dominante
(Garcia, Campos, e Corseuil, 2003). Ela está entre as espécies que mais atenção tem
recebido pelo impacto negativo que causam na produção e comercialização de frutos
(Aluja, 1994, Zucchi, 2000). O controle destas pragas vem sendo realizado de diferentes
maneiras. No Brasil, com a retirada dos inseticidas organofosforados da grade de
agrotóxicos registrados no Ministério da Agricultura e Pecuária (MAPA), o controle
de moscas-das-frutas fica restrito ao uso de inseticidas quı́micos (Poncio, 2015). Há
necessidade de buscar novas alternativas de manejo de moscas-das-frutas. A utilização
de técnicas de supressão ou não impactantes para o ambiente, no manejo das moscas-das-
frutas é fundamental para a implantação de sistemas produtivos equilibrados e sustentáveis.
O controle biológico por meio da liberação de inimigos naturais representa uma alternativa
ao controle quı́mico destas pragas (Altafini, 2012).

O entendimento detalhado da interação descrita, entre A. fraterculus e seu parasitoide
D. brasiliensis é fundamental para prever o comportamento populacional e desenvolver
estratégias de controle biológico. Os modelos matemáticos simulam cenários e fornecem
informações importantes para melhorar o uso de parasitoides neste controle , diminuindo
a necessidade de pesticidas quı́micos e promovendo práticas mais sustentáveis. Assim, é
possı́vel melhorar o manejo de previsões e preservar a integridade ecológica dos sistemas
agrı́colas ao compreender as condições que garantem a coexistência entre as espécies.

A modelagem matemática, usando sistemas de equações diferenciais não lineares, é
uma ferramenta para caracterizar as interações entre populações. Ela também permite
examinar uma variedade de parâmetros que impactam a evolução no tempo destas
populações. Ao capturar a complexidade inerente a essas relações ecológicas, os sistemas
de equações diferenciais não lineares podem ser utilizados para descrever as interações
entre a mosca-das-frutas sul-americana e seu parasitoide. É possı́vel simular vários
cenários ecológicos e avaliar como as disposições ou flutuações no ambiente podem
impactar a estabilidade das populações.

O objetivo deste trabalho é propor um modelo matemático que descreva a dinâmica
da mosca-das-frutas e seu parasitoide. Os coeficientes do modelo, que acompanham os
termos da interação entre as duas populações, são obtidos a partir de dados experimentais.

Simulações computacionais são apresentadas e discutidadas, sendo utilizadas para
descrever o comportamento qualitativo do parasitismo do ponto de vista laboratorial.
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2 Modelagem Matemática do Sistema
O modelo matemático consiste em um sistema hospedeiro-parasitoide, com três

equações diferenciais ordinárias, considerando a interação entre a mosca e o seu parasitoide
como uma resposta funcional Holling tipo II (Holling, 1959; Royama, 1971; Rogers,
1972; Juliano e Scheiner, 2001).

As populações consideradas no modelo são: 𝑥1, que representa densidade de larvas
da mosca-da-fruta; 𝑥2, que representa densidade de moscas-da-fruta adultas, e 𝑥3, que
representa a densidade de parasitoides.

Na modelagem é considerado que a população das larvas atingem uma capacidade de
suporte, que num pomar pode ser tomada por fruto. No entanto, no nosso caso, estamos
levando em conta a dinâmica das populações em laboratório. Assim, podemos estimar
o suporte por metro quadrado. Então, a variação da densidade de larvas no instante 𝑡,
dada pela primeira equação, considera um termo de Verhulst, a mortalidade das larvas, as
larvas que passam para o estágio de moscas e o termo de parasitismo.

Já a variação da densidade de moscas adultas no instante 𝑡, segunda equação, será
proporcional à quantidade de larvas que se transformam em moscas, menos a quantidade
de moscas mortas. De forma similar, a variação da densidade de parasitoides no instante
𝑡, terceira equação, será proporcional à quantidade de larvas de onde surgem parasitoides,
menos a quantidade de parasitoides mortos.

Sendo assim, o modelo que representa a dinâmica dessas populações é dado por:



𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑟𝑥2

(
1 − 𝑥2

𝑘

)
− 𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −

𝑎𝑥1𝑥3
1 + 𝑎ℎ𝑥1

,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛼1𝛾𝑥1 − 𝜇2𝑥2,

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
− 𝜇3𝑥3.

(1)

No sistema (1) consideramos que toda larva não parasitada é convertida em mosca.
A descrição dos parâmetros do sistema (1) são dados na tabela 1.

Tabela 1: Descrição dos parâmetros do sistema (1).

Parâmetro Descrição
𝑟 Taxa de reposição de larvas da mosca-da-fruta
𝑘 Capacidade de suporte
𝜇1 Taxa de mortalidade natural de larvas
𝜇2 Taxa de mortalidade natural de moscas adultas
𝜇3 Taxa de mortalidade natural de parasitoides
𝛾 Conversão da população de larvas para moscas
𝑎 Taxa de captura instantânea
ℎ Tempo de manipulação para o parasitismo

𝛼1, 𝛼2 Fração de fêmeas
𝛿 Conversão do parasitoide por larva
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2.1 Pontos de equilı́brio do sistema e viabilidade biológica
Os pontos de equilı́brio do sistema (1) são calculados a partir do sistema algébrico:


𝑟𝑥2

(
1 − 𝑥2

𝑘

)
− 𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −

𝑎𝑥1𝑥3
1 + 𝑎ℎ𝑥1

= 0,

𝛼1𝛾𝑥1 − 𝜇2𝑥2 = 0,

𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
− 𝜇3𝑥3 = 0,

(2)

de onde são encontrados três pontos de equilı́brio, dados por:

𝑃1 = (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3) = (0; 0; 0) (3)

𝑃2 = (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3) =
(
𝜇2𝑘 (𝛼1𝛾𝑟 − 𝜇1𝜇2 − 𝜇2𝛾)

𝛼2
1𝑛

2𝑟
;
𝑘 (𝛼1𝛾𝑟 − 𝜇1𝜇2 − 𝜇2𝛾)

𝑟𝛼1𝛾
; 0

)
(4)

𝑃3 = (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3) =
(

𝜇3
𝑎(𝛼2𝛿 − ℎ𝜇3)

;
𝛼1𝛾𝜇3

𝑎𝜇2 (𝛼2𝛿 − 𝜇3ℎ)
;

𝛿𝛼2
𝑘𝑎𝛼1𝛼2𝜇2𝛾𝑟𝛿 − 𝑘𝑎𝛼1ℎ𝜇2𝜇3𝛾𝑟 − 𝑘𝑎𝛼2𝜇1𝜇

2
2𝛿 − 𝑘𝑎𝛼2𝜇

2
2𝛾𝛿 + 𝑘𝑎ℎ𝜇1𝜇

2
2𝜇3 + 𝑘𝑎ℎ𝜇2

2𝜇3𝛾 − 𝛼2
1𝜇3𝛾

2𝑟

𝜇2
2𝑎

2𝑘 (𝛿𝛼2 − 𝜇3ℎ)2
).

(5)
A viabilidade biológica dos pontos de equilı́brio exige que os valores de (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3)

sejam zero, ou positivos, pois referem-se às populações. Portanto, podemos notar, do
ponto de equilı́brio 𝑃1, que ele é sempre biologicamente viável. Já o ponto de equilı́brio
𝑃2 será biologicamente viável se

𝛼1𝛾𝑟 ≥ 𝜇1𝜇2 + 𝜇2𝛾. (6)

O ponto de equilı́brio 𝑃3 será biológicamente viável se duas condições ocorrerem:

𝛼2𝛿 > 𝜇3ℎ, (7)

𝑘𝑎𝜇2 (𝛼1𝛼2𝛾𝑟𝛿 − 𝛼1ℎ𝜇3𝛾𝑟 − 𝛼2𝜇1𝜇2𝛿) ≥ 𝑘𝑎(𝛼2𝜇
2
2𝛾𝛿 − ℎ𝜇1𝜇

2
2𝜇3 − ℎ𝜇2

2𝜇3𝛾) + 𝛼2
1𝜇3𝛾

2𝑟. (8)

2.2 Estabilidade local dos pontos de equilı́brio
A estabilidade local dos pontos de equilı́brio é obtida a partir da matriz jacobiana

(denominada de 𝐽) do sistema (1), dada por:

𝐽 =


−𝜇1 − 𝛾 − 𝑎𝑥3

𝑎ℎ𝑥1 + 1
+ 𝑎2𝑥1𝑥3ℎ

(𝑎ℎ𝑥1 + 1)2 𝑟

(
1 − 𝑥2

𝑘

)
− 𝑟 𝑥2

𝑘
− 𝑎𝑥1
𝑎ℎ𝑥1 + 1

𝛼1𝛾 −𝜇2 0
𝛿𝛼2𝑎𝑥3
𝑎ℎ𝑥1 + 1

− 𝛿𝛼2𝑎
2𝑥1𝑥3ℎ

(𝑎ℎ𝑥1 + 1)2 0
𝛿𝛼2𝑎𝑥1
𝑎ℎ𝑥1 + 1

− 𝜇3


(9)

Pode-se notar que, exceto para o ponto de equilı́brio 𝑃1, haverá uma dificuldade de
encontrar os autovalores da matriz jacobiana (9) em forma analı́tica, substituindo os

10º MCSul / X SEMENGO — Universidade Federal do Rio Grande



pontos de equilı́brio 𝑃2 e 𝑃3. Portanto, para a análise requerida neste trabalho, é suficiente
que atribuamos os valores dos parâmetros de acordo com a tabela 2 e calculemos os
autovalores.

Tabela 2: Valores dos parâmetros do sistema (1).

Parâmetro Valor Unidade Fonte
𝑟 6,154 [𝑥1 ]

[𝑥2 ] [𝑡 ] Calculado de Salles, 1995
𝑘 1000 [𝑥2] Estimado
𝜇1 0 [𝑡]−1 Estimado
𝜇2 0,009 [𝑡]−1 Calculado de Salles, 1995
𝜇3 0,048 [𝑡]−1 Calculado de Poncio, 2015
𝛾 0,033 [𝑡]−1 Calculado de Salles, 1995
𝑎 3,026 [𝑡]−1 Calculado do experimento
ℎ 0,084 [𝑡] [𝑥1]−1 Calculado do experimento
𝛼1 0,5 Adimensional Bisognin et al., 2013
𝛼2 0,35 Adimensional Poncio, 2015
𝛿 0,6 [𝑥3] [𝑥1]−1 Escolhido entre 0,5 e 1,0

A partir dos valores dos parâmetros da tabela 2, os autovalores para a matriz jacobiana
(9), para cada ponto de equilı́brio, são dados na tabela 3.

Tabela 3: Autovalores da matriz jacobiana (9) para os pontos de equilı́brio 𝑃1, 𝑃2 e 𝑃3.

Ponto de equilı́brio Autovalor 1 Autovalor 2 Autovalor 3
𝑃1 −0, 339 0, 298 −0, 048
𝑃2 −0, 021 −0, 317𝐼 −0, 021 + 0, 317𝐼 2, 422
𝑃3 −11, 025 −0, 012 −0, 035

Analisando os autovalores da tabela 3, é possı́vel perceber que o ponto de equilı́brio 𝑃3

é estável, enquanto os pontos de equilı́brio 𝑃1 e 𝑃2 são instáveis. Sendo assim, o equilı́brio
de coexistência das populações é estável.

3 Simulações e resultados
As simulações foram feitas com base nos valores dos parâmetros da tabela 2, os quais

se referem à dados laboratoriais.
O ponto de equilı́brio estável, 𝑃3, foi calculado como:

(𝑥1; 𝑥2; 𝑥3) = (0, 077; 0, 141; 3, 789) (10)

As condições para a viabilidade biológica, equações (7) e (8), estão satisfeitas para o
conjunto de parâmetros da tabela 2.

Nas figuras 1 e 2 são apresentadas as trajetórias temporais para as populações de
larvas (𝑥1), moscas adultas (𝑥2) e parasitoides (𝑥3), com as simulações de 50 e 500 dias,
repectivamente. A condição incial é (500, 10, 5). As simulações foram realizadas no
software Scilab.
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Figura 1: Trajetórias temporais para uma simulação de 50 dias.
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Figura 2: Trajetórias temporais para uma simulação de 500 dias.

Para analisarmos os resultados das simulações vamos observar os dados experimentais
do parasitismo descritos na tabela 4, cujos valores referem-se às médias dos dados
experimentais.

Tabela 4: Parasitismo de larvas de A. fraterculus por D. brasiliensis

Larvas oferecidas Média de larvas parasitadas Taxa de larvas parasitadas
5 4,11 0,822
10 7,26 0,726
15 8,26 0,55
20 8,76 0,438
25 10,65 0,426
30 10,49 0,349
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Podemos observar da tabela 4, que um parasitoide tem a capacidade de parasitar,
em média, aproximadamente 10 larvas por dia. Portanto, obsevando o comportamento
das populações na figura 1, podemos presumir que a queda abrupta da população de
larvas se dá devido à alta capacidade de parasitismo deste parasitoide. Sendo assim, a
população de larvas atinge o equilı́brio em menos de 5 dias, enquanto que a população
de parasitoides vai ao equilı́brio após um longo perı́odo de tempo, como mostra a figura
2. Já a população das moscas não chega a aumentar significativamente, uma vez que as
larvas são parasitadas em curto perı́odo de tempo.

4 Conclusões e discussões
Neste trabalho foi proposto um sistema dinâmico para descrever as interações da

mosca-da-fruta (A. fraterculus) e seu parasitoide (D. brasiliensis). Foi feita a análise de
estabilidade do sistema, donde foram encontrados três pontos de equilı́brio, sendo dois
deles instáveis.

As simulações realizadas apresentaram resultados qualitativos sobre o comportamento
do sistema hospedeiro-parasitoide. Ao comparar as trajetórias temporais do sistema,
figuras 1 e 2, com os dados experimentais, tabela 4, observou-se significativa eficiência
do parasitoide em controlar a população das moscas; isto porque a modelagem foi
considerada para um ambiente controlado, de laboratório.

O modelo proposto neste trabalho foi condicionado à dinâmica populacional em
ambiente de laboratório, já projetado para o controle da população das moscas. Num
contexto de um pomar, as interações entre as populações têm interferências adversas, o
que exige uma modelagem mais detalhada e levar em conta incertezas nos parâmetros.
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básico e aplicado, pp. 41–48.

10º MCSul / X SEMENGO — Universidade Federal do Rio Grande


	Introdução
	Modelagem Matemática do Sistema
	Pontos de equilíbrio do sistema e viabilidade biológica
	Estabilidade local dos pontos de equilíbrio

	Simulações e resultados
	Conclusões e discussões

