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Resumo. Os acordes musicais sdo elementos da musica que formam a base de todos os arranjos e
composi¢oes musicais. Em uma orquestra, por exemplo, alguns instrumentos (como flauta, violino
solo, trompete) reproduzem frases compostas por uma sequéncia de notas musicais, enquanto que
outros (piano, conjunto de instrumentos de cordas) reproduzem notas simultaneas que se combinam
entre si, formando assim a base harmonica da musica. O papel desta base é preencher os espagos
de tempo e fazer uma conexao com os instrumentos solos, ou o vocal. Este trabalho é fruto da dis-
sertagao de mestrado do aluno Willsander de Jesus [4] que tem como objetivo converter elementos
musicais em elementos matematicos, para que possamos enxerga-los em uma outra perspectiva, e
através de ferramentas computacionais estudar a formagao, a identificagao e a classificagdo destes
acordes. Com base neste objetivo, foi desenvolvido um algoritmo com esta finalidade. Em pou-
cas palavras, este algoritmo (i) calcula a transformada de Fourier do acorde para identificar suas
componentes em frequéncia; (ii) aplica a equagdo da escala temperada para estabelecer a relagao
entre estas frequéncias e (iii) classifica o acorde a partir dos conceitos da Teoria Musical. Aqui nés
limitamos apenas no incentivo ao estudo das fungGes e na aplicagdo no ensino médio.

Palavras chave: Musica, acordes musicais, ondas sonoras, fungoes trigonométricas, ensino médio.

1 Introducao

A musica é dividida em trés partes principais: a melodia, a harmonia e o ritmo [1]. A melodia
é a combinagao de sons sucessivos (dados uns apos os outros), a harmonia é a combinagao de sons
simultaneos (dados de uma s6 vez) e o ritmo é o que define o andamento da musica. Os instrumentos
musicais também podem ser separados em trés categorias: melddicos (saxofone, flauta, trompete,
etc.), harmonicos (violao, piano) e ritmicos (bateria, percussao). Neste trabalho abordaremos os
instrumentos harmonicos, pois sao eles que formam a estrutura base da misica, constituida pelos
acordes musicais.

Um acorde musical é um sinal sonoro constituido por pelo menos 3 notas musicais simultaneas.
Os acordes mais utilizados na misica sao divididos em dois grupos fundamentais: os acordes triades
(com 3 notas) e os acordes tétrades (com 4 notas), ver Figura 1. Também existem acordes com
mais de 4 notas, mas a aplicacao destes é mais rara nas miusicas convencionais. Para cada tipo
de acorde, existe uma estrutura e uma representagao diferente. Estas estruturas seguem conceitos
e definigoes da Teoria Musical [3]. Na pratica, os acordes formam a base de qualquer harmonia
musical: onde existe musica, existem acordes.

Para compreendermos uma aplicacao pratica do acorde, podemos dar o exemplo de um misico
tocando violdo ou um piano. As posi¢oes e montagens que o musico faz no brago do violao
formam os acordes e seu som é caracterizado por produzir uma sensacao de preenchimento na
musica. O mesmo ocorre no caso de um misico tocando o piano, as variagbes dos dedos nas
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Figura 1: Exemplos de acordes executados em um teclado (acorde triade & esquerda / acorde
tétrade a direita). Fonte: [2]

teclas produzem acordes diferentes, conforme ilustra a Figura 1. Os acordes triades sao mais
basicos e mais faceis de serem executados na pratica, sendo amplamente utilizados por musicos
profissionais e iniciantes. Ja os tétrades exigem um maior dominio do instrumento musical e eles
sao aplicados com maior frequéncia em estilos musicais mais sofisticados como o Jazz e a Bossa
Nova. Cada acorde possui um som bem caracteristico, uns transmitem uma sensagao de alegria,
outros de tristeza e melancolia, outros de suspense; uns sao mais brilhantes, enquanto outros sao
mais fechados.

Este trabalho tem como objetivo principal coletar os sinais sonoros de varios acordes musicais
executados em um piano (ou teclado), por exemplo, enviar estes sinais para o computador e, através
de técnicas matematicas e algoritmos, identifica-los e classifica-los. A Figura 2 ilustra o esquema
do processo.

Figura 2: Diagrama esquematico do processo. Fonte:[4]

Por se tratar de sinais sonoros, abordaremos alguns conceitos da fisica do som como, por
exemplo, amplitude (A4) e frequéncia (F'). Estes parametros definem uma nota musical, onde a
amplitude esté associada a intensidade do som (ou volume) e a frequéncia esta associada a altura do
som, ou seja, notas mais graves (baixa vibrac¢do / baixa frequéncia) ou mais agudas (alta vibragao
/ alta frequéncia).

Abordaremos também conceitos que permitirdo enxergar a misica de forma matematica. Fa-
laremos sobre a modelagem de uma onda sonora e da representacao mateméatica de um acorde
musical. Resumidamente, cada nota musical pode ser modelada por uma fungao periddica do tipo

f(t) = Asen (2 F - t)

onde F' é a frequéncia da nota musical e A sua amplitude. Com base nestas defini¢ées, podemos
entender um acorde musical (acm) como uma combinagdo de ondas sonoras, ou seja,

acm(t) = Z A;sen (2rF; - t)
i=1



onde F; e A; sdo, respectivamente, a frequéncia e a amplitude de cada onda sonora, 1.
Todas as figuras apresentadas ao longo do trabalho sdo de autoria prépria. Elas foram cons-
truidas utilizando o Geogebra (https://www.geogebra.org) e o PowerPoint.

2 Metodologia

A metodologia compreende uma revisao bibliogréfica e a realizagao de estudos e roteiros para
uma pratica em sala de aula.

3 Resultados e Discussao
No ensino bésico, a musica é uma boa motivagao para introduzir o estudo das funcoes trigono-

métricas, como por exemplo, a fungdo seno, que pode ser utilizada para descrever uma nota (i) ou
um acorde musical (ii):

f(t) = Ai sen (27T'Fi . t) (Z)
g(t) = Aysen (2w Fy - t) + Agsen (2nFy - t) 4+ ...+ Agsen (27 F), - t). (i)
onde A; (com ¢ = 1,...,k) s@o as amplitudes das notas musicais que compoem este acorde e F;

as frequéncias associadas a estas notas.
Vinculada a esta motivagao, podemos inserir também recursos digitais para auxiliar os alunos
na compreensao das fungoes trigonométricas.

3.1 Utilizagcao do Geogebra no Estudo das Funcgoes

Com a inclusdo digital presente nos dias de hoje, grande parte dos alunos possuem acesso
a algum computador ou smartphone. Estes veiculos tecnolégicos podem ser incorporados no
aprendizado da matemaética, permitindo que os alunos utilizem aplicativos graficos para soli-
dificar os contetdos teodricos apresentados em sala. Destacamos o Geogebra, que é um soft-
ware gratuito que pode ser empregado no ensino da matemética bésica e avancada. No link
https://www.geogebra.org/download encontramos versoes disponiveis para i0S, Android, Win-
dows, Mac e Linux. Por ser de facil acesso, esta ferramenta pode ser usada para ampliar o conhe-
cimento, pois através das fungoes gréficas disponiveis os alunos podem esbogar diversas fungoes e
interagir com o aplicativo para observar as variagoes provocadas pela alteracao de paradmetros e
variaveis.

3.1.1 Utilizagcao do Geogebra no Estudo das Fungoes Trigonométricas

O estudo das fungoes trigonométricas pode ser muito mais interessante mediante a utilizagao
destes recursos digitais, uma vez que grande maioria dos alunos apresenta dificuldades em esboca-
las. Utilizando o aplicativo do Geogebra conseguimos transformar fungoes em figuras ilustrativas de
6tima qualidade, além de podermos criar pequenas animagoes, sendo assim um processo divertido.

Para ilustrar a utilizacao deste aplicativo, criaremos primeiramente o grafico da fungao trigono-
métrica seno e atribuiremos a uma constante k um valor varidvel, através do “controle deslizante”
disponivel no aplicativo (com k variando de 0 a 5). Desta forma, podemos perceber o efeito que a
constante k produz na amplitude da funcao estudada:

f(z) = ksen (). (1)



Apos inserirmos esta equagdo no aplicativo, definimos a variavel k como um controle deslizante.
Automaticamente surge na janela de visualizagdo um controle deslizante que nos permite alterar
o valor de k deslizando o dedo na tela do celular. A utilizagdo deste recurso pode ser uma 6tima
alternativa para apresentar as funcoes trigonométricas aos alunos do ensino médio. Abaixo temos
as Figuras 3, 4 e 5 obtidas para k = 1, k = 3 e k = 5, respectivamente, utilizando o aplicativo no
celular.

Figura 3: f(x) = sen (x) (Geogebra).
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Figura 4: f(x) = 3sen (x) (Geogebra).
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Figura 5: f(x) = 5sen (x) (Geogebra).

Semelhantemente, podemos observar o efeito produzido quando multiplicamos o argumento da
fungao seno por uma constante w:

g(z) = sen (wx). (2)

Nas ilustragoes apresentadas nas Figuras 6 e 7, utilizamos o controle deslizante definido por 0 <
w < 5 e obtemos os resultados para w = 1 e w = 3, respectivamente. A partir da observagao dos
resultados obtidos com a variacao do parametro w, podemos introduzir aos alunos o conceito de
frequéncia angular de forma bem simples.



Figura 6: g(x) = sen (x) (Geogebra).
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Figura 7: g(x) = sen (3z) (Geogebra).

Ao utilizarem o Geogebra para criar as fungdes trigonométricas, eles poderao enxergar grafica-
mente as mudancas provocadas por w e as implicagoes que este fator gera. Sabendo que a fungao
g(x) = sen (z) possui um periodo de 27 = 6,28, ou seja, o ciclo se repete a cada intervalo de am-
plitude 27, os alunos poderao comparar esta funcao elementar com as outras e observarem o que
acontece quando multiplicamos o argumento x por um ntmero real positivo. Para facilitar, pode-
mos sugerir que utilizem inicialmente apenas ntimeros inteiros. Na figura a seguir ilustramos uma
comparagao que pode ser feita no aplicativo. Neste exemplo esbogamos as fungoes g1 () = sen ()
(linha continua) e go(x) = sen (3z) (linha tracejada).

Figura 8: Comparagao entre gi(x) = sen (x) e go(z) = sen (3z) (Geogebra).

Observando a Figura 6, os alunos poderdo perceber que enquanto a fun¢do sen (z) completa
“um” ciclo no intervalo [0, 2], a fungdo sen (3x) completa “trés” ciclos. Desta forma, eles poderdo
induzir naturalmente que a fungdo sen (5x) completa “cinco” ciclos neste mesmo intervalo, se
comparada com a fungdo sen (z). Aumentando w, eles observardo que a quantidade de ciclos
aumenta proporcionalmente ao valor escolhido. De forma simplificada, podemos entao dizer que o
fator w representa a frequéncia angular na fungao seno — velocidade de giro — e que quanto maior



for este nimero, maior serd o nimero de oscilagcoes em um intervalo de observagao fixo.

3.2 Aplicagao das Fungoes Trigonomeétricas no Estudo da Miisica

Com base nas ilustragoes geradas pelo Geogebra, os alunos podem ter uma visdo mais ampla
a respeito das fungbes trigonométricas, permitindo que eles consigam compreender o motivo pelo
qual elas sao utilizadas para representar alguns fendémenos fisicos oscilatorios, como por exemplo,
as ondas mecanicas (é aqui que a musica pode entrar como aplicagao pratica).

Voltando ao tema deste trabalho, a miisica é com certeza um fator motivacional de grande peso
pelo fato dos alunos dessa faixa etéaria estarem fortemente ligados & influéncia musical. A musica
abrange o mundo inteiro, ultrapassando fronteiras fisicas, sociais e culturais. Onde existem pessoas,
existem instrumentos ou dispositivos reproduzindo algum tipo de musica. “Sabendo que a proposta
deste trabalho é estudar e entender os acordes musicais em um ponto de vista matemético, como
poderiamos apresentar este tema aos alunos do ensino médio?”

Para responder a pergunta do paragrafo anterior, inicialmente podemos apresentar aos alunos
algumas consideragoes basicas que devem ser utilizadas no estudo da musica: (i) as notas musi-
cais podem ser entendidas como objetos elementares que formam a musica, (ii) ja os acordes sdo
combinagoes destes objetos. Reunindo estas definigoes com o estudo das fungdes trigonométricas,
os alunos podem enxergar graficamente a diferenca entre notas e acordes, ou seja, uma nota é
representada pela fungao seno e um acorde é representado pela soma de vérios senos, onde os
argumentos obedecem & equacao da escala temperada?. Para nao gerar confusdo nos alunos ao
apresentarmos a aplicacao das fungoes trigonométricas com a misica, podemos definir a equagao
da escala temperada como “uma equagao que descreve a distribuicao das notas musicais ao longo
de um eixo real W, onde cada w; representa o fator que multiplica o  no argumento da fungao
seno”® (Figura 7).
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Figura 9: Interpretagio simplificada da equagdo da escala temperada. Fonte: [4]

Desta forma podemos apresentar aos alunos uma fungao que descreve matematicamente um
acorde musical composto por trés notas musicais:

f(z) = Agsen (wp - ) + Ay sen (wq - ) + Az sen (ws - ). (3)

Esta equacao é facil de ser trabalhada em sala de aula, pois utiliza apenas elementos bésicos
para descrever a fungao seno, e estes parametros podem ser investigados através da utilizacao do
Geogebra, por exemplo. A Figura 62 ilustra um exemplo que pode ser apresentado aos alunos,
sugerindo que eles fagam o esbogo pelo Geogebra.

f(z) = sen (z) + sen (1,25 - x) + sen (1,4 - x) (4)

Sem entrarmos em temas especificos da fisica e da misica, podemos levar os alunos a enxergarem
a musica através de elementos matematicos.

2A apresentacdo do significado fisico da escala temperada talvez ndo seja compreendida pelos alunos neste
momento dependendo da sequéncia dos contetdos adotados pela escola, pois este tema depende das progressoes
geométricas, que geralmente sdao introduzidas nos anos finais do ensino médio.

3Definicdo simplificada atribuida pelo autor.



Figura 10: f(z) = sen(z) + sen(1,25- )+ sen(1,4 - x) (Geogebra).

4 Consideracoes Finais

A misica e a matematica sao areas diretamente relacionadas e podemos compreender e estudar
uma a partir da outra. Neste trabalho apresentamos e observamos esta relagao no desenvolvimento
do estudo dos acordes, que sdo elementos musicais que formam a base de qualquer musica. Reu-
nindo nogoes de fisica e matematica podemos representar elementos musicais de forma analitica e
grafica, nos dando suporte para uma analise precisa da teoria musical. O objeto de interesse deste
trabalho — identificar e classificar um acorde musical — se tornou possivel mediante o vinculo destas
areas do conhecimento humano.

Um grande desafio da educagdo moderna é incentivar os alunos a se aprofundarem no co-
nhecimento, principalmente no conhecimento matematico. Em todos os niveis de escolaridade
observamos e nos deparamos com indagagoes do tipo: “Onde aplicaremos isto?” ou “Por que te-
mos que estudar isto?”. E possivel fazer uma ligacdo entre a matematica e a vida cotidiana e, a
aplicagao da matemaética no estudo da misica comprova um ramo desta ligacao.

A abordagem deste trabalho também pode ser empregada para motivar e despertar o interesse
dos alunos no estudo das fungoes trigonométricas, fendmenos oscilatorios, misica e também técnicas
de programacao. A utilizagao de recursos tecnolégicos pode, neste sentido, realizar a conexao entre
os conteudos didaticos e as aplicagoes praticas do mundo moderno.
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