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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma caracterizagao dos poligonos regulares utilizando ma-
tematica basica. Precisamente, demonstramos que, fixado o niimero de lados, os poligonos regulares
maximizam (minimizam) area na classe dos poligonos inscritos (circunscritos) em uma circunferén-
cia. A demonstragdo utiliza o Principio de Indugdo Finita e desigualdades cléssicas envolvento
trigonometria, contrastando com as provas disponiveis na literatura que sao baseadas na desigual-
dade de Jensen.
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1 Introducao

Desde as séries iniciais, ensina-se aos alunos conceitos e definigoes sobre poligonos. Conhecer
profundamente as propriedades dessas figuras € uma preocupagcao desde a antiguidade, pois quanto
mais entendemos, melhor podemos manipulé-las, o que favorece suas aplicagoes no cotidiano.

Este artigo constitui parte da dissertagao defendida em setembro do presente ano, visando a
obtengao do titulo de Mestre em Matematica pelo PROFMAT e busca apresentar uma demonstra-
¢ao, utilizando uma abordagem acessivel aos alunos dos anos finais da Educagao Béasica, de que os
poligonos regulares maximizam (minimizam) a 4rea na classe dos poligonos inscritos (circunscritos)
em uma circunferéncia e que possuem o mesmo namero de lados. A demonstracdo apresentada
possibilita possibilita que estudantes dos anos finais da Educagao Bésica possam compreender essa
elegante caracterizagao dos poligonos regulares e assim .e desenvolvam habilidades para aplica-los
tanto na resolucao de problemas académicos quanto na vida cotidiana.

A contribuigdo desta pesquisa esta em contribuir para tornar o conhecimento matemético mais
acessivel, sem perder o rigor teorico, facilitando o aprendizado e a valorizacao dos conceitos geo-
métricos na formagao educacional.

2 Metodologia

Realizamos estudos bibliograficos com o intuito de obter a maior quantidade possivel de in-
formagoes sobre o nosso objeto de estudo. No livro Fundamentos de Céalculo [1] , no capitulo 3,
intitulado Limite e Derivada, Caminha (2015 p. 188) nos faz refletir sobre o seguinte exemplo:
“Seja I" um semicirculo de raio R e diametro AgA;. Para cada inteiro n > 2, mostre que existe um
n-agono AgA1As ... A,_1 satisfazendo as seguintes condigbes: (a) As...A,—1 €. (b) A 4rea de
AgA1As ... A, _1 é a maior possivel”. A solugao apresentada no livro tem sua beleza, entretanto,
envolve um nivel de conhecimento elevado.

Durante os nossos estudos, nos deparamos com artigo da revista Parabola intitulado “Uma prova
elementar de que o poligono regular é o maior entre poligonos inscritos em um circulo” (Tradugao
livre) [3], desenvolvido por quatro alunos japoneses do ensino médio. Esse artigo se relaciona com
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0 nosso objeto de estudo. Entretanto, apesar de ser uma demonstragao correta, precisa e aceita na
comunidade matematica, ela utiliza muitos artificios para chegar ao resultado final, o que a torna
menos elementar em alguns pontos e eleva o nivel da demonstracgao.

Nas demonstragoes apresentadas a seguir, buscamos utilizar, no maximo, contetidos abordados
nas séries finais da educagao bésica, o que foi possivel nas subsegoes 3.2 e 3.4 gragas a um método
obtido a partir dos estudos do artigo [2] da RPM.

3 Resultados e Discussao

3.1 Poligonos inscritos com 2™ lados

Proposition 3.1. Entre todos os poligonos, com 2™ lados, inscritos em ma circunferéncia, os
regulares sao os de maior drea.

Demonstragao. Considere um poligono com 2™ lados inscrito em uma circunferéncia de raio R,
em que m € N em > 1. Tragamos segmentos de reta do centro da circunferéncia a cada vértice
do poligono, obtendo assim 2™ tridngulos isosceles, conforme Figura 1. Sejam S7, 59,53, ..., Som
as areas dos tridngulos em que o poligono foi dividido e ay, as, as, ..., asm os dngulos formados
pelos lados iguais de cada tridngulo, tais que a1 + ag + - - - + agm = 271,

Figura 1: Poligono de 2™ lados inscrito em uma circunferéncia. Fonte: Os autores.

Como queremos determinar a drea do Poligono Inscrito, doravante representada por S(PI),
basta somarmos as areas dos tridngulos obtidos a partir do poligono. Assim, S(PI) = S; + S2 +
---+ Som. Escrevendo a area de cada tridngulo em funcao do seno e colocando o termo comum em
evidéncia, obtemos

R% . . .
S(PI) = 7(5111041 +sinag + -+ + sinagm). (1)
Queremos encontrar os poligonos de maior area. Para isso, devemos determinar o valor méximo
da expressao sina; +sinag + -+ - +sinagm, com o € (0,7) e k € {1,2,...,2™}, pois o poligono é
inscrito.

Fazemos F' = sinay + sinag + - -+ 4 sinagm e agrupamos os senos de dois em dois, obtemdo
F = (sina; +sinag) + (sinag + sinayg) + - -+ + (sinagm-1 + sinagm ). Agora, para z,y € (0,7),
devemos provar que o valor méximo da fungao

sinz + siny < 2sin <3U2—|—y> , (2)



ocorre se, e somente se, r = y.
Vamos empregar a formula de prostaférese amplamente conhecida.

sinx + siny = 2sin (m;—y) cos (x;y) .

Aplicando a ultima igualdade em (2), segue que

2sin (ac;—y) cos (m;y) < 2sin (33—2|—y> .
(x_y> <1.
5 <

Provando (2) e mostrando que o valor méaximo de sinz + siny é obtido quando

Dai,

sinz + siny = 2sin <x;—y> ) (3)

0 que ocorre se, e somente se, T = y.
Assim, aplicando (2) em cada par de senos em F' e colocando o 2 em evidéncia, obtemos

FSQ[Siﬂ(W) +sin(a3;—a4>+...+sin(a2"‘l;a2m>]

Seguimos repetindo esses processos de agrupar os senos de dois em dois, aplicar (2) a cada par
de senos e colocar o dois em evidéncia até obtermos 2™ senos de um tunico angulo do lado direito
da desigualdade, de modo que

(4)

Concluimos, portanto, que a soma sin o + - - - +sin agm atinge seu valor méaximo quando ocorre
a igualdade. Demonstraremos, a seguir, que tal condigao se verifica se, e somente se, os angulos
forem iguais. Vejamos.

Se a; = ag = - -+ = agm, nada precisa ser provado. Por outro lado, se

) ) (ot agm
sinag + -+ +sinagm < 2™ sin (12mQ>

sinaq + -+ -+ sinagm = 2™ sin <al—|—---—i—ag7n> , (5)

2m

devemos mostrar que oy = ag = -+ = agm. Para isso, novamente, tomamos por F' o primeiro
membro da igualdade obtida de (5), agrupamos as parcelas de F' duas a duas e aplicamos a
igualdade (3) a cada par de senos, por se tratar do valor maximo da soma. Como a; = ag,
a3 = Qq, ..., Qam_1 = Qgm, podemos, sem perda de generalidade, manter os dngulos de maior
indice, obtendo F = 2[sinag + sinay + - - - + sin agm|. Continuamos repetindo esse procedimento
até obtermos a expressdo F' = 2™ - sin agm, 0 que reduz a igualdade (5) a

. . a1+"'+a2'm
2™ . sin aigm = 2" sin ( ,

2m

0 que 86 OcorTe se (] = Qg = - -+ = Quigm.
Assim, o valor maximo da expressdo (4) ocorre se, e somente se, os angulos forem iguais. Isto
garante que entre os poligonos inscritos em uma circunferéncia, com 2™ lados, os regulares sao os



de maior area. Além disso, como aq + - -+ + agm = 27, uma formula para determinar a area desse
poligono é dada por

2
S(PI) = %sin <27r> ,Vn =2">3, ondeicN.
n

3.2 Poligonos inscritos com n lados

Proposition 3.2. Entre todos os poligonos, com n lados, inscritos em wma circunferéncia os
regulares sao os de maior drea.

Demonstragao. Inicialmente, observe que um poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia
)

pode ser dividido em n tridngulos, com n > 3, em que dois lados de cada tridngulo sdo raios (R)

da circunferéncia e o terceiro é um lado do poligono conforme Figura 2. De maneira analoga ao

que fizemos com o poligono de 2™ lados, chegamos a expressao

R2
S(PI) = T(Sinal +sinag + -+ sinay,), (6)

em que S(PI) ¢é a area do poligono inscrito.

Figura 2: Poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia. Fonte: Os autores.

Como queremos obter a maior area para o poligono, devemos encontrar uma expressao que
represente o valor maximo para sinay + sinas + --- + sina,,, com 22:1 ap = 2m. Ja que o
poligono ¢ inscrito em uma circunferéncia, devemos ter que aj € (0,7), com k € {1,...,n} e
n > 3. Ja vimos que a desigualdade (4) vale para 2™, com m € N. Agora, tomando n € N tal
que 2 < n < 2™, vamos provar que a desigualdade é verdadeira para todo n nas condigoes dadas.
Sejam sinay + - - - + sin a,, a soma de n parcelas e # um angulo tal que

777/ .

0= (7)

m

Adicionamos (2" — n)sin# a soma e obtemos sinay + -+ - + sina,, + (2™ — n) siné com um total

de 2™ senos, entao

+--~+an+(2’”—”)9>- (®)

sinoq—|—---—|—sin0¢n—|—(2m—n)sinHSQmSin(O[1 om



Considerando a igualdade (7) e com um pouco de dlgebra, concluimos que

a4+ g+ (2™ —n)f
2’m

— 0. 9)

Aplicando (9) em (8) obtemos sinag + -+ + sina, + (2™ — n)sinf < 2™sinf. Dai, subtraindo
(2™ —n) sin 0 dos dois membros da ultima desigualdade, encontramos sin g +- - - +sina,, < nsiné.
Agora, aplicando a igualdade (7) segue que

: : : +oo
sinag + -+ +sina, < nsin <M> . (10)
n

Assim, provamos que a desigualdade é valida para todo n natural.
Vamos provar que a igualdade ocorre se, e somente se, a3 = ag = -+ = 5. Se os angulos
forem iguais, a igualdade sera claramente verificada. Por outro lado, se

a ... a
sinag + -+ + sina,, = nsin <1++n> , (11)
n
devemos mostrar que a3 = g = -+ = Q.
Seja 6 um angulo, conforme apresentado em (7). Adiciondo (2™ —n)sin € a ambos os membros

da igualdade (11), obtemos

0‘1++0‘n> + (@™ — n)sind.

sinag + -+ +sina, + (2™ —n)sin9:n~sin<
n

Substituindo a média aritmética dos n dngulos por € e simplificando o segundo membro da tltima
igualdade, segue que sin a; +- - - +sin a, + (2™ —n) sin @ = 2™ sin . Para essa quantidade de senos,
ja vimos que a igualdade ocorre se, e somente se, a3 = -+ = a,, =0 = --- = . Agora, subtraimos
(2™ —n) sin f de ambos os membros, obtendo sinay + - - - +sin a,, = n-sind. Por fim, substituindo
0 pela média aritmética dos n angulos encontramos a igualdade desejada, provando que, se essa
ocorre, entdo a; = - -+ = «,. Portanto, a igualdade (11) ocorre se, e somente se, todos os angulos
forem iguais.

Desse modo, provamos que a expressao (6) atinge o valor maximo se, e somente se, a1 = ag =
-+« = ag, garantindo que, entre os poligonos inscritos em uma circunferéncia, os regulares sao os
de maior area. Além disso, uma férmula para determinar a area dos poligonos regulares inscritos
em uma circunferéncia de raio R é dada por

R? 2
S(PI) = 7nsin (:) ,VneNen > 3.

3.3 Teorema dos poligonos regulares inscritos

Theorem 3.1. Entre todos os poligonos inscritos em uma circunferéncia e com a mesma quanti-
dade de lados, os regulares sGo 0s de maior drea.

Demonstracao. Provadas as proposigoes 3.1 e 3.2, fica provado o teorema. O

3.4 Poligonos circunscritos com 2™ lados

Proposition 3.3. Entre todos os poligonos, com 2™ lados, circunscritos a uma circunferéncia, os
regulares sao os de menor drea.



Demonstra¢ao. Considere um poligono de 2™ lados circunscrito a uma circunferéncia de raio R
e centro O, em que m € N e m > 1. Nele tragamos segmentos de reta que partem do centro
da circunferéncia até os pontos em que o poligono tangencia a circunferéncia, obtendo assim 2™
quadrilateros. Sejam P, Py, ..., Pom 0s vértices do poligono, Q1,Qs,...,Q2m 0s pontos de inter-
secao entre o poligono, a circunferéncia e o raio. Fazendo ZQ10Qs = 21, ZQ20Q3 = 2as, ...,
ZQomO0Q1 = 2am em que 2a7 + 2a9 + - - - + 2a9m = 27w. Podemos, sem perda de generalidade,
tomar o quadrilatero OQ;P; Q2 e nele tracar o segmento OP;, conforme Figura 3, que o divide
em dois tridngulos retdngulos congruentes, segundo o caso CH. Logo, a area (S;) do quadrila-
tero OQ1P1Q- é igual a duas vezes a area do tridngulo OQ,P;. Dai, fazendo Q1P = 1, temos
Sl =R- xXq.

Figura 3: Poligono de 2™ lados circunscrito em uma circunferéncia. Fonte: Os autores.

Por outro lado, como o tridngulo OQ, P, possui um angulo reto, os outros angulos sao comple-
mentares. Assim, pela lei dos senos, obtemos que

T R T R sin oq
- = — —t - = — T = R .
sinag  sin(90° — ay) sina;  cosag cos oy

Logo, £ = R -tanay. Substituindo em S; = R - x; segue que S; = R? - tan o1
Procedendo de maneira analoga com os demais quadrilateros, obtemos a seguinte expressao
para a area do poligono circunscrito, que representaremos por S(PC).

S(PC) = R? (tanaj +tanag + - - - + tan agm ) .

Queremos obter a menor area para o poligono, entdao devemos encontrar uma expressao que
represente o valor minimo da soma tan a; + tanasg + - - - + tan agm, com oy + ag + - - - + qgm = .
Como o poligono é circunscrito a uma circunferéncia, temos que aj, s, ...,qgm € (O7 g), com
m € N e, nesse caso, m > 1.

Para determinarmos o valor minimo de tan oy + tanas + - - - 4+ tan «,,, devemos, inicialmente,
provar que

tan(z) 4+ tan(y) > 2tan (T) ) (12)

com z,y € (0,%), ocorrendo a igualdade se, e somente se, z = y. Vejamos: como

tan(z) + tan(y) =

sin(x + y) T+ y) sin(z + y)

t = .
cos(z) - cos(y) ¢t ( 2 1+ cos(z + y)



Podemos escrever a desigualdade (12) da seguinte forma

sin(x + y) S 2sin(z + y)
cos(z) - cos(y) — 1+ cos(z +y)

Dai, como cos(x)-cos(y) > 0 e 1+cos(x+y) > 0, temos 1+ cos(z+y) > 2cos(z) - cos(y). Sabemos
que 2 cos(x) - cos(y) = cos(x +y) + cos(z —y), entdo 1+ cos(x +y) > cos(x+y)+cos(xz —y). Assim,
1 > cos(xz — y), o que comprova a desigualdade (12). Além disso, 1 = cos(xz — y) se, e somente se,
x =y, garantindo que o valor minimo de tan(z) + tan(y) ocorre se, e somente se, z = y.

Agora, para determinarmos o valor minimo de tan a; + tanas + - - - + tan asm procedemos de
maneira analoga ao que foi feito com sina; + sinas + -+ + sinasm na segao 3.1, observada a
inversao do simbolo de desigualdade.

Realizando os calculos previstos, chega-se a seguinte féormula que determina a area de um
poligono de 2™ lados circunscrito a uma circunferéncia de raio R.

S(PC) = nR?tan (27r> ,Vn =2">3, ondeicN.
n

3.5 Poligonos circunscritos com n lados

Proposition 3.4. Entre todos os poligonos, com n lados, circunscritos a uma circunferéncia, os
regulares sao os de menor drea.

Demonstracao. Sejam Py P --- P, um poligono circunscrito em uma circunferéncia de centro O e
raio R, e Q1Q2 - - @Q,, os pontos de tangéncia do poligono com a circunferéncia, conforme Figura
4.

Figura 4: Poligono de n lados circunscrito em uma circunferéncia. Fonte: Os autores.

De maneira totalmente anéloga ao que fizemos com o poligono de 2™ lados na subsegdo 3.3,
chegamos a expressio S(PC) = R?(tan oy +tanag+ - - - +tana,). Como o poligono é circunscrito,
entao a; +as+---+a, =Teay,q, - ,Qn € (O7 g) Queremos determinar o poligono de menor
area, logo, devemos obter a condigao suficiente e necessaria que minimize a expressao tan oy +
tan as + - - - + tan a,,, bastando para isso provarmos que

ap+ -t
tanaq + - - -+ tan«,, > ntan (1"),

n



ocorrendo a igualdade se, e somente se, a1 = -+ - = q,.

A demonstragao a partir desse ponto é anéloga ao que fizemos com a desigualdade para o seno
na subsecao 3.2. Apoés os célculos previstos, obtém-se a expressdo que determina a drea de um
poligono regular de n lados circunscrito a uma circunferéncia de raio R.

S(PC) = nR?tan (%), YneNen > 3.

3.6 Teorema dos poligonos regulares circunscritos

Theorem 3.2. Entre todos os poligonos circunscritos a uma circunferéncia e com a mesma quan-
tidade de lados, os requlares sao os de menor drea.

Demonstrag¢ao. Provadas as proposigoes 3.3 e 3.4, fica provado o teorema. O

4 Consideracgoes Finais

Concluimos este trabalho reiterando que o resultado acima caracteriza os poligonos regulares
como objetos que otimizam a &rea em um contexto com vinculo e destacando, novamente, que o res-
tultado é deduzido utilizando ferramentas muito acessiveis, a saber, desigualdades trigonométricas
e o Princiipio de Indugao.
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