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Resumo. O objetivo deste trabalho é mostrar a importancia da Aritmética Modular para o ensino-
aprendizagem de matemética. E evidenciado que ha possibilidade de inserir objetos de conhecimento
da Aritmética Modular nos organizadores curriculares da educagdo béasica, segundo os documentos
normativos, autores, pesquisadores e professores.Além disso, aborda-se a nogdo de Congruéncia
apresentando diversos exemplos e aplica¢ées no ensino, dando destaque & Aritmética dos Restos,
aos Critérios de Divisibilidade, aos Digitos Verificadores dos CPF, cartées de crédito, ao Calendario,
entre outros.
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1 Introducao

Neste trabalho, abordam-se situagdes que envolvem a Teoria dos Numeros, em especial a Arit-
mética Modular. Atualmente uma das ferramentas mais importantes na Teoria dos Numeros é a
Aritmética Modular, pelo fato de envolver o conceito de Congruéncia, pois nos permite resolver
diversas situagoes-problemas relacionadas & Divisibilidade, as Congruéncias Lineares, as Classes
Residuais e as Equagoes Diofantinas Lineares.

A Aritmética modular tem muita aplicabilidade no cotidiano; no entanto, os organizadores
curriculares do Ensino Bésico contém apenas os conceitos e defini¢oes basicas de niimeros naturais e
suas operacoes, miltiplos, divisores, nimeros primos, niimeros compostos, regras de divisibilidade,
maximo divisor comum, minimo miltiplo comum e conceitos iniciais de niimeros inteiros e suas
operagoes. Estes topicos sdo relacionados & Teoria dos Numeros, em especial, a Aritmética Modular
que é muito mais ampla, e os livros didaticos deixam de abordar uma grande parte deles.

Ha relatos sobre o Ensino de Aritmética Modular na Educagdo Basica, e embora os orga-
nizadores curriculares nao detalhem os contetdos dessa &rea, documentos normativos, autores,
pesquisadores e professores defendem sua inclusao nos curriculos.

2 Metodologia

Este trabalho apresenta uma pesquisa exploratoria e descritiva, quanto ao procedimento, faz o
uso primordialmente de pesquisa bibliografica e, em alguns pontos, de pesquisa documental.
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3 Resultados e Discussoes

Diante das pesquisas na literatura especifica, evidenciou-se que os contetidos de Aritmética
Modular nao estao explicitamente dentre os objetos de conhecimentos propostos pelos documentos
normativos da educacgao brasileira, tais como a Base Nacional Comum Curricular — BNCC e, de
modo mais especifico, 0 Documento Curricular do Territério Maranhense — DCTMA.

Porém, segundo [6] por mais que nao esteja de forma explicita nos curriculos, a Aritmética
Modular pode ser objeto de estudo na Educagao Basica, nao com o objetivo de ser apenas mais
um conteudo previsto, mas cada docente tem a possibilidade de atar aos objetos de conhecimento
ja presente nos organizadores curriculares.

Vale destacar, ainda, que [8] (p. 11) complementam que o ensino da Aritmética Modular na
Educacao Basica auxilia a consolidagao do conceito de divisibilidade, proporciona que os alunos
conhecam um contexto diferente para a realizacdo das operagoes aritméticas e, ainda, incentiva
um maior desenvolvimento do pensamento aritmético e sua ligacao com o algébrico.

Outros autores defendem também a inser¢dao da Aritmética Modular na educacao basica, tais
como [5] (p.13) ao argumentarem que ela pode auxiliar no desenvolvimento do pensamento ma-
tematico e na resolugdo de problemas. Segundo [7] (p.49), devido & importancia do estudo e
aplicabilidade das congruéncias modulares, que estimulam o desenvolvimento de habilidades essen-
ciais para a formacao do aluno, propoe-se o ensino de Congruéncias Modulares a partir do 6° ano
do Ensino Fundamental.

Conforme a afirmacdo mencionada anteriormente de Ferreira [7] e diante do Organizador Cur-
ricular de Matematica do DCTMA,[6], nota-se que a inser¢ao da Aritmética Modular pode ser
feita, nao apenas a partir do 6° ano, mas desde o 5° ano do Ensino Fundamental, visto que ha
possibilidade de fazer a relagao dela com alguns objetos de conhecimento de algumas habilidades
desse ano e de anos posteriores.

Constata-se que, no Ensino Fundamental do 5° ao 7° ano, ha possibilidade da inser¢ao da nogao
de congruéncia no componente curricular Matemaética. Note que a habilidade nimero 10 do 5° ano
da BNCC tem como objeto de conhecimento “Propriedades da igualdade e nogao de equivaléncia”,
desse modo é pertinente abordar a simbologia de congruéncia = como uma nogao de equivaléncia
enfatizando suas propriedades.

Essa nogao vai ser aprofundada no 6° ano, visto que as habilidade nimero 05 e 06 possuem
como objetos de conhecimento “Miltiplos e Divisores de um nimero natural; Ntumeros primos
e compostos". Percebe-se que os alunos terao um contato mais acentuado com os critérios de
divisibilidade, o que é uma excelente oportunidade para aprofundar a nogao de congruéncia, ja
que é uma nova maneira de se comparar os numeros naturais. Por exemplo, dividindo uma turma
de 31 alunos em dois grupos, de modo que um grupo A tenha 14 alunos e um grupo B tenha 17,
e consequentemente fizermos uma nova divisao dentro de cada grupo formando subgrupos de 3
alunos, notaremos que ambos os grupos terdo 2 alunos sobrando. Assim, tem-se que 14 e 17 sdo
congruentes médulo 3, pois quando divididos por 3, o resto é o mesmo.

Consequentemente, ao encontro com a habilidade nimero 01 do 7°ano, cujo objeto de conhe-
cimento é “Miltiplos e divisores de um nimero natural”’, a nocao de congruéncia modular pode
ser retomada. Nesse mesmo ano, essa nogao pode ser aprofundada conforme a habilidade niimero
04, em que o objeto de conhecimento é “Numeros inteiros: usos, histéria, ordenagao, associacao
com pontos da reta numérica e operagoes”’, pois ampliaremos a nogao para o conjunto dos nimeros
inteiros.

[1] (p.67) propde o estudo de congruéncias no Ensino Médio. Com o mesmo objetivo, [2] (p.05)
acredita que esse objeto de estudo, quando aplicado nesse nivel de ensino, pode desenvolver nos
alunos habilidades que lhes pertimem criar conjecturas, tornando-os mais & vontade para fazer
abstragoes e estimulando argumentagoes, tanto orais quanto escritas, em diferentes niveis. Assim,
com base no que foi exposto, pode-se inferir que o ensino da Aritmética Modular também pode



ser alinhado ao curriculo do ensino médio.

3.1 Aritmética Modular

Consoante [4], o algoritmo da divisio de Euclides é um resultado importante da Teoria dos
Nimeros e também no fundamento das Congruéncias.

Algoritmo da Divisao de Euclides. Considere dois inteiros a e b, com b # 0, entdo existem
Gnicos inteiros q e r tais que
a=¢qgb+r, com0<r<|b|.

Os inteiros ¢ e r sao denominados, respectivamente, de quociente e resto, e r = 0 se, e somente
se, b & divisor de a ou b divide a, em simbolo: b | a.

Definigao 3.1. Sejam a e b dois inteiros nao nulos. O méaximo divisor comum de a e b é o inteiro
positivo d que satisfaz as seguintes condigoes:

1. d|aed|b;
2. Sec|aesec|b, entdo c <d.

O méximo divisor comum de a e b ¢ indicado por: d = mdc(a,b). E imediato que mdc(a, b) =
mdc(b, a).

Definigao 3.2. [Congruéncia]

Dois inteiros a e b sao congruentes moédulo n, n inteiro positivo maior que 1, se os restos da
divisao de a e de b por n sao iguais. Em simbolo, a = b mod n.

Tem-se algumas propriedades das Congruéncias: considere a e b inteiros, a = b mod n se, e
somente se, n | (a — b). Logo,

i- a=amodnparatodoaceZ, ncNen > 1;

ii- a=bmodn = b=a modn para todo a, b € Z;

ili- a=bmodneb=cmodn = a=cmodn paratodoa, b, c€ Z;
iv-a=bmodnec=dmodn = (a+c¢)=((b+d) modn paratodoa, b, ¢, d€Z;
v- a=bmodnec=dmodn = (a-¢)=(b-d) modn paratodoa, b, ¢, d € Z;
vi-a=bmodn = a*=b"modn paratodoa, beZ, keN.

Conforme [3],a Congruéncia e suas propriedades sdo de grande utilidade na resolucao de pro-
blemas e sao a ferramenta para justificar os critérios de divisibilidade mneménicas, o calendério,
os digitos verificadores de CPF, cartao de crédito, entre outros.

3.2 Aplicagoes de Aritmética Modular no Ensino
3.2.1 Critérios de Divisibilidade
Um numéro inteiro N = n,n,_1n,_s---noning pode ser escrito na base decimal como:
N=n, 10" 4+n,_1-10"" 4+ np_9-10""2 4+ ---ny - 10 + ny - 10* 4+ ng - 10°,

em que os nameros n; € {0,---,9} sdo chamados de digitos de N.



Desse modo, serao utilizados os conceitos e propriedades das Congruéncias para definir alguns
critérios de divisibilidade.

Divisibilidade por 2
Utilizando a nogao de congruéncia, note que 10 = 0 mod 2, segue-se do item 3 das propriedades
das Congruéncias que
10° - n; = 0 mod 2,

para algum ¢ > 1. Portanto,
N=n,-10"+n,_1-10"  +n, o-10""2 4 - +ny - 10 + ny - 10" +ng - 10°
N=10-(n, 10" " 4+ n,_1 - 1072 + - +ny - 10" + 1y - 10°) + ng
N=10-(n,- 10" 4+ 0,1 - 1072 4 - +ny - 10" + 1y - 10°) +ng = 0 mod 2,

assim,
N = ng mod 2.

Logo N é divisivel por 2 se, e somente se, ng é divisivel por 2, ou seja, se ng for par.

Divisibilidade por 3 e 9

Utilizando a nogao de congruéncia, note que 10 =1 mod 3 e 10 =1 mod 9, segue-se do
item 3 das propriedades das Congruéncias que

100=1mod3 e 10°=1mod9

para ¢ > 1.
Isso mostra que se,

N=n, 10" 4+n—1-100" 4+ n,_5-10""2 + .- 4 ny-10> + ny - 10" + ng - 10°

entdo, N = (N +np—1+np_o+---na+n;+ng) mod3 e N=0n,+n—14+n_o+---na+n;+
ng) mod 9. Um namero inteiro N é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos é divisivel
por 3. E por 9 quando a soma de seus algarismos também é divisivel por 9.

Divisibilidade por 6

Um numero inteiro N é divisivel por 6 quando é divisivel por 2 e 3 simultaneamente. Uma
justificativa desse critério vem do Teorema Fundamental da Aritmética que afirma que todo nimero
inteiro maior que 1 pode ser escrito de maneira tinica como um produto de niimeros primos,
desconsiderando a ordem dos fatores. A partir dele obtém-se a decomposicdo em fatores primos
do 6, que 6 =2 - 3.

Divisibilidade por 4 e 8

Utilizando a nogao de congruéncia, note que 10 = 2 mod 4 e 10 = 2 mod 8, segue-
se do item 3 das propriedades das Congruéncias, 102 = 22 = 0 -1 mod 4, da mesma forma,
103=22=1-0-1mod 4, de modo anélogo 10% = 23 = 0 mod 8 o que implica em

10°=0mod4 e 10 =0 mod 8

parai>2ek > 3.



Isso mostra que, se
N=n,-10"4+n,_1-10""  +n,_5-10""2 4+ +ny - 10> + ny - 10* + ng - 10°,
entao
N=0+0+40+---+10"-n;+ngmodd e N=04+04+04---+ 04 naning mod 8.

Logo, N ¢ divisivel por 4 se, e somente se, 10! -n; 4+ ng, ou seja, ning é divisivel por 4. Um ntimero
inteiro N é divisivel por 4 quando seus dois dltimos algarismos formam um numero divisivel por
4, ou seja, N = (2n; + ng) mod 4.

De modo anélogo, N ¢é divisivel por 8 se, e somente se, 102 - ny + 10! - ny 4+ ng, ou seja, noning é
divisivel por 8. Assim, um nimero inteiro N é divisivel por 8 se, e somente se, quando termina em
000 ou quando os ultimos trés algarismos da direita for divisivel por 8.

Divisibilidade por 5
Utilizando a nogao de congruéncia, note que 10 = 0 mod 5, segue-se do item 3 das propriedades
das Congruéncias, o que implica em
10° = 0 mod 5,

para ¢ > 1.
Isso mostra que, se

N=n,-10"+n,_1-10""  +n,_5-10""2 + -+ +ny - 10> + nq - 10" + ng - 10°

entao
N=04+04+0+---+ng mod 5.

Logo, N é divisivel por 5 se, e somente se, ng é divisivel por 5, ou seja, se ngy for 0 ou 5.

3.3 Digito Verificador CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) é um conjunto de ntimeros que serve para identificagao de
uma pessoa. O cadrasto possui 11 digitos, dos quais o nono digito identifica o estado brasileito
de emiss@o da pessoa. Os dois ultimos nimeros sdo digitos verificadores (ou de controle), sendo
essa mais uma aplicagao de congruéncia, que utiliza congruéncia moédulo 11, operando com os nove
primeiros algarismos:

c=1[a1 as ag a4 a5 ag a7 ag ag |

e esses algarismos ficam sendo multiplicados, conforme a ordem dada no documento, pela primeira
matriz de pesos pré-estabelecida em CPF’s por:

p=[123456789].
Assim, é feito o produto matricial entre ¢ e pt, dando uma soma (S) e a congruéncia usada é:
S —aip =0 mod 11,

aio = S mod 11 ou S =ayp modll.

Para encontrar o segundo digito verificador o mesmo processo é realizado, todavia acrescentando
aip em c e a matriz p passa a ser:

p=[0123456789]



Em outras palavras, o decimo digito, ou primeiro verificador é calculado assim: multiplica-se o
primeiro ntimero por 1, o segundo por 2, o terceiro por 3, até o nono que deve ser multiplicado por
9. Soma-se os resultados obtidos e calcula-se o resto da divisdo por 11, tal resto serd o primeiro
digito de controle, exceto se tal resto for 10, situacao em que o digito serda 0. Para o segundo digito
de controle multiplica-se o segundo namero por 1, o terceiro por 2, o quarto por 3 até o décimo
nimero que deve ser multiplicado por 9, soma-se os resultados obtidos e divide-se por 11, o segundo
digito de controle é o resto dessa divisao. Como antes, se tal resto for 10, o digito verificador seré
0.
Exemplo 4.1. Encontre os digitos verificadores do CPF ficticio dado por: 515.253.545- ajpa1;.
Solugao: Para encontrar o primeiro digito, faz-se o produto das matrizes:
c1=[515253545]ep;=[123456789],
assim, obtém-se a soma (5) em cada caso:

S1=5-1+1-2+5-3+2-44+5-5+3-6+5-7+4-84+5-9
S1=54+2+154+8+25+184+35+32+45
S1=5+2+154+8+25+18+35+32+45

S1 = 185.

Logo,
S1 — a0 =0 mod 11

185 — a9 = 0 mod 11.

Portanto, a1 é igual a 9.
Agora, para calcular o ultimo digito, toma-se
c2=[5152535459]ep;=[0123456789].
Assim, encontra-se a outra soma:

So=5-0+1-14+5-242-3+5-443-5+5-64+4-7+5-849-9

So=0+14+10+6+20+154+30+28+40+ 381
Sy = 231.

Mas, como
Sy — a1 =0 mod 11,

tem-se que
231 — a1 =0 mod 11.

Logo, a11 =0, e o CPF sera 515.253.545-90.

3.4 Calendario

Quando se trata de calendario, nota-se que ha um grande enredo matematico por tras. Uti-
lizando congruéncia modulo m, com m = 7 no calendario, referente ao més de julho de 2024,
observa-se que

Domingo: n=0modT; Segunda: n=1modT;Terca: n=2modT;Quarta: n=

3mod 7; Quinta: n=4modT; Sexta: n=5modT; Sabado: n=6modT.
Para determinar, por exemplo, qual dia da semana seria 30 de julho de 2024, bastaria apenas saber
a que classe de congruéncia que esse dia pertenceria em modulo 7. Dessa forma, dividindo 30 por
7. resulta em um quociente 4 e resto 2. Assim, 30 = 2 mod 7, ou seja, sabe-se que segunda-feira é
a data inicial do més, dia 1, a classe de restos 2 pertence nesse sentindo as tergas-feiras. Portanto,
dia 30 de julho de 2024 é terga-feira.



4 Consideracgoes Finais

Compreende-se que a importancia da Aritmética Modular no ensino é extraordinaria e total-
mente relevante. Por mais que nao esteja presente nos curriculos do ensino basico, os docentes
de matematica podem inserir, consoante a documentos educacionais, em suas aulas esse contetido,
desde que atrelados aos contetidos de Teoria dos Ntumeros contidos nas grades curriculares. Isso se
dé pelo fato da Aritmética Modular trazer um rol de aplicagbes de facil compreensao pelos alunos
da educagao basica, tais como & divisibilidade, ao calendéario, ao relégio, ao CPF, aos cartoes de
crédito, entre outros.
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