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Resumo. O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma introdugao dos Frac-
tais no Ensino Médio, com enfoque na abordagem pratica de conceitos matemaéticos, principalmente
aqueles relacionados as operagdes com polinémios, com a exploragao de processos iterativos, formu-
las gerais e algoritmos e estimulo ao uso de tabelas.Essa iniciativa objetiva fornecer uma perspectiva
visual e recursiva para a compreensio de padrées, fundamentando-se na propriedade de autossimi-
laridade dos fractais. Adaptada aos requisitos da BNCC]|1], essa abordagem pratica é um exemplo
de estratégia pedagogica inovadora na aprendizagem matemética.
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1 Introducao

No cenario atual da educagao matematica, destaca-se uma crescente busca por estratégias
pedagogicas inovadoras que visam tornar as aulas mais envolventes e eficazes no processo de ensino-
aprendizagem. Uma possivel estratégia pedagogica é a utilizacao de processos ilustrativos, que
possam surgir como resultado da aplicagao de conceitos sendo estudados pelos alunos em sala de
aula. Nessa linha de atuagao, um topico matematico de grande apelo visual seriam os fractais.
Elvia Mureb afirmal5|, que

A introducao de fractais no Ensino Médio, além de satisfazer a curiosidade de quantos
j& ouviram falar neles, propicia a oportunidade de trabalhar com processos iterativos,
escrever formulas gerais, criar algoritmos, [...| e estimulo ao uso de tabelas .

Nesse contexto, o presente trabalho apresenta uma proposta de introduzir fractais como ferra-
menta visual, especialmente focalizada na abordagem pratica de conceitos matematicos, notada-
mente aqueles relacionados as operagoes com polinémios. Para isso é necessario que a introdugao
de fractais no ambiente educacional também forneca uma perspectiva visual e recursiva para a
compreensao de padroes matematicos complexos. A propriedade de autossimilaridade dos fractais
pode ser usada para ilustrar um processo algébrico recursivo com polinémios.

Especificamente, a proposta pretende apresentar uma introducao de fractais no Ensino Médio,
explorando a curiosidade dos alunos para trabalhar com processos iterativos, férmulas gerais, cria-
¢do de algoritmos e estimulo ao uso de tabelas, conforme destacado por Elvia Mureb|5|, utilizando
as técnicas de manipulacao de polindmios nesse processo. A proposta pedagogica consiste na utili-
zagao da recursividade do binémio de Newton e seu apelo visual ilustrado pelo Triangulo de Pascal.
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Pretende-se com isso mostrar como um processo recursivo resulta na propriedade de autossimila-
ridade de uma estrutura fractal. A atividade proposta nao se limita & ampliacdo da compreensao
dos fundamentos matemaéticos, mas se estende & consolidacdo de habilidades nas operagdes com
polinémios, melhorando a percepcao dos estudantes sobre a recursividade e a estruturagao dos frac-
tais. A abordagem préatica incentiva os alunos a investigarem os padroes visuais nos coeficientes
do Triangulo de Pascal, culminando na identificagao de um padrao analogo ao fractal.

Segundo Margarida Milani[3|, quando ha trabalhos e pesquisas realizadas utilizando fractais
no ensino médio e fundamental, pode-se abordar alguns conceitos que auxiliam os estudantes a
aprender melhor e desenvolver habilidades que podem ser abordados destacando, (sic) “. . . Intuigao,
Logica, razdo, Dedugao, Formulas, Processos Interativos (algoritmos), Padrdées Numéricos |...]
entre outros.”

A atividade proposta néao se limita a atender aos requisitos curriculares, mas alinha-se & filosofia
da Base Nacional de Comum Curricular (BNCC) ao promover uma abordagem que vai além da
teoria, incentivando os alunos a explorarem conceitos como intuigao, logica, dedugao e processos
interativos.

2 Metodologia

Uma metodologia de trabalho propoe a aplicagdo pratica dos conceitos de fractais no ensino
de polinémios, utilizando a recursividade e a autossimilaridade como bases. A proposta de pratica
aproveita o Tridngulo de Pascal como uma ferramenta visual para auxiliar os alunos a compre-
ender a expansao binomial e a recursividade dos polinémios. O objetivo principal é utilizar uma
abordagem pratica para lecionar polindémios no ensino médio, com énfase em padroes recursivos e
autossimilares, personagem.

2.1 Objetivos

De maneira geral, a atividade visa melhorar a compreensao dos fundamentos matemaéticos,
fazendo com que os alunos se habituem a manipulacao de polinomios, mediante sua expansao e
consequente obtencao dos coeficientes binomiais da enésima poténcia de uma soma algébrica. Como
objetivos especificos relacionados ao topico de polinémios, que é parte do conteiido de matemaética
para o ensino médio, a atividade ir4 abordar:

1. Poténcias de uma soma algébrica;

2. Coeficientes da expansao binomial;

3. Fungoes genéricas a partir de algoritmos;

4. Autossimilaridade como consequéncia de um processo iterativo;

5. Induzir os estudantes a executar um algoritmo de maneira intuitiva, e assim promover sua
compreensao sobre fungoes matematicas num sentido mais amplo;

6. Mostrar as relagoes de recorréncia e seus efeitos no aparecimento de uma estrutura final, com
consequente observagao do mecanismo de autossimilaridade presentes no tridngulo de Pascal

e no tridngulo de Sierpinski;

7. Rever temas béasicos como a divisibilidade e produtos notéaveis.



2.2 Desenvolvimento da atividade

Nessa atividade serdo feitas expansoes de polindmios com consequente identificacdo de seus
coeficientes no tridngulo de Pascal e posteriormente sua relagdo com o tridngulo de Sierpinski a
partir da colegao de divisores de cada coeficiente. No inicio da tarefa, os estudantes sao instruidos
a registrar o polinémio inicial na folha de exercicios, conforme definido a seguir:

Po(z) =1. (1)

Assim, inicia-se o processo de multiplica¢do dos polindmios por Q(x) = 1 + = e, a0 mesmo
tempo, em uma folha & parte, os alunos sao orientados a manter anotagoes de todos produtos
obtidos durante a atividade. O processo recursivo implica na repeticao dessa operagao para gerar
os resultados subsequentes. O primeiro produto seria obtido pela multiplicagdo de Py(x) por Q(z),
ou seja:

Py()Q(a) = Pi() = 1 +a @)

Em seguida, continuando a atividade, o polinémio P; (x) obtido pela equagéo sera multiplicado
por Q(z) =1+ z.

A medida que a atividade é desenvolvida, pode-se perceber o processo recursivo, pois, para se
conseguir o proximo produto de polindmios, é necessario utilizar o resultado anterior multiplicado
por Q(x). Em outros termos, P,(z) = P,_1(z)Q(z). Agora os coeficientes de x em P, (z) pre-
cisam ser identificados e coletados. Isso significa agrupar os diversos termos relacionados a z em
graus variados, e colecionar os coeficientes. Os coeficientes devem ser registrados em uma folha &
parte onde os alunos documentam seus resultados de acordo com a expansao do polindémio P, (x),
obtendo:

P(2)Q(z) = (I+2)l+2)=1+a+r+2?=1+20+2%2=(1+2)?= P (x)

Py(z)Q(x) = (1+2)2(1+2)=1432+322+23 = (1+2)3 = P3(2)

Py(z)Q(z) = (1+z)3(1+z)=1+4z+62%+42° + 2% = (1 +2)* = Pu(x)
Pui(@)Q@) = (1+2) L1 +2) = Pola)

A medida que a atividade é desenvolvida, pode-se perceber o processo recursivo, pois, para se
conseguir o proximo produto de polindmios, é necessario utilizar o resultado anterior multiplicado
por Q(z). Em outros termos, P,(z) = P,—1(z)Q(z). Agora os coeficientes de = em P, (z) pre-
cisam ser identificados e coletados. Isso significa agrupar os diversos termos relacionados a x em
graus variados, e colecionar os coeficientes. Os coeficientes devem ser registrados em uma folha a
parte onde os alunos documentam seus resultados de acordo com a expansao do polindomio P, (z).
Observa-se que esta atividade, apesar de sua simplicidade inicial, se torna tediosa & medida que
o grau dos polinémios envolvidos aumenta. Portanto, uma estratégia que pode ser usada é que
os alunos realizem essa tarefa em duplas, com um dos estudantes encarregados da multiplicacdo e
o outro responsével pela coleta e combinacao dos termos semelhantes, de preferéncia, alternando
suas fungoes. Os alunos devem fazer a expansao polinomial até n=4 pelo menos. Os préximos
coeficientes serao obtidos seguindo as orientacoes abaixo.

2.2.1 Obtencao de demais coeficientes

Neste estagio da atividade, inicia-se a introdugao do Tridngulo de Pascal e a demonstragao de
seu potencial na criacao de fractais. O Tridngulo de Pascal é uma matriz numérica amplamente
empregada na matematica, sobretudo em aplicagoes de simulacao e na expansao de polinémios
binomiais. Apoés o registro dos coeficientes até a ordem “n” selecionada, os alunos devem ser ori-
entados para que os coeficientes restantes sejam calculados por meio da adigao dos dois termos



do polinémio anterior, cujo resultado sera atribuido a coleta dos termos. Por exemplo: Concomi-
tantemente ao preenchimento da tabela, serd promovida uma discussao a respeito das observacoes
realizadas pelos alunos. Eles serao incentivados a identificar padroes, especialmente os que envol-
vem relagoes entreo coeficientes e o valor de “n”. Pode ser destacada a notavel caracteristica do
Triangulo de Pascal, que revela padroes distintos nas somas ao longo de diagonais especificas. Por
exemplo, na primeira diagonal da esquerda para a direita, s6 aparece o namero 1. Na segunda
diagonal aparece uma sequéncia dos nimeros naturais (1, 2, 3, 4, - - - ), e na terceira diagonal surge
uma sequéncia dos numeros chamados ‘triangulares’ (1, 3, 6, 10, ---)

2.2.2 Triangulo de Sierpinski pela divisibilidade dos coeficientes

Nesta parte, serao obtidos aspectos visuais que podem ser vistos pela divisibilidade dos coefici-
entes no tridngulo de Pascal. Os alunos devem inicialmente colorir os coeficientes impares e deixar
em branco os coeficientes pares. Um padrao semelhante ao do tridngulo de Sierpinski deveréa ficar
evidente. Na Figura|ll é um exemplo de como ficaria a tabela apds os coeficientes serem coloridos
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Figura 1: Triangulo de Sierpinski gerado durante a abordagem pratica Fonte: autora.

3 Resultados e Discussao

Os resultados mostram que a introdugao dos fractais no ensino de polinémios proporcionou
uma compreensao mais profunda dos conceitos de recursividade e padroes visuais entre os alunos.
O uso de ferramentas como o Tridngulo de Pascal facilitou a assimilagio de ideias abstratas, como
a expansao de polinémios e os coeficientes binomiais. Além disso, a abordagem pratica possibilitou
que os estudantes identificassem padroes autossimilares e explorassem a matemética de maneira
investigativa, o que gerou um maior engajamento e interesse pelos temas abordados.

Durante as atividades, foi criado um arquivo [4] onde é possivel visualizar o Triangulo de
Sierpinski, gerado no programa Excel, que pode ser acessado pelos alunos. Esse material oferece
uma representacao clara dos padroes de autossimilaridade e recursividade presentes no estudo dos

polinémios [2].

4 Consideracgoes Finais

A idealizacao desse trabalho baseia-se em tornar mais acessivel o ensino dos conceitos basicos de
operagao de polindmios aos alunos do Ensino Médio. Desta forma, inicialmente, usa-se o Tridngulo
de Pascal como ferramenta visual e recurso didatico, pois com ele pode-se explorar a recursividade
do binémio de Newton e a relacao com a autossimilaridade dos fractais. Durante a trajetoria deste



trabalho, percorreu-se desde a exploragao da autossimilaridade presente em estruturas naturais,
como as folhas, até a definicao matematica dos fractais.
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