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Resumo. Este trabalho tem como objetivo principal explorar os pontos fixos da funcgao felicidade
em qualquer sistema de numeragdo posicional. Apresentamos diversos resultados e propriedades
associados aos numeros felizes e aos pontos fixos da fungao (e, b)-feliz. Em especial, introduzimos
métodos para identificid-los por meio da resolucao de equagdes diofantinas, utilizando recursos com-
putacionais. No caso do expoente dois, utilizamos uma férmula para o calculo do ntmero de pontos
fixos, resultado de Alan Beardon, para exibir exemplos, além de outro resultado que relaciona o
nimero de pontos fixos com os ntumeros de Mersenne. Além disso, propomos uma atividade pra-
tica para sala de aula, integrada com programacao computacional, com o intuito de enriquecer o
aprendizado dos alunos de maneira interdisciplinar.

Palavras-chave. Sequéncias de inteiros; Numeros Felizes; Pontos fixos; Nuimeros de Mersenne.

1 Introducao

Os ntimeros felizes abrangem uma variedade de temas na matematica. O estudo desses nimeros
integra elementos de teoria dos ntimeros, sistemas dindmicos discretos, computagao, entre outras
areas. Trata-se de um tema atual e relevante, amplamente explorado por diversos pesquisadores.
Neste contexto, destacamos os artigos que inspiraram nosso trabalho: [1] e [4]. Além disso, o
estudo dos numeros felizes desperta e atrai o interesse dos estudantes pela matemaética.

Considere o seguinte algoritmo: dado um ntmero inteiro, calcule a soma dos quadrados de seus
digitos. Repita essa etapa com o niamero obtido, e continue o processo de forma iterativa. Se, ao
final da execucao do algoritmo, obtemos o namero 1, dizemos que o ntmero inteiro inicial é um
numero feliz. Observe que o 49 é feliz

49 - 97 — 130 —» 10 — 1.

Se, nesse procedimento, nunca obtemos o numero 1, diremos que o nimero inicial ndo é feliz e sera
chamado de triste. Observe que 38 é triste:

38 =73 — 58 -89 — 145 — 42 — 20 > 4 — 16 — 37 — 58.

O presente trabalho explora os pontos fixos da funcao felicidade em qualquer base posicional.
Em especial, abordamos algumas técnicas para encontrar esses pontos fixos, resolvendo equagoes
diofantinas com o auxilio de um programa computacional. Também exploramos um resultado de
Alan Beardon (Teorema 3.1, [1]), para determinar o nimero de pontos fixos da fungéo feliz F5,
obtendo exemplos e um resultado bem interessante que relaciona o nimero de pontos fixos da
funcao feliz F,p com os nimeros de Mersenne. Os ntimeros de Mersenne sdo inteiros positivos
expressos pela formula 2" — 1, onde n é um ntmero inteiro positivo.
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Para o leitor interessado no tema, existem diversas questoes relacionadas aos nimeros felizes,
como, por exemplo, a existéncia de infinitos ntiimeros primos felizes.

Por fim, propomos uma aplicagdo em sala de aula, destinada aos alunos do Ensino Médio,
onde seré possivel trabalhar nao somente o conceito dos numeros felizes, mas também véarios
outros conceitos que permeiam tal assunto, tais como conjuntos numeéricos, fungoes, potenciagao,
programacao béasica, entre outros.

2 Metodologia

Para a elaboragdo deste trabalho sobre os ntmeros (e, b)-felizes, iniciamos com uma revisao
abrangente da literatura existente, consultando artigos e dissertagoes académicas que exploram
tanto os fundamentos teéricos quanto as aplicagoes e os problemas relacionados a esses ntmeros.
A selegao dos textos foi criteriosa, priorizando publicacoes que oferecem contribuigoes significativas
para o entendimento das propriedades da funcao (e, b)-feliz e seus pontos fixos.

Em seguida, formulamos novas hipoteses, buscando nao apenas expandir o conhecimento exis-
tente, mas também contribuir com novos resultados & literatura. Nossa abordagem teoérica foi
estruturada em torno da anéalise das propriedades matemaéticas da fungao (e, b)-feliz, com o obje-
tivo de identificar padroes e comportamentos ainda nao documentados.

Para validar e exemplificar nossas descobertas, utilizamos ferramentas computacionais que pos-
sibilitaram a geragao e visualizagdo em larga escala dos nameros (e, b)-felizes. Esses recursos foram
essenciais para testar a robustez de nossas conjecturas, além de fornecer exemplos préaticos e con-
cretos que ilustram os novos resultados obtidos. A aplicacao de algoritmos especificos e software
matematico ndo apenas confirmou a validade de nossas hipoteses, mas também permitiu a explo-
ragao de cendrios adicionais que seriam impraticaveis de analisar manualmente.

A metodologia combinada de revisdo bibliografica, desenvolvimento teorico e validagdo compu-
tacional revelou-se eficaz para ampliar o entendimento sobre as sequéncias dos ntmeros felizes em
qualquer base posicional e expoente, fornecendo novas perspectivas e insights sobre o tema.

3 Resultados e Discussao

Dados os inteiros e > 2 e b > 2, seja x um ntmero inteiro positivo cuja representacao na base
b é dada por

,

i

T = [arQr_1ar_2...a100]p = g a;b'.
=0

A fungao (e, b)-feliz é definida por

Ou seja,
Fop(@) = Fep(Y_aib’) =) af.
=0 =0

E usual denotar a funcao F5 10 por F. Assim, quando a base e o expoente nao sdo declarados,
subentende-se que seu valor e = 2 e b = 10.

Dizemos que um nimero inteiro positivo m é (e, b)-feliz quando, para algum inteiro k > 1, temos
que FF,(m) = 1, onde Fcf)’b = id (funcdo identidade) e Fe’fb = F.p0F.,0-0F,; (composigao



de k fungdes F ;). Caso contrario, ele é dito (e, b)-triste. E imediato que o ntimero 1 & (e, b)-feliz
para qualquer expoente e qualquer base.

Exemplo 3.1. O nimero 193 € (2, 10)-feliz na base 10, pois

F(193) =12+ 9*+3*=1+81+9=091

F?(193) = F(F(193)) = F(91) = 9* + 12 =81 + 1 = 82

F3(193) = F(F?(193)) = F(82) = 8% + 22 =64 + 4 = 68
F4(193) = F(F3(193)) = F(68) = 62 + 82 = 36 + 64 = 100
F5(193) = F(F*(193)) = F(100) = 124 0> 4+ 0> =14+04+0=1.

&

Existem diversas questoes relacionadas aos numeros (e,b)-felizes: existem infinitos ntumeros
(e, b)-felizes? Qual a sua densidade nos interios? Dentre outras. Aqui vamos nos ater aos pontos
fixos da fungao (e, b)-feliz.

Um inteiro positivo n é chamado de ponto fixo da funcao (e, b)-feliz quando

F,p(n) =n.
E imediato que 1 é um ponto fixo para qualquer funcio (e, b)-feliz.

Exemplo 3.2. O nimero 273 é ponto fixo da fungao (4,8)-feliz. De fato,

Fy5(273) = Fyg([421]g) = 4* + 2% +1* = 256 + 16 + 1 = 273.
&

O préximo resultado mostra que para determinar os pontos fixos é suficente encontrar as solu-
¢oes de uma equagao diofantina em um subconjunto finito dos inteiros positivos.

Teorema 3.1 ( Teorema 4.4, [2]). Os pontos fizos da fungdo F, i sao os nimeros
[TeTe1 ... Z120]p = Tb® + T b5 4+ 4 @ob® 4 b+ 20
que satisfazem
e+ xé_i+ -+ a5+ 2] + zf = b + Lo 1T+ mab® 4+ 21b + 2.
g

Exemplo 3.3. Determinar os pontos fizos da fungdo F3 5 € equivalente a determinar as solugoes
da equacao:
B4+ 22+ =53+ 5%y + bz 4w,

onde 0 < z,y,z,w < 4. Resolvendo a equagao, utilizando nosso programa mo software octave,
obtemos as segquintes solugées: (0,0,0,1), (0,1,0,3), (0,4,3,3). Logo, os trés pontos fixos da
fungdo Fs5 sao

1=1[1]5, 28 =1[103]5, e 118 = [433]s.



3.1 Numero de pontos fixos

O principal resultado do artigo de Alan Beardon ([1]) assegura que o nimero de pontos fixos
é igual ao ntimero de divisores do inteiro 1 + b?> menos um (veja Teorema 3.2). Nosso trabalho
acrescenta alguns exemplos e um resultado interessante que relaciona o numero de pontos fixos
com os nimeros de Mersenne.

Teorema 3.2 (Teorema 3.1, [1]). O mimero de pontos fizos da fungdo Fs p, € igual a d(1+b%) —1.
O

Em virtude do Teorema 3.2 Vamos denotar o nimero de pontos fixos da func¢do Fs , por fiz(b).
Ou seja,
fiz(b) = d(1+b*) — 1.

O proximo resultado, Lema 3.1, permite obtermos algumas consequéncias interessantes do Teorema
3.2, veja [3].

Lema 3.1 (Lebesgue, 1850). Seja m > 1 um inteiro. Entdao ndao existe inteiros positivos x ey tais
que
1+y? =a™

Corolario 3.1 (Teorema 3.5, [1]). Seja b > 2. Entdo a fungdo Fs

1. tem 1 ponto fizo se, e somente se, 1 + b é um nimero primo.

2. tem & pontos fizos se, e somente se, 1 +b%> = pq, onde p e q sdo primos distintos.

3. tem 5 pontos fixos se, e somente se, 1 +b? = pg? onde p e q sdo primos distintos.

4. tem 7 pontos fixos se, e somente se, 1 +b%> = pg® ou 1+ b> = pgr onde p e q sdo primos
distintos.

5. tem 9 pontos fizos se, e somente se, 1 +b? = pg* onde p e r sdo primos distintos.

O

Encontramos uma relagdo, bem interessante, entre os nimeros de Mersenne e os niimeros de
pontos fixos da funcao F j.

Teorema 3.3. Sejab >2 e 1+ b = p?po"’ = ~pf’“. Entao o niumero de pontos fizos da func¢ao
Fs » € um nimero de Mersenne se, e somente se, cada 3; € um nimero de Mersenne.

Demonstragao. Suponha que o nimero de pontos fixos da funcdo F» ; é um nimero de Mer-
senne, fiz(b) = 2" — 1. Seja p’flpé32 . ~pf’“ a decomposicao de 1 + b? em fatores primos. Segue do
Teorema 3.2 que

2" — 1= fiz()=d(1+b0*) —1= B+ 1B +1)...(Br+1) -1
Ou seja,

2" =B+ 1)B2+1)... (B +1).

Isso implica que 3; + 1 = 2", para cada i = 1,...,k, tal que v + -- -7, = n. Portanto, cada
B; = 2" — 1 é um numero de Mersenne.



Agora suponha que
L+ 0% =pi* - pit - ppr,

onde §; = 2" — 1 é um ntmero de Mersenne, para cada i = 1,...k. Segue do Teorema 3.2 que

Br+D(Ba+1)... (Br+1) =1

¢ o ntimero de pontos fixos de Fy . Entao

fiz) =B+ D(B2+1)...(B+1)—1=2" —14+1)(27 -14+1)...(2" —=14+1) -1
=971 . 972 ... 9Tk _ 1
=2 —1,

onde R =1y + 7y +---+ 1, € N. Portanto, o nimero de pontos fixos de F5 ; ¢ um nimero de
Mersenne.

0

Exemplo 3.4. Considere que 1 + b = 52 -37'. Note que os expoentes dos fatores primos, 3 e 1,
sdo nimeros de Mersenne, pois 3 =22 —1e1 =2 —1. O nimero de pontos fizos para a base b é
dado por:

fizx(b) =d1+0*)—1=3+1)-1+1)—-1=4-2-1=8-1=2%-1,

o que também é um nimero de Mersenne. Resolvendo a equagdo 1+ b?> = 5% - 371, encontramos
b = 68. Portanto, o nimero de pontos fizos de F5 g3 = 23— 1. O

Exemplo 3.5. Seja 1+b% = 2'-5%-131. Observe que os expoentes dos fatores primos, 1 e 3, sao
nimeros de Mersenne, pois 1 =21 —1 e 3 = 22 — 1. O nuimero de pontos fizos para a base b é
dado por:

fiz() =d(1+b0*) —1=14+1)-B+1)-(1+1)-1=2-4-2-1=16—-1=2* -1,

que também é um nidmero de Mersenne. Ao resolver a equacdo 1+ b*> = 21 - 5% . 131, encontramos
b= 57. Logo, o nimero de pontos fixos de Fy 57 € igual a My = 24 — 1. O

3.2 Sequéncia Didatica

Por fim, propomos uma aplicagao pratica em sala de aula voltada para alunos do ensino médio.
Essa proposta tem como objetivo ensinar um assunto que nao faz parte do curriculo escolar, mas
que oferece oportunidades de aprendizado em diversas areas, incluindo nao apenas a Matemaética,
mas também a Computagao.

Apresentamos uma sequéncia didatica destinada a introduzir o conceito de nimeros felizes a
alunos do ensino médio. Esta sequéncia busca relembrar conceitos matemaéticos fundamentais,
como os conjuntos numeéricos, com énfase no conjunto dos nimeros naturais, além de revisar
operagoes basicas, como potenciacao, e discutir conceitos de fungoes. Para complementar essa
abordagem, introduziremos também conceitos basicos de programacao utilizando o Scratch, uma
linguagem de programacao projetada para ensinar logica de programacao a criangas e adolescentes.

A sequéncia é articulada em atividades praticas em sala de aula, com o objetivo de enriquecer
o processo de ensino e aprendizagem dos alunos. O foco principal da atividade sera realizar uma
investigacao matematica que permita aos alunos verificar, por meio de programacao bésica, se um
determinado ndmero inteiro positivo, inserido pelo usuério, ¢ um namero (2, 10)-feliz ou néo.



A motivacdo para esta atividade esta relacionada a importincia e ao papel das tecnologias
digitais no ensino de Matematica. Como mencionado por [5], embora esse tema tenha sido objeto
de diversas pesquisas na Educagao Matemaética, a integragao de tecnologias voltadas ao ensino
de Matematica ainda enfrenta desafios em muitas escolas. Fatores como a falta de laboratorios
de informaética, a auséncia de recursos adequados e a necessidade de capacitagdo dos educadores
podem contribuir para essa realidade.

4 Consideracoes Finais

Este trabalho demonstra que é sempre possivel verificar se um dado niimero é (e, b)-feliz. Além
disso, determinamos que a identificagao dos pontos fixos da fungao (e, b)-feliz ¢ equivalente a resolver
uma determinada equacao diofantina. Exploramos também a quantidade de pontos fixos da func¢ao
Fy.p (Teorema 3.2). Com base nesse resultado, e em virtude do Teorema 3.1, conseguimos obter
diversos resultados relacionados ao nimero de pontos fixos em uma base b > 2, considerando a
decomposicao em fatores primos da expressdo 1 + b2.

Observamos, ainda, que sempre que os expoentes na decomposi¢ao em fatores primos da ex-
pressao 1+ b? forem nimeros de Mersenne, o nimero de pontos fixos da fungio Fs , também sera
um nimero de Mersenne (Teorema 3.3).

Por fim, propomos uma aplicacdo pratica em sala de aula voltada para alunos do ensino médio.
Essa proposta tem como objetivo ensinar um assunto que nao faz parte do curriculo escolar, mas
que oferece oportunidades de aprendizado em diversas areas, incluindo nao apenas a Matemética,
mas também a Computagao.
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