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Resumo. A demonstracdo é o fio condutor do conhecimento matematico quer seja como a sua
forma de comunicagdo quer seja como um elemento heuristico. Contudo, na Educacdo Basica,
vemos uma distancia, ou até mesmo auséncia de praticas que estimulem a produgao de provas e
demonstragoes. Este trabalho apresenta os primeiros resultados de uma dissertagao de mestrado
que tem como questdo norteadora investigar de que modo tarefas de investigagdo desenvolvidas
em ambientes de geometria dindmica podem contribuir para a construgdo da prova matematica.
Para tal foi desenvolvida uma sequéncia didatica com conteidos que versam sobre desigualdades
no tridngulo que esté sendo aplicada com um grupo de 5 estudantes da Educagao Basica da rede
estadual que desenvolvem atividades de monitoria de matemaética no Projeto Mais Estudo. Alguns
resultados obtidos na primeira sessao de aplicagao, que apresentamos nesse trabalho, apontam que
as atividades foram eficazes em estimular a criagdo de conjecturas, na produgéo de provas tipificadas
como empirismo ingénuo e experiéncia crucial em todos os participantes.

Palavras-chave. Prova, Demonstragdo, Geometria Dinamica, Tarefas de investigacdo, Desigual-
dades no triangulo.

1 Introducao

Sob uma abordagem classica as demonstragbes em matematica tem origem com os gregos
em 6000 a.C. e é a Tales de Mileto a quem é atribuida a primeira delas. Varios resultados sao
creditados a ele, muitos dos quais ele apenas formalizou e ja eram conhecidos pelos egipcios e
mesopotamicos [17]. Para além de Tales, os matematicos gregos tragaram, com uso de argumentos
baseados na logica aristotélica, uma linha que separa a forma como a Matemética foi construida no
decorrer dos séculos e que perdura até os dias de hoje [17]. A demonstragao é a forma pela qual os
matematicos validam o conhecimento construido, mas também é possivel dizer que é uma forma de
comunicagao, explicacao, descoberta e invengao da Matematica. A busca pelo argumento que vai
garantir a validade de uma assercao é precedida de um intenso processo exploratério, investigativo
que contém idas e vindas, verificagao empirica dos fatos, construgao e refutacao de conjeturas até,
enfim, emergir a demonstragido. Davis e Hersh, em [9], sublinham que um matemaético s6 se poe
no processo de efetivamente demonstrar um fato quando ele ja esta convencido de sua veracidade.
Isto é, a demonstracao é uma coroagao pelo trabalho empreendido.
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Pensar o lugar que a demonstragao ocupa na Matematica, que é central, lanca questoes sobre o
lugar que a demonstragao tem na matematica escolar. Por exemplo, qual seria a funcao da prova
na matemaética escolar se a veracidade dos fatos ja esta assegurada pela matematica académica?
A funcao de explicacao, de descoberta?

Destacamos que no nosso entendimento a palavra prova nao é sinébnimo de demonstragao. Nos
alinhamos com a perspectiva de Balacheff,[4], para o qual a prova se caracteriza em funcao da
concordancia da validade de uma explicacao sobre uma assercao por um grupo, uma comunidade
mesmo que essa aceitacdo ndo seja definitiva. Ja a demonstragdo € uma série de declaragoes que
segue uma organizacao previamente definida e socialmente aceita pela comunidade matematica.
Nessa perspectiva, a prova pode ser tipificada, conforme [3], do seguinte modo: empirismo ingénuo,
experimento crucial, exemplo genérico e experiéncia mental.

Documentos norteadores trazem orientacoes ligadas a prova e a demonstragao. Os Parametros
Curriculares Nacionais, [7], sublinham a relevincia da percepgao empirica dos fatos e da argu-
mentacdo como etapas que antecedem a demonstragao formal e requerem atengao na Educagao
Basica. Ja a Base Nacional Comum Curricular,[6], traz expressamente que “[...] é necessario que os
estudantes possam, em interacao com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar as
solugoes apresentadas para os problemas, com énfase nos processos de argumentagao matematica.”
(p. 527).

Neste contexto, surgem questionamentos tais quais: tém sido desenvolvidas atividades na sala de
aula com objetivo de estimular o desenvolvimento de processos argumentativos? Existe material
didatico disponivel para que os professores ponham em pratica aquilo que é preconizado pelos
documentos norteadores? Qual o papel da prova matemaética na sala de aula da Educacao Basica,
qual lugar ela tem e qual lugar deveria ou poderia ter? Qual a concepgao do professor acerca do
papel da prova na sala de aula da Educagao Basica? Existem abordagens metodologicas que de
algum modo possam favorecer processos de argumentagao?

Algumas destas questoes e outras correlatas ja foram investigadas por pesquisadores como [14],
[10], [4], [1]. Em especial, com relagdo a ultima problemética, ha relevante produgao cientifica
especializada que aponta alternativas didaticas que podem favorecer a produgao de provas e de-
monstragdes: os ambientes de geometria dinamica (GD) como podemos notar em [11], [13], [12] e
[10]; e as tarefas de investigacdo matemaética como observado em [16], [8] e [15].

Um estudo tedrico que explicita as potencialidades das tarefas de investigagao desenvolvidas em
ambientes de GD para a construgao da prova ja foi tema de estudo do primeiro autor deste trabalho.
Uma das conclusoes obtidas foi que estas atividades “[...] funcionam como agente catalisador do
processo de experimentacao devido a sua capacidade de simulagao dindmica, isso permite que
rapidamente conjecturas sejam levantadas, provadas ou refutadas permitindo que o usuério siga
para uma nova etapa de exploracao” [2] (p. 31). O estudo, no entanto, ndo apresenta caminhos
ou evidencia processos que possam contribuir para a estimular a construgao da prova matematica.
E exatamente nesta lacuna que nosso trabalho de dissertacio se coloca ao propor uma pesquisa
empirica que propoe investigar de que modo sequéncias diddticas produzidas em ambientes de
geometria dindmica podem contribuir para a constru¢ao da prova matemdtica?

Nossa pesquisa tem como objetivo analisar de que modo tarefas de natureza investigativa de-
senvolvidas em ambientes de geometria dindmica podem contribuir para a construgao da prova
matematica em problemas relativos as desigualdades no tridngulo. Para tal vamos: distinguir,
discutir e analisar os tipos de prova matematica e os respectivos ambientes aos quais elas sao per-
tinentes; descrever e explicitar mecanismos presentes nos softwares de geometria dindmica e nas
atividades de investigagao que podem auxiliar no processo de construcao de argumentos; desen-
volver tarefas investigativas em ambientes de geometria dindmica e aplica-las. Os dois primeiros
objetivos especificos essencialmente auxiliaram a compor a fundamentagao do trabalho, o terceiro é
o que se refere mais objetivamente ao Recurso Educacional (RE) e sera o nosso foco neste trabalho



COmMoO veremos no que segue.

2 Metodologia

A leitura de [5] nos leva a entender que o trabalho em desenvolvimento é uma pesquisa de
abordagem qualitativa, devido & sua natureza descritiva e ao interesse por questoes subjetivas
relacionadas ao quadro tedrico escolhido pelos pesquisadores e, consequentemente, as suas visoes
de mundo. Para além, a abordagem qualitativa ainda é reafirmada em razao dos procedimentos
utilizados: pesquisa de campo com dados coletados por meio da observacao participante, da cap-
tagao de dudio e da andlise de materiais escritos pelos estudantes nas atividades propostas. Nossa
pesquisa tem natureza aplicada, pois tem como interesse a produgao de saberes e recursos que
permitem a aplicacao pratica dos conhecimentos desenvolvidos. Ja no que tange os objetivos ela
pode ser caracterizada como explicativa uma vez que tem como pretensao explicitar as razoes pelas
quais um determinando fenémeno ocorre.

O locus de nossa pesquisa foi o Colégio Estadual de Tempo Integral Anténio da Costa Brito,
uma escola do interior da Bahia de grande porte que conta com aproximadamente 800 estudantes
e oferta Ensino Médio regular em tempo integral e parcial. A sequéncia didatica construida estéa
sendo aplicada com um grupo de 5 estudantes de 16 a 18 anos que cursam o 2° e 3°2 anos do
Ensino Médio. Foram escolhidos estudantes que fazem parte de um projeto de monitoria de ensino
denominado Mais Estudo que contempla estudantes com bom desempenho em matemética com
uma bolsa em troca da realizagdo de atividades de reforco com os colegas no contraturno. A
escolha desses estudantes que em tese tém mais habilidades consolidadas em matemética que os
colegas se d& em razao da ja conhecida complexidade das tarefas investigativas como destaca [15]
e do notoério interesse desses pelo componente curricular. Importante destacar que no curriculo da
unidade escolar em questdao s6 ha contetidos relacionados a geometria plana no 32 ano do Ensino
Médio, contudo, os objetos de conhecimento matemaéticos presentes nas tarefas desenvolvidas no
ambito desta pesquisa nao foram objeto de estudos dos estudantes na unidade escolar.

As tarefas investigativas que compoem a sequéncia didatica foram desenvolvidas transformando
resultados ja conhecidos como o teorema do dngulo externo e a desigualdade triangular em tare-
fas de investigagdo e foram armazenadas no site do Geogebra (GGB), espago no qual, inclusive,
os estudantes tém acesso para realizar as suas investigacoes durante as sessoes de aplicagao da
sequéncia didética.

As sessdes com as tarefas devem durar por volta de 2 horas cada e serdo 3 sendo que a primeira
delas contém, além da tarefa investigativa, uma breve “revisao” sobre os topicos desigualdades
de ntmeros reais e congruéncia de tridngulos. Foram abordadas as propriedades transitiva, a
tricotomia e a monotonicidade da relagao de desigualdade e os casos de congruéncia. As demais
sessOes contarao apenas com as tarefas investigativas. Relevante destacar que as tarefas das sessoes
1 e 2 tém essencialmente o objetivo de familiarizar os estudantes com as tarefas de investigacao e
criar repertorio para a construgao de provas, em especial na dltima sessao — o fato descoberto na
sessao 1 é relevante para a construcao da prova do resultado da sessao 2 e idem para os resultados
das sessoes 2 e 3. Nosso planejamento contempla que as sessoes fossem divididas em 4 etapas
de trabalho: apresentagao da tarefa, analise e investigacao da situacao pela dupla e pelo trio de
modo independente, socializacao e discussao das conclusoes entre os estudantes e, por fim, apds a
conclusao dos estudantes sobre os fatos observados, a demonstragao do resultado pelo professor.

As informacoes obtidas durante as atividades foram coletadas por meio de formularios de papel,
arquivos de imagem com registro das telas (print screen) dos tablets em que os estudantes intera-
giram com a tarefa e os registros de observagao do pesquisador durante e apés a realizagao de cada
atividade. As sessbes também foram gravadas em dudio e a transcricdo desse material compora
o material de analise. No momento da escrita deste trabalho, concluimos a primeira sessao de



aplicacao, e alguns dos resultados obtidos serao analisados a seguir.

3 Resultados e Discussao
A primeira sessdo® contou com a presenca de trés estudantes que nao foram organizados em
grupo como inicialmente planejado, eles trabalharam ora individualmente, ora em colaboragcao,
por iniciativa propria ou do professor. Cada estudante teve acesso a um tablet com o qual acessou
a atividade que estava hospedada no site do GGB. Para além, um computador conectado a TV
exibia o applet no ambiente do GGB com a finalidade de auxiliar a exibicao de configuragoes do
tridngulo que necessitassem de discussoes com o grupo. Essas discussoes foram dominantes na
aplicacao. Vamos apresentar alguns resultados dessa primeira sessao de aplicagao seguindo trés
momentos de uma aula de investigacdo conforme [16].

A introdugao da tarefa é um momento no qual os estudantes devem ser motivados a desenvolver
a investigagao e ter ciéncia do seu papel enquanto formuladores dos problemas e objetivos bem
como as escolhas dos caminhos e ferramentas usadas. Neste momento, os estudantes também
devem ter ciéncia do produto derivado dessa atividade: um processo de argumentacao sobre os
fatos observados [16]. Os estudantes foram orientados sobre o tipo de atividade e a postura que era
esperada deles. Notamos que estavam empolgados, gostaram da ideia de participar de uma pesquisa
e demonstraram motivagao em razao do trabalho ser desenvolvido em ambiente informatizado.
Alguns deles, ao iniciar, classificaram a atividade como “legal” e “bacana”. Muito rapidamente
esses se langaram no processo de exploragao.

A realizacdo da investigacdo, o segundo momento da aula, é o processo no qual efetivamente a
investigagao é realizada. Como sinalizado por [16], os estudantes passaram um tempo consideravel
tentando entender o que deveria ser feito. As primeiras afirmacées s6 surgiram depois que os
estudantes leram a primeira dica, a partir de entdo passaram a listar fatos sobre tridngulos que
eles ja conheciam, como ilustrado na Figura 1.
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Figura 1: Listagem de propriedades feita pelo estudante B. Fonte: dos autores.

Nao houve por parte do professor estimulo a seguir investigacGes sobre esses resultados ja co-
nhecidos, a escolha pelo objeto mateméatico desigualdades no tridngulo se deu exatamente com a
finalidade de usar nas atividades fatos novos para evitar a reprodugao de argumentos ja, igual-
mente sabidos. Diante dessa situagao, o professor questionou os estudantes se eles ja tinham esse
conhecimento dos fatos que listavam ou se concluiram a partir da intera¢ao com o applet no GGB,
eles responderam que ja sabiam e o professor sugeriu que eles buscassem relagoes novas, outras
que eles ainda nao soubessem, mas que pudessem encontrar por meio do movimento da figura no
GGB. Eles aceitaram o convite e novas conjecturas comegaram a emergir.

Uma delas é uma forma similar ao resultado: a medida de um angulo externo de um tridngulo
é igual a soma das medidas dos adngulos internos nao adjacentes. A Figura 2 abaixo exibe a
anotacao do estudante B. Relevante destacar que o enunciado do problema é acompanhado com
uma tentativa de validagdo da afirmagéo, na tipologia de provas de [3], um empirismo ingénuo,

3Link para acesso a tarefa aplicada na primeira sessdo: https://www.geogebra.org/m/fynpvsnj



aquelas provas que se limitam a verificar a validade de uma certa propriedade em um ou poucos
casos particulares.
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Figura 2: Estudante B enuncia resultado e faz uma verificagdo empirica. Fonte: dos autores.

Outras conjecturas surgiram, mas a partir da intervengao do professor. Como vemos na trans-
cricao abaixo.

Professor: Vocés conseguiriam perceber alguma relagdo de desigualdade ai? (...)
Entre os dngulos internos e os angulos externos?
Estudante A: Desigualdade?
Estudante C: Geralmente os internos sdo menores.
Professor: Qual? (...)
Estudante C: Geralmente os internos sao menores do que 0s externos.
Professor: Os internos sao menores do que os externos?
Estudante A: Nao. Porque se movimentar, a depender do movimento, o externo,
ele fica menor do que o interno.
Estudante C: Aqui nao.(...)
Estudante A: Eu fiz um movimento que teve um lado[dngulo] do externo menor do
que o wnterno.

O estudante mostrou aos demais colegas que a propriedade nao se verificava usando um ar-
gumento proprio do ambiente de GD, o movimento. Gravina, [12], destaca que as atividades
desenvolvidas nesse ambiente permitem o teste de muitas possibilidades favorecendo, desse modo,
a verificacao de conjecturas e, por conseguinte, o seu refino. Foi o que aconteceu, eles ajustaram a
conjectura.

Os estudantes se voltaram a esse problema e ap6s algum tempo produziram uma nova conjectura
ao perceberem que o angulo externo de um tridngulo é sempre maior que os internos nao adjacentes.
Abaixo, na Figura 3, o registro do estudante B acerca dessa discussdo. Ja o estudante A enunciou
do seguinte modo " O dngulo externo sé serd menor que o interno, s serd menor que o seu dngulo
adjacente. Ele, ele comparado aos outros dngulos [aos internos ndo adjacentes], ele serd sempre
mator’.
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Figura 3: Estudante B enuncia resultado equivalente ao teorema do angulo externo. Fonte: dos autores.

Embora a conjectura tenha sido construida satisfatoriamente, o argumento para justificar a va-
lidade foi baseado nos testes, mais uma vez, uma prova pragmaética, o empirismo ingénuo. Contudo,
quando o professor interpelou os estudantes como eles poderiam garantir a validade da afirmagao
para os casos que nao foram testados o seguinte didlogo mostra que os estudantes perceberam a
limitagao do proprio argumento.



Professor: Entdao, como é que vocé garante que nao existe algum caso em que 1SS0
fura?

Estudante B: Eu nao garanto.

Professor: Vocé nao garante?

Estudante B: Nao.

Estudante A: Entao diria que seria tipo 98%. Ainda é um niumero alto. Eu garanto
que € altissimo.

Estudante B: Eu garanto que no tridngulo em que eu estou resolvendo essa regra
se aplica para. Agora, para os outros, eu jd nao sei.

Eles nao consideram que o argumento dos testes seja definitivo mesmo tendo feito uma grande
quantidade de verificagoes. Em outros momentos os estudantes apontaram que uma prova que fosse
definitiva nao poderia ter nimeros nas medidas dos angulos, um claro indicio de que percebem
a necessidade de um processo de generalizagao, além disso o estudante A investiu algum tempo
buscando um argumento que fosse comum a todos os tridngulos e fez a seguinte afirmagao:

(-..) o que faz com que o dngulo externo figue menor que o interno é exatamente aaaq...
Nao é bem a extremidade, mas a forma como nds colocamos ele. S6 que para poder o
interno ficar maior que o externo, a gente precisa dar mais espag¢o para o interno e
diminuir o espaco no externo. Mas nao é bem esse argumento.

Muito embora o argumento esteja confuso é possivel notar a busca por algo que seja comum
aos tridngulos que ele visualizou nas telas e a procura pelo argumento perpassa, mais uma vez,
pelo movimento dos objetos.

Apesar dos estudantes nao terem produzido um texto para justificar a conjectura, consideramos
os elementos presentes na oralizacao suficientes para considerar que eles buscavam uma prova do
tipo experimento crucial, uma prova que se afasta das caracteristicas particulares do objeto e o
compreende como um representante de classe, conforme a tipologia de [3].

A terceira e tultima fase listada por [16] para uma tarefa de investigagdo em sala de aula, a
discussao dos resultados, nao teve um momento dedicado especificamente para ela como o planejado
dada a auséncia de parte dos estudantes que inviabilizou a formagao de grupos. Contudo, a
discussao sempre esteve presente na aula, a medida em que a exploragao ocorria os estudantes
comunicavam uns aos outros as suas conclusoes e respondiam a questionamentos dos colegas e do
professor criando um ambiente de socializagao, critica e argumentagao sobre os fatos descobertos.
Nesta sessao a discussao dos resultados ocorreu de modo continuo na aula.

A sessao foi encerrada com o professor apresentando uma demonstracdo para a conjectura “a
medida do dngulo externo é sempre maior do que a medida dos angulos internos nao adjacentes a
ele”. Neste momento da sessao notamos os estudantes reagindo com expressoes de incredulidade e
afirmando que nao pensariam naquela linha de argumentacao.

4 Consideracoes Finais

Consideramos positiva a primeira sessao, nao tinhamos a expectativa de ver indicios de prova
do tipo experimento crucial e isso nos animou para as proximas aplicagoes. Avaliamos de modo
positivo o uso de uma atividade de investigacao mais estruturada, com dicas escritas no applet e
verbalizadas pelo professor. Como ponderou [8], elas auxiliam no desenvolvimento das atividades
em especial quando se trata de estudantes neofitos nesses tipos de tarefas. Em relagdo ao nosso
objetivo, notamos que essa tarefa foi eficaz em criar um cenario propicio para a investigacao e
também para a construgao de provas, como mostramos na segao anterior. Contudo avaliar as
razoes pelas quais especificamente essa primeira sessao teve para tal efeito requer uma investigagao
mais ampla em todo material coletado, tarefa esta que serd empreendida no trabalho completo
quando também analisaremos o efeito da sequéncia didatica como um todo.
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