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Resumo. Este trabalho visa apresentar uma apostila destinada a alunos e professores do Ensino
Médio, abordando o conceito de infinito em sala de aula. A apostila foi desenvolvida por Pierre
Simon de Fermat Vieira como produto educacional de sua dissertacdo no PROFMAT (CEFET-
MG). Para fundamentar o contetido, analisamos a BNCC e livros didaticos do Ensino Fundamental
e Médio, a fim de identificar como o tema é tratado. Também revisamos dissertagdes sobre o ensino
do infinito para mapear iniciativas académicas relevantes.

Palavras-chave. Infinito, Produto Educacional, Ensino Médio.

1 Introducao

O interesse humano pelo infinito surgiu provavelmente com suas reflexdes sobre sua origem
e existéncia. Ao longo da historia, diversos pensadores exploraram esse tema. Na matemaética,
Euclides (século IIT a.C.), de forma indireta, e estudiosos dos séculos XVIII e XIX, como Bol-
zano (1781-1848), Cauchy (1789-1857), Weierstrass (1815-1897), Dedekind (1831-1916), Cantor
(1845-1918) e Hilbert (1862-1943), fizeram contribuicées significativas para o entendimento e a
construgao do conceito de infinito, sendo Cantor, talvez, o que mais se aproximou de explicé-lo sob
a perspectiva matematica.

O conceito de nameros infinitos continuou deixando os mateméticos perplexos até a
altima parte do século XIX. Foi entao que, numa série de artigos publicados entre 1874
e 1884, o matematico alemao George Cantor mostrou que a infinidade podia de fato
ser tratada de uma maneira matematica rigorosa. (MORRIS, 1998, p. 19)[17].

No Ensino Basico, o conceito de infinito nao é tratado com rigor matemaético, embora aparega
frequentemente nos textos, o que acaba levando a interpretacoes subjetivas e, muitas vezes, equivo-
cadas. Um exemplo comum ocorre quando se compara a cardinalidade dos conjuntos de ntimeros
naturais e inteiros, onde é provavel que um aluno afirme que o conjunto dos inteiros é maior,
considerando a existéncia de inteiros negativos correspondentes aos naturais. Situagoes como essa
motivaram a criagao da apostila apresentada, que busca introduzir defini¢goes e resultados sobre o
infinito aos alunos do Ensino Médio, explorando teorias e construgoes logicas de maneira acessivel.

Para mais informagoes, recomendamos a dissertacao de Pierre Simon de Fermat Vieira [10].

2 Metodologia

Para fundamentar nossa proposta e avaliar o que ja foi discutido sobre o ensino do infinito,
realizamos uma pesquisa em trés niveis: a legislacao brasileira, livros didaticos e dissertacoes
académicas.
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Primeiramente, analisamos a BNCC, documento normativo que orienta a elaboragao dos cur-
riculos e propostas pedagogicas da educagao basica no Brasil, cujas observagoes estao na Secao 3.
Em seguida, examinamos livros didaticos, avaliando como o tema do infinito é apresentado (Se-
¢do 4). Por fim, buscamos trabalhos académicos que abordam temas semelhantes, analisando suas
propostas e sugestoes, conforme discutido na Segao 5.

3 Infinito na BNCC

A BNCC nao aborda explicitamente o tema “Infinito”. No entanto, ao analisarmos as des-
crigoes das habilidades, encontramos referéncias indiretas ao conceito. Por exemplo, a habilidade
EF06MAO1 menciona “Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais e niimeros racionais cuja
representacao decimal é finita, fazendo uso da reta numérica”. Embora nao se refira diretamente
ao infinito, o uso do termo “finita” e a sugestao de utilizar a reta numérica indicam a possibilidade
de representagdo de conjuntos numéricos infinitos. Situagoes semelhantes ocorrem nas habilidades
EF06MAO08, EFOTMAO03 e EFOTMA10.

Além disso, a habilidade EFO8MAO05, que trata da obtencao de fragoes geratrizes para dizimas
periodicas, envolve representagoes decimais infinitas. O tema se torna mais explicito na habilidade
EF09MAO02, que diz: “Reconhecer um ntmero irracional como um nimero real cuja representagao
decimal é infinita e nao periddica, e estimar a localizacao de alguns deles na reta numérica”. Essa
¢é a 1Unica ocorréncia de uma derivagao da palavra “infinito” nas descri¢oes de habilidades.

Assim, mesmo que a BNCC nao inclua formalmente o estudo do infinito no Ensino Basico, ela
acaba fazendo referéncias indiretas ao conceito em varias de suas habilidades.

4 Infinito nos Livros Didaticos

Entre os livros do Ensino Fundamental II; escolhemos a colegao “Telaris Matematica” (32 ed.,
2018, Editora Atica), de Luiz Roberto Dante. Como esperado, os livros ndo apresentam direta-
mente o conceito de infinito, mas o tema aparece em varias passagens. A dissertagéo de Vieira [10]
discute esses pontos em mais detalhes, enquanto aqui destacamos algumas referéncias relevantes.

No livro do 6° ano [4], o conceito de infinito é introduzido no primeiro capitulo (p. 25), na
se¢ao “Numeros Naturais — Sequéncia dos niimeros naturais”, com a afirmagao “Como todo numero
natural tem um sucessor, a sequéncia dos nimeros naturais € infinita. Isso é representado na
sequéncia pelas reticéncias (...)”". O autor também sugere uma correspondéncia biunivoca entre
os numeros naturais e os subconjuntos de niimeros pares e impares, como podemos verificar nas
afirmagoes: “A cada nimero natural corresponde um tnico nimero par, ou seja, cada nimero par é
dado em funcao de determinado niimero natural” e “A cada ntimero natural corresponde um tnico
numero impar. Cada ntumero impar é dado em funcao de determinado ntimero natural”.

No livro do 7° ano [5], no Capitulo 1, a sequéncia dos nimeros inteiros é apresentada com a
notagdo Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3...}, onde as reticéncias indicam infinitude. Além disso,
a distingdo entre sequéncias finitas e infinitas é abordada, por exemplo, no trecho (p. 40): “Essa
sequéncia dos dias de uma semana ¢é finita, pois tem um ntimero finito de termos (7 termos). Ha
também sequéncias que sao infinitas, pois tem infinitos termos, como a sequéncia dos nimeros
naturais (0, 1, 2, 3,4, 5, ...)".

No 8° ano [6], as dizimas periddicas infinitas sdo trabalhadas como uma representacao de
nameros racionais no Capitulo 1, “Numeros, dos Naturais aos Racionais, e Sequéncias” (p. 21). No
Capitulo 2, “Lugares Geométricos e Construgoes Geométricas” (p. 69), o autor afirma: “Dada uma
reta r, existem no mesmo plano infinitas retas paralelas a ela”.



No livro do 9° ano [7], no Capitulo 1, “Numeros Reais” (p. 13), o autor introduz os nimeros
irracionais afirmando: “Existem nameros cuja representagao decimal é infinita e nao perioédica e
que por isso, nao sao racionais”. Logo abaixo, define: “Numero irracional é todo nimero cuja
representacao decimal é infinita e nao periodica”.

Para o Ensino Médio, escolhemos a colegao “Matemética em Contextos” [3], escrita por Luiz
Roberto Dante e Fernando César de Abreu Viana (editora Atica, 2020). A colecio é composta por
seis volumes organizados por conteiido, que podem ser trabalhados em qualquer ordem.

No livro “Fungéo Exponencial, Fun¢do Logaritmica e Sequéncias” [2], ao explorar o gréfico
da funcdo f(z) = 2% (p. 44), os autores afirmam: “Os valores da fungdo sdo sempre positivos
e nao existe valor maximo; conforme aumentamos o valor de x, o valor correspondente de f(x)
cresce infinitamente” e acrescentam: “Entao Im(f) = R ou Im(f) = {y € R |y > 0}, ou, ainda
Im(f) = (0,00) em que co é o simbolo de infinito”.

No capitulo sobre sequéncias, os autores fazem varias referéncias as “sequéncias infinitas” e, na
secao “Explorando a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita”, utilizam a notagao
de limites, conforme ilustrado na Figura 1.
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Figura 1: Utilizagao da notagao de limite na pagina 146 do livro
“Fun¢ao Exponencial, Fun¢ao Logaritmica e Sequéncias” [2].

Assim como na BNCC, os livros analisados ndo abordam o conceito de infinito, mas o tema é
recorrente, com os autores chegando a apresentar as notacoes de infinito e limite.

5 Infinito em Dissertagoes

A busca textual pela palavra-chave “infinito” na area de Ciéncias FExatas e da Terra, realizada
no Catalogo de Teses e Dissertagoes da CAPES (catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses)
entre os anos de 2012 e 2022, resultou em 57 dissertagoes. No caso das dissertagoes do PROF-
MAT (https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes), entre margo de 2013 e dezembro de 2022, foram
encontradas 18 dissertagoes.

Apo6s uma selegao baseada em relevancia e similaridade com a proposta deste trabalho, escolhe-
mos onze dissertagoes do PROFMAT e trés de outros programas para analise mais detalhada. A
discuss@o aprofundada de cada uma dessas dissertagdes pode ser encontrada em Vieira [10]. Aqui,
apresentamos apenas informacoes gerais sobre cada trabalho. A Tabela 1 lista as onze dissertacoes
do PROFMAT selecionadas e a Tabela 2 apresenta as dissertagdes de outros programas.

Diversos trabalhos utilizam abordagens semelhantes & que propomos. Contudo, nenhum apre-
senta um produto educacional completo, como a apostila que desenvolvemos.



Tabela 1: Dissertagoes sobre o Infinito defendidas no Profmat.

Ano Autor(a) Titulo Instituigao
2013 F. L. Baccarin COH‘]I.Hl.tOS infinitos e suas surpresas: uma sequéncia UEL
de atividades [1]
92015 . S. Delfino (@) c~once{t(.) de infinito: uma abordagem para a Edu- UFV
cagao Basica [§]
9015 T.S. L. Santos (0] conc~e1t0 de infinito: uma abordagem a partir da UFBA
resolugao de problemas [21]
2016 L. B. S. Teixeira O infinito matematico [22] UERJ
Oficina sobre o infinito: uma proposta didatica para
2016 R. L. da Silva os alunos das séries finais do Ensino Fundamental 11 UFES
e Ensino Médio [20]
92016 W. M. L. Silva Um estudo soblre o mﬁmt(,):- enumerabilidade e den- UFTM
sidade dos conjuntos numéricos [13]
2017 M. A. Ortiz A geometria e o infinito [18] UFABC
9019 A. E. Santo Conjuntos 1I}ﬁn1t(35 e fungoes bijetivas: uma aborda- UTFPR
gem no Ensino Basico [9]
9019 G.R. de Lisboa O infinito em dois fragmentos: Arte e Mateméa- UFCAT
tica [14]
2019 J. A. de Lima Sobre o conceito de infinito e aplicagdes [12] UFCA
2022 T. Moreira Existem infinitos maiores que outros infinitos? [16] UNESP
Tabela 2: Dissertagoes sobre o Infinito defendidas em outros programas.
Ano Autor(a) Titulo Instituicao — Programa
O desenvolvimento das metafo- .
2013 L. C. S. Monteiro ras do conceito de infinito na UFPE D Mes‘.crla do em Psi-
- " cologia Cognitiva
educagio matematica [15]
Unigranrio Mestrado
. A nogdo de infinito na educagao Profissional Ensino das
2016 L. M. C. Pereira basica: reflexdes e proposta [19] Ciéncias na Educagéo Ba-
sica
Pe?guntas e },uétorlas sobre o in- UFRJ -~ Programa de
finito matematico: o que os estu- Mestrado em Historia das
2019 A. P. Gongalves dantes da educagao basica dese-

jam saber acerca da historia cul-
tural do infinito? [11]

Ciéncias e das Técnicas e
Epistemologia




6 Resultados e Discussao

Sob a perspectiva dos estudos realizados e diante da caréncia de materiais didaticos que con-
siderdssemos adequados, elaboramos uma apostila cujo objetivo é auxiliar alunos e professores do
Ensino Médio na compreensao e exploragao do infinito. O material disponibilizado busca subsidiar
estudos mais avangados, apresentando as construcoes logicas, defini¢des e teoremas necessérios para
uma abordagem completa sobre o infinito, respeitando as limitagoes inerentes ao nivel de ensino. A
Figura 2 apresenta a capa e o sumario da apostila “Quem disse que 0,999... é 17" que pode ser bai-
xada em https://sites.google.com/view/prof-luis-dafonseca/ensino-b\%C3\%Alsico/infinito.

Sumério

QUEM DISSE QUE 0,999...= 17

Pierre Simon de Fermat Vieira
Luis Alberto D'Afonseca
Sandra Mara Alves Jorge

Figura 2: Capa e sumario da apostila “Quem disse que 0,999...¢é 17”.

A apostila esté organizada em quatro capitulos, além do prefacio e das consideragdes finais.
O Capitulo 1, “O que é o Infinito”, apresenta uma anéalise historica da evolugdo do conceito de
infinito desde a Antiga Grécia até os dias atuais. No Capitulo 2, “Numeros Para Contar”, comega
a “matematica” da apostila. Nosso objetivo nesse capitulo é apresentar o que chamamos de “in-
finitamente grande”, ou seja, a nogao de um conjunto com infinitos elementos. No Capitulo 3,
“Numeros Para Medir”, discutimos o que denominamos “infinitamente pequeno”. Nele, explora-
mos a construgao dos conjuntos dos ntimeros racionais e reais, que sao os nimeros utilizados para
preencher os espagos existentes na reta entre os ntumeros inteiros. No Capitulo 4, “Calculando o
Infinito”, apresentamos sequéncias e séries, explorando alguns exemplos e contra-exemplos. Para
familiarizar o aluno com o tema, inicialmente abordamos as sequéncias ja conhecidas por eles, ou
seja, as progressoes aritméticas e as progressoes geométricas. Em seguida, ilustramos o contetdo

Figura 3: Personagens utilizados na apostila: o Curioso e o Provocador.



com exemplos interessantes, como a soma dos termos a,, = /2" e o calculo do valor de . Poste-
riormente, apresentamos a definicao de limite e verificamos a convergéncia de algumas sequéncias.
Por fim, direcionamos o aluno a resposta da questdo que intitula a apostila.

A fim de nos aproximarmos do leitor, criamos dois personagens: o Curioso e o Provocador
(Figura 3), que interagem constantemente com o texto. O primeiro levanta questoes e reflexdes
que incentivam o aluno a pensar, enquanto o segundo agrega um toque de leveza e humor ao texto.

7 Consideracoes Finais

Embora a BNCC néao inclua o infinito em suas propostas, esse conceito aparece frequentemente
nos livros didaticos, como discutido anteriormente. Nao sugerimos mudangas no conteido pro-
gramético do Ensino Bésico; em vez disso, apresentamos um material didatico que consideramos
adequado para ser utilizado em atividades extras com alunos interessados. A criacdo de uma apos-
tila com um tratamento formal do infinito visa servir de suporte para discussoes mais profundas
e enriquecedoras em sala de aula, além de ajudar a reduzir a lacuna entre o Ensino Médio e o
Superior, especialmente em disciplinas como Calculo Diferencial e Integral, comum nos cursos de
ciéncias exatas.
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