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Resumo Este trabalho discute a importancia da introdugdo de sistemas de equagGes nao lineares
no ensino médio, um tema que, apesar de ser fundamental para a compreensao mais ampla da mate-
maética, carece de material bibliografico voltado para este publico. O objetivo central da pesquisa é
preencher essa lacuna, fornecendo um contetido acessivel tanto para alunos quanto para professores.
Apresentamos exemplos que podem ser resolvidos algebricamente utilizando ferramentas classicas
da matematica, como as Relagdes de Girard, as Somas de Newton, a Desigualdade das Médias e
os Numeros Complexos. Esses exemplos sdo aplicados de maneira didatica e adaptados a realidade
dos alunos de ensino médio, promovendo o desenvolvimento de habilidades analiticas e raciocinio
l6gico, fundamentais para o estudo avangado da matematica.
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1 Introducao

A resolugao de sistemas de equagdes nao-lineares é uma area fundamental da matematica que
apresenta desafios significativos para alunos e professores do ensino médio. Apesar da complexi-
dade inerente a esses sistemas, existem técnicas algébricas que podem ser aplicadas para encontrar
solugoes eficazes. Este estudo se dedica a explorar essas técnicas, utilizando ferramentas mateméa-
ticas classicas que sao acessiveis e compreensiveis para estudantes desse nivel, como as Relagoes de
Girard, que relacionam raizes e coeficientes de polinémios, as Somas de Newton, que lidam com
somas de poténcias de raizes de equagoes polinomiais, e a Desigualdade das Médias, aplicada em
problemas de otimizagdo. Além disso, o uso dos Numeros Complexos também é abordado para a
resolucao de determinados sistemas de equagoes nao lineares.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar técnicas alternativas e estratégias eficazes para
a resolucao de sistemas de equagdes nao lineares no ensino médio. Ao introduzir essas técnicas,
buscamos nao apenas fornecer solugoes, mas também promover um pensamento critico e cria-
tivo entre os estudantes. O dominio dessas técnicas permitird que os alunos apliquem conceitos
matematicos de maneira mais ampla, preparando-os melhor para enfrentar problemas complexos
tanto em contextos académicos quanto em competigoes (olimpiadas de matematica, vestibulares
militares, etc.)

E notével a escassez de materiais didaticos que tratam de forma detalhada e acessivel essas
técnicas algébricas no contexto do ensino médio, deixando uma lacuna significativa no material de
estudo disponivel. Em geral, as bibliografias de matematica relacionadas ao ensino médio focam
predominantemente, por serem mais simples de se entender, nos sistemas de equacgoes lineares
(conferir, por exemplo, [2], [3] e [4]). Essa pesquisa, juntamente com o artigo [7], é fruto da
dissertagao de mestrado [6], que apresenta uma proposta para a aplica¢ao das equagoes nao lineares
no ensino médio. A dissertagao [6], além de explorar um campo de estudo com grande relevancia,
abriu novas possibilidades para o desenvolvimento de materiais didaticos voltados para a educagao
bésica, buscando aprimorar o ensino de conceitos mateméaticos complexos de forma acessivel.
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2 Metodologia

Esta pesquisa adota uma abordagem metodologica baseada na revisao bibliografica, consultando
livros académicos e artigos cientificos relevantes. A revisao é adaptada para atender & proposta
didética destinada a alunos do ensino médio. A metodologia empregada tem como objetivo apre-
sentar e aplicar conteiidos matematicos apropriados para essa faixa etaria, com foco especial em
sistemas de equagoes nao-lineares.

A proposta didatica utiliza métodos alternativos e estratégias eficazes para a resolugao de
sistemas de equagoes, enfatizando a integracao entre diferentes areas da matemaética. O objetivo
é consolidar o aprendizado dos alunos, promovendo a criatividade e o pensamento critico. A
metodologia se concentra na resolugao de execicios praticos que desenvolvem habilidades para
aplicar conceitos mateméaticos em diversos contextos, visando um entendimento mais profundo e
abrangente dos contetudos.

3 Resultados e Discussoes

Na segao 3.1 abordaremos as Relagoes de Girard, as Somas de Newton e a Desigualdade das
Médias. FEssas ferramentas classicas da matematica, juntamente com os Numeros Complexos,
serdao fundamentais para a resolucdo dos diversos sistemas de equagOes nao lineares que serao
apresentados na se¢ao 3.2. Exemplos relacionados a essas ferramentas e mais exemplos de sistemas
de equacbes nao lineares podem ser encontrados em [6].

3.1 Ferramentas Classicas
3.1.1 Relagoes de Girard

As Relagbes de Girard oferecem uma maneira elegante de relacionar os coeficientes de um
polinémio as somas e produtos de suas raizes, sem a necessidade de encontré-las explicitamente.
Essas relagoes sao amplamente utilizadas em diversos contextos matematicos, incluindo a resolugao
de sistemas de equagdes nao lineares.

Proposigao 3.1.1.1 (Relagoes de Girard). Considere p(z) = apx™ + ap_12" "1 + -+ + a17 + ag
tal que a; € R; i =1,....,n e a, # 0, um polindomio de grau n e suas respectivas raizes complexas

r1, Ty, T3, ..., Tn. Temos as sequintes relagoes:
— Qg —
x1+x2+m3+...+xn = #
0.0n
T1To +T1T3 + -+ T1%p + T3+ -+ Tp_1Tn = ==
— Ay —
T1T2X3 + T1X2T4 + +++ + T1X2Tp, + T1T3T4 + -+ + Tp—2Tp_1Ty = a’; 3
a
T1T2L3. .. .. T — (_1)".?2
Demonstragao. Conferir [3]. O

Observagao 3.1.1.1. O lado esquerdo da sequnda equacao do sistema representa a soma de todos
0s possiveis produtos de duas das raizes do polindomio; o lado esquerdo da terceira equagao representa
a soma de todos 0s possiveis produtos de trés das raizes do polindmio, e assim por diante, até o
lado esquerdo da iltima equacdo que representa o produto de todas as raizes do polinéomio.



3.1.2 Somas de Newton

As somas de Newton, ou identidades de Newton-Girard, sdo férmulas fundamentais na Algebra
que relacionam os coeficientes de um polindémio com as somas das poténcias das raizes desse
polinémio.

Proposigao 3.1.2.1. Considere
P(z) = apa™ + An 12"Vt apox™ 2+ ... +ag
um polindémio de grau n > 0 cujas as raizes $Go Ti,To, T3, ..., Tn. Defina,
Sp=ab+akvab 4. 42k kez
(As somas Sy sao conhecidas como Somas de Newton). Entao, para k > n,

anSk + apn_1Sk—1 + apn—2Sk—2 + ... + agSp—n = 0.

Demonstragao. Conferir [5]. O

3.1.3 Desigualdades das Médias

A Desigualdade das Médias estabelece relagbes importantes entre as médias Aritmética, Geo-
metrica e Harmoénica. Ela afirma que a Média Aritmética é maior ou igual & Média Geométrica
que é maior ou igual & Média Harmonica.

Definigao 3.1.3.1. Considere uma lista com n numeros x1,xa, ..., Ty
a) A Média Aritmética dos nimeros dessa lista € definida por
xr1 —|—x2—|—.‘.—|—:cn.

Ma = ;
n

b) Para x1,x2,...,x, > 0, a Média Geométrica dos nimeros dessa lista é definida por

Mg = /r129...T0;

¢) A Média Harmonica dos nimeros dessa lista é dada por

Proposicao 3.1.3.1. (Des. das Médias) Considere uma lista de n nimeros positivos x1,2a, ...Tx.
Entao, Ma > Mg > Mh. Ocorrendo a igualdade se, e somente se, 1 = To = .... = Tn,.

Demonstragao. Conferir [1]. O

3.2 Sistemas de Equagoes nao Lineares

Nesta secao, apresentamos exemplos de sistemas de equagoes nao lineares cujas respectivas
solugbes fazem uso das ferramentas matematicas classicas discutidas na se¢ao 3.1 e dos numeros
complexos.

No exemplo seguinte, utilizamos as Relagoes de Girard (Prop. 3.1.1.1) para construir um
polinémio cujas raizes sao as solugoes do sistema dado.



Exemplo 3.2.1. Resolva o sistema de equagdes

r+y+z=9
Yy +xz+yz =27 (1)

Solugao: Da terceira equagao, obtemos

yz+rz+ay

e 1. 2)

Logo, substituindo a segunda equagao do sistema (1) na igualdade (2), obtemos
xyz = 27.

Deste modo, temos:
r+y+z=9
zy+xz+yz =27
ryz =27
Assim, pelas Relagoes de Girard (conf. Sec¢ao 3.1.1.1), z,y e z s@o as raizes do seguinte polinémio

de grau 3
3 —9t2 427t — 27 =0,

ou ainda, de forma fatorada,
(t—3)* =0,

que possui t = 3 como raiz de multiplicidade 3. Portanto, as solugoes do sistema (1) séo
r=3,y=3ez=3.

O
O exemplo seguinte pode ser resolvido como aplicagido das Relagoes de Girard (Prop. 3.1.1.1)
em conjunto com as féormulas de Soma de Newton (Prop. 3.1.2.1).

Exemplo 3.2.2. A partir de

r+y+z=1
22 +9y2+22=9 (3)
Py 2 =1
lor d 1 5 igual
o valor de ————— € igual a:
oyt + 24 g

Solugao: Observe que,
(x+y+2)? 2@y +rz+yz) =2 +y? + 22 (4)
Assim, substituindo a primeira e a segunda equagdo do sistema (3) na igualdade (4), obtemos
xy +xz+yz = —4. (5)
Suponha que z, ¥, z sejam as raizes do polindmio

t3fat> +bt+c=0. (6)



Entao, pelas Relagoes de Girad, temos: z+y+2 = —a e xy+ xz+ yz = b. Assim, pela primeira
equagcao do sistema (3) e por (5), a = —1 e b = —4. Logo, a equagao polinomial (6) passa a ser
3 —t2 — 4t +c=0. (7)

Considere S, = z" + y™ + 2™ a soma das n—ésimas ponténcias das raizes da equagao polinomial
(7), isto ¢, a soma n de Newton (conf. Segao 3.1.2) das raizes de (7). Logo, Pelo Teorema 3.1.2.1
(Somas de Newton), temos:

53—52—451+3C:0. (8)

Pelas equagdes que compde o sistema (3), temos: S3 =1, So =9 e S; = 1. Logo, por (8),
1-9—-41+3c=0. (9)

Assim, ¢ = 4. Portanto, z, y e z sdo raizes da seguinte equacdo polinomial: 3 — ¢ — 4t +4 = 0.
Logo, pelo Teorema 3.1.2.1 (Somas de Newton),

Sy — 83 —45,+451 =0 (10)

e, entao, desde que S3 =1, S5 =9 e S; =1, encontramos S, = 33. Portanto,

4 4 4
zd+axt4+24 S, 33
O
Observagao 3.2.1. Desde que as solugdes do sistema (3) sao as raizes da equagdo polinomial
t3 —t2 — 4t +4 = 0, as solugdes do sistema (3) sGox = —2, y =1 e z = 2 e suas respectivas
permutagoes.

O exemplo seguinte pode ser resolvido com o auxilio da desiguadade das médias.

Exemplo 3.2.3. Resolva o sistema de equacgoes

2
T+ —=2y
x
2
y+-— =2z (12)
Y
2
z4+ - =2
z

Solugao: Inicialmente, observamos que i) x,y e z sdo nao nulos; ii) z,y e z sdo ambos positivos
ou x,y e z sdo ambos negativos e iii) Se (z,y,z) & solu¢do do sistema (12), entdo (—z, —y, —2)
também é solugao. Suponha, entao, sem perda de generalidades que z,y, z > 0. Somando as trés
equagoes do sistema (12), obtemos

1 1 1
x+y+z+%;+§+;):%x+y+d. (13)

Como Ma > Mg (ver (3.1.3.1)), temos

2 +3 2
- YL >0 /22 (14)
x




ou ainda, de posse das equagoes do sistema (12),

[\

2 2
Jy=x+->2/2, 22=y+->2/2 e 2w=z+->2/2 (15)
x z

<

e, entao,

r>V2, y>vV2 e z2>V2 (16)

Em seguida, somando as 3(trés) desigualdades de (15), obtemos

i seve (17)

1
x+y+z+2(; ;2

Entéo, substituindo (13) em (17), obtemos 2(z + y + z) > 61/2 ou ainda,
TH+y+2z>3V2 (18)

Como vale (16), a igualdade se verifica quando 2 = y = z = /2. Pelo sistema (12), se x, ¥, z sdo
positivos e solugdo, entdo —z, —y, —z também é. Logo, as solugdes do sistema (12) sao

r=y=2=V2 e x=y=2=—2.
O proximo exemplo pode ser resolvido como aplicagao dos ntimeros complexos.

Exemplo 3.2.4. Encontre os reais x ey, tais que:

3r —vy

22+ 2 =3

x + 3y 0 (19)
y_xz—l—yQ -

Solugao: Multiplicando a segunda equagao por i e somando com a primeira equagao, obtemos

. 3x —vy .x+ 3y
T +1 —1 =3
+y+m2+y2 $2+y2

ou ainda,
o 3(x—iy) — (y+ix)
=3.
T+ + e
Assim,
3z —iy) —i(x —iy)
=3. 20
T4y + 22 12 (20)
Desde modo, fazendo z = z + iy em (20), temos
o 3z 771'2 _3
2.Z
ou ainda,
. Z(3 - i) _3
2.Z
e, entao,
3
z+ - 3.
Assim,
22 —324+3—-i=0. (21)

Logo, de (21), z =2+ ou z = 1 — 4. Portanto, desde que z = x + iy, as solugao do sistema (19)
s@o os pares ordenados (z,y) = (2,1) e (z,y) = (1,-1).



4 Consideracgoes Finais

A presente pesquisa teve como objetivo central a apresentagdo de exemplos de sistemas de
equagoOes nao lineares que podem ser resolvidos utilizando ferramentas matematicas acessiveis ao
nivel do ensino médio, como as Relagoes de Girard, Somas de Newton, Desigualdade das Médias
e Numeros Complexos. Essas ferramentas, quando bem compreendidas e aplicadas, proporcionam
aos alunos uma visao mais profunda da resolugao de sistemas de equagoes, ampliando seus hori-
zontes matemaéticos e consolidando a importéncia de conceitos avangados no contexto da educagao
bésica.

Um dos principais desafios identificados ao longo deste trabalho foi a escassez de materiais di-
daticos que tratem de sistemas de equagoes néo lineares de forma adequada para o ensino médio. A
caréncia de abordagens mais acessiveis para esse tema reflete uma lacuna significativa na educagao
matematica nesse nivel de ensino, tanto para alunos quanto para professores. Com isso, esperamos
que este trabalho contribua para preencher essa lacuna, fornecendo um material de apoio que nao
s6 enriqueca as praticas pedagogicas, mas também promova um maior engajamento e compreensao
dos estudantes sobre a importancia e aplicabilidade de temas mais avangados em matematica.

Por fim, sugerimos como trabalho futuro o estudo das solugbes numéricas para sistemas de
equagOes nao lineares que nao podem ser resolvidos algebricamente. A introdugao de técnicas
numéricas no ensino médio, de forma didatica e acessivel, pode abrir novas perspectivas para o
aprendizado e demonstrar a importancia da matematica computacional. Dessa forma, vislumbra-
mos que a abordagem numérica venha complementar os conhecimentos adquiridos, proporcionando
uma visao mais ampla e aplicada das equagoes nao lineares no contexto educacional.
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