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ALGORITMOS DE TEORIA DOS NUMEROS
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RESUMO: A Teoria dos Nimeros € um ramo da Matematica que visa, primordialmente, entender as
propriedades e relacdes entre os nimeros. Conceitos como divisibilidade, mdximo divisor comum e
primalidade sdo aplicados na Ciéncia da Computacdo, principalmente em Criptografia e Criptoandlise.
Este trabalho desenvolveu um conjunto de materiais abrangendo esses topicos para facilitar o estudo da
Teoria dos Numeros. Primeiramente, foram implementados algoritmos da literatura, na linguagem
de programacdo Python, que abordam propriedades bdsicas dos nimeros, como a divisibilidade,
testes de primalidade, Fun¢ao Totiente de Euler, nimeros triangulares e residuos quadraticos. Estes
algoritmos estdo disponiveis em um repositério do GitHub. Em segundo lugar, buscou-se explorar e
apresentar diferentes abordagens para a resolucdo de sistemas de congruéncias lineares, com €nfase
na implementa¢do do Teorema Chinés do Resto. Dessarte, examinou-se o Algoritmo Estendido de
Euclides, destacando a influéncia do custo computacional no cdlculo do Médximo Divisor Comum. Em
seguida, analisou-se o Teorema Chinés do Resto como uma possibilidade para solucionar sistemas de
congruéncias lineares. Evidenciou-se que a implementagdo cldssica desse teorema possui um custo
assintético quadrético, enquanto o método proposto neste artigo demonstra um limite linear multiplicado
por uma funcdo logaritmica. Isso se deve a inclusdao de uma etapa adicional de complexidade no
processo, envolvendo a verificacdo de médulos coprimos. Por fim, como produto educacional, foi
desenvolvido um site com doze postagens sobre topicos de Teoria dos Nimeros, visando apresentar
conceitos fundamentais de maneira acessivel ao leitor. Ademais, o site disponibiliza os materiais
produzidos, com pontuagdes sobre cada temadtica estudada. Esses produtos mostram-se salutar, uma
vez que provém formas distintas de dissemina¢do do conhecimento matemaético.

Palavras-chave: Algoritmos. Custo computacional. Teoria dos Numeros.

1 INTRODUCAO

A Teoria dos Niimeros € um campo da Matemadtica que tem como objetivo investigar as propriedades
dos nimeros inteiros (HARDY et al., 2008). Em resumo, sdo trés principais ramos em que se divide tal
area: a Teoria Algébrica, abordando dlgebra e nimeros complexos; a Teoria Analitica, com foco na
andlise real e complexa e, por fim, a Teoria Elementar, a qual busca validar e comprovar conceitos
relacionados aos nimeros inteiros.

Dentro da Teoria Elementar, hd o estudo de topicos como divisibilidade, primalidade, equivaléncia
modular e congruéncias. Apesar de serem poucos explorados na matematica pura, esses conceitos sao
muito importantes para diversos assuntos da Computacao (CORMEN et al., 2001). Primeiramente, a
divisibilidade revela-se como uma base subjacente para a fatoracdo de nlimeros inteiros com diversos

algarismos — tarefa critica para a seguranga da criptografia moderna.
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A primalidade, por sua vez, fornece alicerces para os testes utilizados na verificagdo de nimeros
primos em métodos como o RSA e a criacdo de Tabelas de Hash. Por fim, as noc¢oes de equivaléncia
modular e congruéncias garantem que mensagens permanecam integras durante o processo de
codificacdo e decodificacdo. Nesse sentido, ao explorar o desenvolvimento de algoritmos de Teoria dos
Numeros, pode-se estudar o potencial de aplicacdes ja existentes.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um conjunto de materiais desenvolvidos sobre Teoria
dos Numeros. Em primeiro lugar, tem-se a implementagao de algoritmos tradicionais encontrados na
literatura. Em segundo lugar, propde-se uma abordagem para o cdlculo dos coeficientes do Algoritmo
Estendido de Euclides. Em terceiro lugar, sugere-se uma otimizag¢do do custo computacional do
Teorema Chinés do Resto. A selecdo desses algoritmos se deu diante das inimeras aplicacdes no
ambito da Ciéncia da Computagdo, principalmente em Criptografia, como a geracao de chaves do
sistema RSA. Por fim, foi desenvolvido um site que reune doze publica¢cdes abordando diferentes

topicos de Teoria dos Nimeros, contribuindo para a disseminacio do conhecimento matematico.

2 METODOLOGIA

Esta secdo apresenta os métodos adotados para cada material desenvolvido nesta pesquisa.

2.1 Implementacao de algoritmos tradicionais

Em relagao aos algoritmos tradicionais, foram escolhidos os seguintes tépicos para a implementagao

computacional na linguagem de programacao Python:

* Algoritmo Estendido de Euclides: apresenta a versao tradicional do algoritmo e a abordagem

proposta;

* Divisibilidade: enfoque na defini¢cdo de dois nimeros serem divisiveis entre si, nGmeros primos

e Func¢ao Totiente de Euler;
* Numeros Triangulares: verifica se um niimero € triangular e retorna a visualizacdo desse niimero;
* Residuos Quadréticos: testa se um ntimero € residuo quadritico em relacdo a um nimero primo;

* RSA: fornece a implementagdo desse algoritmo com base nas bibliotecas Cryptography e

Pycryptodome;

» Teorema Chinés do Resto: explora a versao tradicional do algoritmo e a abordagem proposta.
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2.2 Algoritmo Estendido de Euclides

O Algoritmo de Euclides consiste em um método de divisdes sucessivas utilizado para determinar
o Maximo Divisor Comum (MDC) entre dois inteiros. A sua versao estendida, conhecida como
Algoritmo Estendido de Euclides, baseia-se na Relacao de Bézout, a qual estabelece que o MDC entre
dois numeros pode ser representado como uma combinagdo linear desses mesmos nimeros.

Em (ROSA; MANSO; CORREA, 2023), propomos uma nova perspectiva para o Algoritmo
Estendido de Euclides, de modo a determinar os coeficientes da Relagdo de Bézout em um conjunto de

iteracoes. Primeiramente, € preciso calcular o Mdximo Divisor Comum com base na Figura 1.
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Figura 1 — Elementos do Maximo Divisor Comum no método desenvolvido

O segundo passo consiste em verificar se a posicao n € um niimero par ou impar, a fim de iniciar um
conjunto de iteracOes para o calculo de alfa, uma varidvel que € utilizada para determinar os coeficientes
xey.

Caso n seja par, temos que i = 5, sendo i = % Assim, inicia-se as iteracdoes com aq = 1 até

a1 rn—k]—qmn-1]

a; =

rin—1]

Inicialmente, caso n seja par, temos que (k,l) = (2,0). Sendo, (k,l) = (3,1). A cada iteracdo, essas
varidveis sdo incrementadas: k = k+2 e [ =[+2. Por fim, obt€ém-se os coeficientes y e x, sendo eles

dados por:

a b
@it =40 )"g—l
YETmo ¢ YR
n 'n

Desse modo, implementou-se computacionalmente o método desenvolvido, na linguagem de

programacdo Python, a fim de verificar a corretude dos cédlculos diante de diferentes possibilidades
para a fun¢ao MDC.

2.3 Teorema Chinés do Resto

O Teorema Chinés do Resto tradicional € um método que resolve sistemas de congruéncias lineares
dois a dois da forma:
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x=A; (mod m)

x=A, (modm,)

Em que m,my,...,m, sdo coprimos. A versao tradicional possui um custo assintético de @(nz).
Em (ROSA; MANSO; CORREA, 2024), abordamos um algoritmo mais eficiente com custo de
O(n-log(min(a,b))). Essa otimizacdo € alcancada ao considerar a possibilidade dos médulos nao

serem coprimos, por meio da introdu¢do de uma conjectura. Considere o sistema:

mx=a (mod b)
nx=c (mod d)

Caso m seja diferente de 1, € preciso encontrar o inverso multiplicativo de m em relagcdo a b, ou
seja, m~! (mod b). O mesmo vale para n, no caso n~' (mod d). Em seguida, deve-se multiplicar as

equacoes pelos seus respectivos inversos, de forma que se tenha 1x. Assim, pode-se utilizar a equacao:

x=[b"" (modd)-b-(c—a)+a]|+b-d-j-y

Em que j = mdc(b,d). No caso em que j = 1, o algoritmo funciona da mesma forma que o Teorema
Chinés do Resto. Para um sistema com médulos ndo coprimos, o método sugerido retorna solugao se e

somente se 0 Maximo Divisor Comum entre b e d divide (¢ —a).

2.4 Site e materiais

O site foi desenvolvido com o objetivo de explorar tépicos de Teoria dos Numeros de forma mais
acessivel a comunidade ndo académica. Ao longo de seis meses, foram publicadas doze matérias que
abrangem desde conceitos fundamentais de divisibilidade até aplica¢des, como o algoritmo RSA. Além

disso, foram disponibilizadas 162 paginas de slides sobre esses conceitos.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

O primeiro resultado corresponde a disponibilizacao dos algoritmos tradicionais implementados,
que podem ser verificados no GitHub!. O repositério estd organizado de acordo com os tépicos
descritos, e a documentacdo fornece informagdes sobre a execucao dos algoritmos.

Em seguida, temos que a abordagem proposta para o Algoritmo Estendido de Euclides apresenta
0 mesmo custo assintético da versdo tradicional, que é O (log(min(a,b))). A Figura 2 ilustra o

pseudocddigo do método.

I Disponivel em: httos://github.com/anacarlaauallio/IC. Acesso em: 20 set. 2024.
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def MDC_ESTENDIDO(a, b): #Custo assintotico de O(log(min(a,b)))

resto_i, quociente_i = MDC(a,b) # O(log(min(a,b)))
resto_i, quociente_i = DIVISAO(resto_i, quociente_i) #O(log(min(a,b)))
n = len(resto_i) — 1 #Teta (1)
alfa[0] = 1 #Teta(l)
if n % 2 == 0: #Trecho com custo de Teta(1l)
i=n/ 2
else :

i=(n— 1)/2

for j in range(l, i): # Trecho com custo de O(log(min(a,b)))
alfa[j] = (alfa[j — 1] % resto_i[0]/ resto_i[n] — quociente_i[2]) / (
resto_i[2]/resto_i[n])

y = (alfa[i] % a/ resto_i[n] — quociente_i[0] ) / (resto_i[0]/ resto_i[n]) #
Teta (1)

Xx = (y %= b/ resto_i[n] — 1) / —(a/resto[n]) #Teta(1l)

return x, y

Figura 2 — Pseudocddigo do método apresentado

Acerca do Teorema Chinés do Resto, a versdo tradicional possui um custo computacional de
6(n*). A abordagem proposta dispensa a verificacio de médulos coprimos, uma vez que propde uma
conjectura para o algoritmo. Isso representa uma otimizagdo ao eliminar uma etapa do processo. O
custo O(n-log(min(a, b))) é alcangado devido a utilizacdo do Algoritmo Estendido de Euclides para
calcular inversos, com um custo de O (log(min(a, b))), além de percorrer as n equacdes do sistema. A

Figura 3 ilustra o pseudocddigo da abordagem proposta.

def TEOREMA_CHINES N(m, n, a, b, c, d): #Custo assintotico de O(log(min(a,b)))

if m == 0 or n == 0: return 0, 0 #Teta (1)

if m != 1:
m, a, b = SIMPLIFICA(m, a, b) #O(log(min(a,b)))
if a == —1: return 0, O

if n != 1:
n, ¢, d = SIMPLIFICA(n, ¢, d) #O(log(min(a,b)))
if ¢ == —1: return 0, O

i INVERSO(b, d) #O(log(min(a,b)))
X = (1 %* b % (¢c —a) + a) #Teta (1)
gama = b % d % mdc #Teta (1)

if x < 0: x = gama + x #Teta(l)
return x % gama, gama

Figura 3 — Representagao da nova abordagem para o Teorema Chinés do Resto

Por fim, em relacdo ao site, as publicacdes desenvolvidas incluem: “O que € Teoria dos Nimeros?”;
“Algoritmo Estendido de Euclides”; “Nocodes Elementares e Tabela Hash”; “Introducdo a Aritmética
Modular”; “Grupos e Subgrupos”; “Teoria dos Grupos e Grupos Modulares™; “Introducdo as Equacoes

Lineares Modulares”; “Teorema Chinés do Resto”; “Teoremas Importantes da Teoria dos Nimeros”;
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“Nocodes de Criptografia e Algoritmo RSA”; e “Introducao as Func¢des Aritméticas”. Todos os materiais

estio disponiveis?.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar um conjunto de materiais desenvolvidos sobre
Teoria dos Numeros. Primeiramente, foram introduzidos os algoritmos tradicionais implementados.
Posteriormente, propusemos novas abordagens, incluindo um método para o Algoritmo Estendido de
Euclides, mantendo o mesmo custo computacional da versao cldssica, e uma otimizacdo do Teorema
Chinés do Resto, aplicado a resolucdo de sistemas de congruéncias lineares. A andlise revelou que a
versio tradicional possui um custo assintético de ®(n?), enquanto o algoritmo desenvolvido atinge
um limite de O (n -log(min(a,b))). Por fim, o site apresenta um conjunto de materiais, contribuindo
para a disseminacdo do conhecimento matematico. A continua exploracdo da Teoria dos Nimeros ndo
apenas alimenta o avango do conhecimento, mas também fornece ferramentas essenciais para resolver

problemas complexos que moldam a sociedade moderna.
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