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Resumo. Todo professor de matematica comprometido com o processo de ensino e de aprendizagem
busca, para cada objeto de estudo a ser ensinado, um conjunto de possibilidades de representagdes,
tendo em vista, as recomendagoes ja consensuais das pesquisas sobre aprendizagem, que indicam
melhores resultados quando o processo de ensino de um tema é feito a partir de diferentes espectros
representativos. Nesse texto apresentamos os resultados de uma investigagao nascida da motivagao
de determinar um processo de desenvolvimento para o binémio de Newton que fosse diferente
daquele que é apresentado nos livros de Matematica. A proposta construida, extraida de Santos [6],
relaciona a aritmética e a dlgebra na exploragdo do bindémio, tem base no conceito de recorréncia
linear de primeira ordem. Tal perspectiva, do ponto de vista do ensino, é caracterizada como uma
transposigao didatica, tendo em vista que transforma um saber cientifico (bindmio de Newton), num
saber a ser ensinado, visando & facilitagdo da construgdo conceitual pelo aluno. Dentre os fatores
relevantes desse estudo, destacamos a nao dependéncia da anélise combinatoria no desenvolvimento
do binémio, a possibilidade de estudo por estudantes dos anos finais do ensino fundamental e
a compreensao por parte do professor da necessidade de um olhar reflexivo para os conteudos
matemaéticos buscando perspectivas metodologicas diferentes daquelas ja expostas nos livros.
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1 Introducao

O bindémio de Newton é um conteido da Matemética possuidor de um conjunto de especifi-
cidades que o demarcam com significativa relevincia, uma vez que esta na intersecao de alguns
temas da Matematica, que parecem completamente dissociados, como as poténcias de expressoes
algébricas, a analise combinatoria e o tridngulo de Pascal. Além disso, serve de base para o estudo
de diversas areas da Matematica, como no estudo dos “produtos notéaveis”, dos nimeros complexos,
do céalculo diferencial e integral e, também, no estudo de séries.

Para quem nao lidam cotidianamente com o conhecimento matematico, os elos entre o binémio
de Newton e a andlise combinatoéria podem levar a uma inquietude delineada a partir de perguntas
da seguinte natureza: Como pode que no desenvolvimento de uma poténcia de uma adi¢do/ (ou
subtragdo), ou seja, poténcias da forma (a £ b)", haja uma ordem demarcada com numeros cal-
culados através da anélise combinatoéria, através de combinagoes simples? Como é possivel que os
ntmeros binomiais, arranjados numa estrutura triangular, possam conter os coeficientes de qual-
quer poténcia da forma (a + b)™?

Estudamos na educacao béasica, desde os anos iniciais do ensino fundamental II, que o desen-
volvimento de uma poténcia se da a partir das multiplicagoes sucessivas de uma mesma base. Essa
concepgao de potenciacao apresenta limitacoes quando adentramos em poténcias com expoentes
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nao inteiros. No entanto, entendemos que, para exploracoes matematicas que se inserem no con-
texto da educacao basica, ela possui um apelo didatico relevante no estudo dessa operacao. Dai, ao
desenvolvermos as poténcias do binémio (a+ b)™, fazendo o expoente variar nos nimeros naturais,
tem-se (Figura 1):

Figura 1: Binémio de Newton
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Fonte: Elaborada pelos autores

Esse modo de desenvolver tais poténcias, com essa representatividade genérica, deve ser pre-
cedido, nas aulas de Matematica, de exploragoes aritméticas para que sejam construidas as bases
compreensivas do processo dedutivo posterior, e apds as exploragdes numéricas as incognitas po-
dem ser inseridas nos bindmios para entao, a partir de um processo dedutivo, pode-se constatar
que nos coeficientes dos desenvolvimentos dessas poténcias surgem os ntmeros binomiais.

Figura 2: Triangulo de Pascal: (A) Coeficientes binomiais; (B) Representagdo binomial.
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Fonte: Elaborada pelos autores

O fato do desenvolvimento geral do binémio depender das combinagoes simples, que é um t6-
pico inserido no contexto da analise combinatoéria, sempre nos inquietou. Dai, a origem da seguinte
indagacdo: E possivel desenvolver um binémio da forma (a+b)™ sem que se utilize o conhecimento
de nimeros binomiais e sem fazer uso da multiplicagdo sucessiva do fator (a + b)?

Nesse texto, fazemos uso de uma ferramenta da didatica da Matemética - a transposicao
didatica, numa proposta de desenvolvimento (que tem consequéncias diretas para o ensino) do
binémio de Newton sem a dependéncia do contetido de anélise combinatéria. Com essa transposi-
cao didatica objetiva-se oportunizar aos discentes do ensino médio, como também aos alunos dos



anos finais do ensino fundamental, um processo de desenvolvimento do binémio, distinto daqueles
constantes até entao nos textos de Matematica. Essa perspectiva abre possibilidades para outras
interpretagdes do desenvolvimento binomial favorecendo, inclusive a exploragao de situagoes con-
textualizadas inerentes ao tema em estudo.

Transposigao didatica, segundo D’amore [3] (2007, p.225), é uma forma de “adaptagio do co-
nhecimento matemético para transformé-lo em ‘conhecimento para ser ensinado’”. Ou seja, fazer
uma transposicao didatica é tomar um conteido a ser ensinado em uma determinada turma e,
conhecendo seus alunos, adapté-lo para que estes consigam construi-lo, compreendé-lo. Em outras
palavras, é possibilitar a exploragao do conceito a partir de representacoes e linguagem adequadas,
com definigoes e exemplos apropriados para que o processo de ensino e aprendizagem seja realizado
de maneira efetiva e eficaz.

2 A Epistemologia de um Binémio

A superficialidade epistemolégica com que se estudam os temas da Matematica na educagao
bésica, se avangando apenas em especificidades aritméticas, algébricas e geométricas que constituem
os objetos matemaéticos, impede que facamos reflexoes significativas sobre a construgao histérica de
cada conceito e, assim, passamos a identifica-lo, nomea-lo, rotuld-lo como sendo uma construgao
ou ideia, unicamente de algum sujeito, que em algum momento da histéria contribuiu para o seu
desenvolvimento.

Um dos exemplos mais marcantes desse fato, para quem ja teve vivéncia como docente de
Matematica, diz respeito ao caso do “Teorema de Pitagoras”’, que quando questionamos os discentes
sobre o teorema ser mesmo de Pitagoras, vemos o semblante de espanto, de “estranheza”, de
perplexidade dos alunos. E como se aquele objeto mateméatico em estudo houvesse sido concebido,
criado, se constituido, apenas a partir (ou por intermédio) daquele sujeito que lhe da nome.

E assim também o caso do “Binémio de Newton”. Muitas pessoas, até aquelas inseridas no
contexto do estudo da Matematica - alunos e mesmo professores, tém um entendimento desse tema
associado a apenas os estudos de Newton, como se o processo de construgao desse conhecimento
tivesse comecado com ele. Desse modo, desconsidera-se uma trajetoria epistemologica rica de
construgao e desenvolvimento matematico, deixam-se & margem muitas outras pessoas e povos que
também foram significativos no percurso evolutivo do conhecimento desse tema.

E necessario lembrar que a Matematica ao longo da histéria nunca se formatou de
forma instantanea, e sim sempre foi moldada aos pedacos, com diversas colaboragoes
de grandes matematicos. Assim foi com as equagdes algébricas, geometria analitica,
o céalculo, etc. Dessa forma devemos citar alguns pedagos dessa composicao elegante

da algebra, a qual chamamos de Bindmio de Newton (Tognato II, 2013, p.4). [5]

O que hoje chamamos de “Binémio de Newton”, por muito tempo foi tratado como “Teorema
Binomial”, que era conhecido pelo menos desde o século IV a.C., quando Euclides apresentou o caso
especial do teorema para poténcias de segunda ordem (Coolidge, 2017) [2]. HA registros também,
de acordo com Boyer (2012) [1], de estudos do teorema na India, por volta dos séculos XII e XIII
e na China, no século XIII. Para mais detalhes acerca dessa discussao, veja Santos [6].

3 Uma transposicao didatica para o Bindmio de Newton
Apresentar o Binémio de Newton, com o seu desenvolvimento completo, para turmas dos anos

finais do Ensino Fundamental, que tém nos contetdos curriculares o estudo dos produtos notaveis,
tais como (r 4 y)? e (z £ y)3, possivelmente seria uma decepciao do ponto de vista didatico.



E necessario entender que cada turma e cada etapa da vida escolar do aluno tém seus proprios
desafios, com curriculos previamente definidos. Mas, é pertinente que se pense esse curriculo de
modo holistico, buscando-se as relagoes entre conteiidos e combatendo a ideia de cadeia linear
de conhecimentos que nao dialogam. Nessa perspectiva, em cada etapa da formacao educativa,
convém construir conceitos que nao estejam previstos nas defini¢oes curriculares, desde que apre-
sentem relagoes afins com os temas daquela etapa.

Explorar o desenvolvimento de poténcias da forma (z +y)™ em que n € N, a partir do teorema
binomial apresentado nos textos de Matematica da educacao bésica, ndo é uma tarefa facil, quando
os estudantes nao possuem saberes prévios relativos & analise combinatéria. Um contetido a ser
ministrado em uma turma, qualquer que seja, precisa ser adaptado ao seu ptublico alvo, ou seja, ao
seu alunado. Baseado nessa ideia lanca-se a pergunta: E possivel fazer uma transposicao didatica,
isto é, uma adaptagao no contetido bindmio de Newton para que este possa ser ministrado em
turmas dos anos finais do ensino fundamental, que nao estudaram analise combinatéria?

Respondemos a essa pergunta com um enfatico sim. O objetivo desse artigo é justamente de-
senvolver essa transposicao diddtica a fim de justificar nossa afirmagao e apresentar uma proposta
de abordagem desse conteido, o bindmio de Newton, distinta do que consta em todos os textos
didaticos de Matematica.

Estamos enfatizando a possibilidade de exploracao em turmas dos anos finais do ensino fun-
damental por entendermos ser desnecessario argumentar a importéncia dessa transposigdo para
turmas do ensino médio. Conforme sabemos de Duval (2011) [4], quanto mais possibilidades de
representacao de um objeto matematico, maiores serao as possibilidades de aprendizagem. Nesse
sentido, outra forma de explorar o binémio trara contribuigoes relevantes para o estudo desse tema
em turmas do ensino médio.

O desenvolvimento do binémio de Newton, de acordo com os textos de Matematica, exige do
estudante o conhecimento de conceitos préprios da analise combinatoéria, que sao fatorial e ni-
mero binomial. Vamos apresenta-los a seguir, de maneira breve e, na sequéncia expomos uma
transposicao didatica visando a nao exigéncia desses conhecimentos para o desenvolvimento do
binémio.

Definicao 3.1. Sejan € N, define-se o fatorial de n, denotado por n!, pelas sequintes igualdades:
ol=1=1 enl=n-(n—-1)-(n—2)---3-2-1.
Além disso, tem-se a relagao fundamental:
nl=n-(n-—1)L

Definigao 3.2. Sejam n,k € N, com k < n. Define-se o nimero binomzial por

(1) = m

Esses dois conceitos, associados a algumas propriedades que lhes sao derivadas, sao a base de
todos os desenvolvimentos dos binémios da forma (x +y)™. Com isso, apresenta-se e demonstra-se,
0 seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Teorema Binomial). Sejam n € N e x,y € R. Entdo,

(x+y)" = En: (Z) g Ry,

k=0



Essa é a maneira de desenvolver o binoémio (x 4 y)™ que é apresentada nos livros de Matemé-
tica. Ela depende dos conhecimentos de ntimeros binomiais. Dessa forma, fica inviavel explorar
o bin6émio numa sala de aula caso os discentes ndo possuam esses conhecimentos prévios. E a
partir do desejo de apresentar uma forma de explorar o binémio, que nao dependa dos saberes
da analise combinatoéria, que propomos uma transposicao didatica, nesse caso, caracterizada como
uma transposicao dentro do &mbito do proprio conhecimento matemaético.

No desenvolvimento que propomos, utilizamos o conceito de Recorréncias Lineares, que sao téc-
nicas matematicas que nos permitem construir sequéncias numeéricas, desde que se tenham algumas
ferramentas para tal. Nesse caso, para que exista uma relacao de recorréncia é necessario conhecer:

(1) O primeiro termo da sequéncia;

(2) Uma regra, ou lei de formagao, que permite calcular o termo seguinte da sequéncia a partir
do antecessor.

As recorréncias sao instrumentos importantes na resolugao de problemas, e quando utilizadas
em situacoes apropriadas e da maneira correta, podem facilitar os processos algébricos e aritméticos
envolvidos. Utilizamos como base o conceito de “Recorréncia linear de primeira ordem”, que é uma
sequéncia de nimeros reais em que um termo da sequéncia é dado e, para que se descubra um
termo de ordem %, é necessario que se saiba o termo anterior, o qual é apresentado por meio de
uma lei de formacao.

O desenvolvimento do Binémio que seré apresentado é feito de maneira construtiva seguindo
a ideia de uma recorréncia, ou seja, conhecendo o primeiro termo e a lei de formagao, podemos
determinar todos os demais termos. E importante salientar que a sequéncia que vamos construir é
a sequéncia dos coeficientes do desenvolvimento do Binomio. Para isso, notemos o seguinte:

(dy)" =[1-2)+1-y)"

e como 1" = 1, qualquer que seja n € N, segue que o primeiro termo da sequéncia é ag = 1.
Agora que obtivemos o primeiro termo, para determinar os demais, é necessaria uma lei de
formagao (1) que nos permita determinar, a partir de oy os demais termos, que sdo aq, g, . .., Q.

e desenvolver o bindémio.

Teorema 3.2. Sen € N e ag = 1. entao o desenvolvimento do binémio (x + y)"™ é dado por
n
(x_|_y)n = Zakxn_kyk =z"+a STl “Y + Qo S 2. y2 + .. —|—anyn7
k=0

em que cada oy € determinado por

Ozk-(n—k)

Fo , V ke Nu{0}. (1)

A1 =

Precisamos mostrar a veracidade apenas da equagao (1), uma vez que ela determina os coefici-
entes do binémio. Vamos apresentar duas maneiras de demonstrar esse resultado, uma usando o
meétodo de inducao finita e uma segunda resolvendo a recorréncia linear e mostrando que a solugao
da recorréncia é, exatamente, o niimero binomial, ou seja,

)



Contudo, neste momento faz-se necessario explicar, em outras palavras, como é obtido o termo
seguinte da sequéncia conhecendo-se o anterior. O teorema nos afirma que:

ap - (n—k)
k+1
Note que aj4+1 € o termo a ser obtido, enquanto que aj é o termo anterior da sequéncia.

Além disso, n — k é, exatamente, o expoente do x e por fim, o termo no denominador £+ 1 é o
nimero de termos da sequéncia. Desse modo, podemos escrever:

Qg1 = , ¥V keNU{0}

(coeficiente do termo de ordem k) - (ntunero que é expoente do x)

ap = .
namero de termos

Feita a afirmacao e a explicagdo, passemos & demonstragao.

Demonstracao. Para a prova desse resultado, basta resolver a recorréncia linear de primeira ordem
apresentada no resultado, ou seja, determinar em funcdo de k quem seria o ay. A recorréncia nos
diz o seguinte:

Substituindo os valores de k, obtém-se as seguintes igualdades:

o Qp-n
o = 71
(n—1
(65 = 70(1 (Z )
as - (n—2
0 = 22 (3 )
1-(n—k+1
aE = Rl (n + )

k

Agora, multiplicando essas k igualdades, obtém-se:

ag-aq-agrag—1-n-(n—1)---(n—k+1)
k!

Q1 Q-3 =

Fazendo as simplificacbes convenientes, ficamos com:

ag-n-(n—1)---(n—k+1)
k! ’

Qp =

Por fim, perceba que

n-(n—1)---(n—k+1)

= !
_on-(n=1)--(n—k+1)-(n—k)!
N kl(n —k)!
n!
T K-k

Il
N
>~ 3
~~—



e isto prova o resultado, pois a solugao da recorréncia é, exatamente, o numero binomial. Logo, o
resultado é valido.

Com esse resultado, para desenvolvermos, por exemplo, o binémio (z + )5 fazemos:

1-5 5-4 10-3 10-2 5-1
(z+y)® = 2%+ 1x4y1+ 5 23y? + 3 2293 + . alyt 4 - 20y

= 2%+ 5xty 4+ 1023y* + 102%y® + bay* + 4.

Vejamos mais um exemplo, o desenvolvimento de (z + y)5.

]- * 8 8 * 7 28 N 6 56 : 5
(z +y)8 = xsyo + EE $7y1 + 5 $6y2 + 3 ICSZJS + 1 55494
70 -4 56 - 3 28 -2
+ 5 $3y5 + 6 $2y6 + 7 55197 + 3/8

= 2% + 82"y + 2825y% + 562°y° + T02%y* + 562°y° + 282%y° + 8x'y” + ¢,

4 Consideracoes Finais

O teorema que demonstramos, indicando outra forma de desenvolver poténcias de binoémios,
possui substancial relevincia no que concerne a, pelo menos, dois aspectos. No contexto do ensino
de Matemaética ha que se ressaltar a importancia desse resultado tendo em vista possibilitar o
estudo (exploragao, desenvolvimento, analise de propriedades, conjecturas) de bindmios desde os
anos finais do ensino fundamental, como no caso dos “produtos notéaveis” de poténcias de segunda
e terceira ordem.

O que apresentamos é mais uma maneira de desenvolver tais poténcias, pois compreendemos a,
importancia das diferentes formas de exploracao (desenvolvimento) do objeto matematico. Cada
caminho fard uso de um processo de transposicao didatica que deve ter como objetivo maior a
construgao conceitual por parte do aluno. Essa transposicao pode ocorrer em diferentes perspec-
tivas, seja no campo da representatividade, da simbologia, da linguagem, dentre outros.
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