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RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo entender o Teorema Espectral. Esse resultado,
amplamente reconhecido e tratado em cursos tradicionais de Algebra Linear, estabelece que a classe
de operadores lineares autoadjuntos € diagonalizdvel. Isso implica que, dado um operador linear
autoadjunto definido em um espago vetorial real ou complexo de dimensao finita com produto interno, é
possivel determinar uma base de autovetores para esse espaco. Além disso, o Teorema assegura que essa
base de autovetores pode ser escolhida de forma ortonormal. Para atingir esse propdsito, foi realizada
uma revisao bibliografica da literatura disponivel, com o objetivo de identificar os principais conceitos
necessdrios para compreender o resultado central deste trabalho. Nesse contexto, foi desenvolvido o
estudo do conceito de espaco vetorial, apresentando algumas de suas propriedades essenciais, bem
como o conceito de transformagdes lineares, que sdo fungdes cujos dominio e contradominio sao
espacos vetoriais, de modo que as operagdes que definem suas estruturas de espagos vetoriais sao
preservadas por essas fungdes. Tais fungdes desempenham um papel crucial neste trabalho, uma vez
que operadores lineares sao transformacdes lineares cujos dominio e contradominio coincidem. Outros
conceitos relevantes que surgem ao longo do estudo sdo os de subespaco vetorial, base, dimensao,
matrizes de transformacdes lineares, autovalores e autovetores. Por fim, foram analisados alguns tipos
especificos de operadores lineares, dentre os quais os operadores lineares autoadjuntos. Com base
na literatura consultada, identificou-se quais s@o os fundamentos indispensdveis para compreender a
diagonalizacao desses operadores.

Palavras-chave: Operadores lineares, Autovalores e autovetores, Diagonalizacao.

1 INTRODUCAO

Um dos conceitos mais importantes estudados em Algebra Linear é o de diagonalizacdo. Isto é, dado
um operador linear 7 : V — V definido em um K-espago vetorial de dimensao finita V (IK um corpo
algebricamente fechado), dizemos que 7' € diagonalizdvel, se V admite uma base de autovetores de 7'.
Uma pergunta natural que surge é a seguinte: sob quais hipéteses é possivel diagonalizar operadores
lineares? Uma das respostas apresentada na literatura € o Teorema Espectral, que € o objetivo e tema

central desse trabalho que tem o seguinte enunciado:

Teorema 1. Seja V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimensdo finita. SeT € L(V) é

auto-adjunto, entdo existe uma base ortonormal de V cujos vetores sdo autovetores de T.

O Teorema Espectral fornece uma base tedrica sélida para o estudo de operadores lineares, sendo de
extrema importancia, especialmente em sistemas fisicos e matematicos complexos. Como consequéncia

do Teorema Espectral, a diagonalizacdo de matrizes simétricas, por exemplo, facilita calculos como
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determinantes e poténcias dessas matrizes, além de simplificar o estudo de formas quadraticas
envolvendo autovalores e matrizes simétricas. Esses conceitos tém ampla aplicacdo em diversas dreas
da matemadtica, como a utilizacdo de exponencial de matrizes na resolucado de sistemas de equagdes
diferenciais, e no estudo de sistemas dinamicos, tornando o teorema essencial para o desenvolvimento

de técnicas avancadas de andlise e modelagem.

2 METODOLOGIA

Para que se consiga entender o Teorema Espectral a metodologia adotada foi de carater tedrico e
investigativo, iniciando com uma revisao bibliografica da literatura para constituir uma base conceitual
sOlida e embasar as andlises subsequentes. Em particular foram utilizadas as referéncias (COELHO,
2020), (ELON, 2014), (HOFFMAN; KUNZE, 1973) e (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987) bem
como semindrios semanais, com o intuito de entender os principais pré-requisitos necessarios para

compreender o resultado principal deste trabalho.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1. Um conjunto ndo vazio V é chamado espacgo vetorial sobre um corpo K se estiverem

definidas operacoes de adicdo e multiplicagcdo por escalar para cada vi,v; €V e a € K:

+: VXV -V e . KxV—->V

(vi,v2) = vi+vs (a,vi)) = a-v

que satisfazem os seguintes axiomas, para cada vy, vo, vz €V e a, B € K:
Al) vi+vy =vy+Vv| (comutativa da soma);
A2) vi+(vy+v3) = (v +Vv2)+Vv3 (associativa da soma),
A3) 0+v| =vy, Vv €V (elemento neutro da soma);
A4) Yvi eV, A—v; eV tal que vi+(—vy) =0 (elemento oposto);
MI) (aB)-vi=a-(B-vy) (associativa da multiplicagcdo);
M?2) 1-vy =vy (elemento neutro da multiplicacdo),;
DI) a-(vi+vy) =a-v|+a-v; (distributiva de vetores),;

D2) (a+pB)-vi=vi-a+vy-B (distributiva de escalares).
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A seguir, vamos estudar um tipo importante de subconjunto de um espaco vetorial que é o subespago

vetorial. Considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 2. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V é um subespago

vetorial de V se a restricdo de operacoes de V a W torna este conjunto um K-espaco vetorial.

Um conceito fundamental no nosso estudo € o da base, que serd analisado a seguir. Nosso objetivo é
explorar algumas defini¢des e propriedades relevantes dentro desse contexto. Para comecar, podemos

iniciar nossa andlise com a seguinte defini¢cao:
Definicao 3. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K.

i) Um vetor v € V é uma combinacgdo linear dos vetores vi,---,v, €V se existirem escalares
ai, -, ay € K tais que

n
v=avi+-ota,v, = Zaiv,-.
i=1

ii) Dizemos que B C'V é um conjunto gerador de V (ou que B gera V) se todo elemento de V for

uma combinagdo linear de elementos de B.

Em seguida, vamos analisar as defini¢des de independéncia e dependéncia linear. Esses conceitos sao

cruciais e sao frequentemente utilizados em resultados significativos no estudo dos espacos vetoriais.

Definicao 4. Sejam V um espaco vetorial sobre IK e B ={vy,---,v,} um subconjunto de V.

i) Dizemos que B é linearmente independente (ou LI) se a\vi+---+a,v,=0parav, € Be a; €

K,i=1,---,n, se, e somente se, 1 =---=a, =0.

ii) O conjunto B é chamado linearmente dependente (ou LD) se ndo for linearmente independente.

As defini¢Oes apresentadas até 0 momento nos preparam matematicamente para, finalmente, abordar o
conceito de base.

Definicao 5. Seja V um espago vetorial sobre um corpo IK. Dizemos que um subconjunto B de V é

uma base de 'V se
i) B for um conjunto gerador de V;
ii) B for linearmente independente.

O conceito a ser estudado a seguir € o de Espacgos Vetoriais Finitamente Gerados, que sdo fundamentais
na Algebra Linear e consistem de espagos vetoriais gerados por um conjunto finito de vetores, ou seja,

esses espagos possuem uma base finita. Iniciamos esse estudo abordando a seguinte Defini¢do:

Definicao 6. Dizemos que um espaco vetorial V sobre um corpo K é finitamente gerado se possuir um

coniunto finito gerador.
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Finalmente, apresentamos o Completamento de Base.

Teorema 2 (Completamento de Base). Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Todo

subconjunto LI de V pode ser completado a uma base V.

3.2 Transformacoes Lineares

Em seguida, vamos abordar o assunto das transformagdes lineares, que sdo fungdes entre espagos
vetoriais que preservam as suas estruturas de adi¢ao e multiplicacdo escalar. Elas desempenham um
papel fundamental em Algebra Linear. Vamos analisar algumas de suas propriedades e conceitos

importantes envolvidos, como o nucleo e a imagem de uma transformacao linear.

Definicdo 7. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma funcdo T : U — V é uma

transformacdo linear se para cada u,u,u; € e @ € K
i) T(ur+uz) =T (ur)+T(u2);
ii) T(au) =aT (u).

Uma transformacdo linear que tem como dominio e contra-dominio o mesmo K-espaco vetorial V
€ chamada de operador linear em V. Denotaremos por L(V) o conjunto dos operadores lineares
definidos em V.

Sejam T : U — V uma transformacao linear, B = {uy,--- ,u,} e B ={vy,---,v,,} basesde U e V,
respectivamente. Definimos [7'] g 5, a matriz de transformacao linear T, como a matriz cuja j-ésima

coluna € o vetor [T (u;)]p .
Definicao 8. Sejam V um K-espago vetorial e T : V — V um operador linear.
i) Um autovalor de T é um elemento A € K tal que existe um vetor ndo nulov € V.com T (v) = Av.

ii) Se A é um autovalor de T, entdo todo vetor ndo nulo v € V tal que T (v) = Av é chamado autovetor
de T associado a A. Detonaremos por Auty(A) o subespago de V gerado por todos os autovetores

associados a A, também conhecido como autoespaco associado a A.

Definicdo 9. Seja T : V — V um operador linear. Suponha que dimgV =n < co. Dizemos que T é
diagonalizavel se existir uma base B tal que [T|p é diagonal, o que é equivalente a dizer que existe

uma base formada por autovetores de T para V.

3.3 Espaco com Produto Interno

Um espago com produto interno € um espago vetorial que mantém muitas caracteristicas do espago
euclidiano R?, sendo de alguma forma uma generalizaco desse espaco. Nesta secdo o corpo de base

K de um espaco vetorial serd sempre icual a R ou a C.
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Definicao 10. Seja V um K-espaco vetorial. Um Produto Interno sobre V é uma funcdo

¢,y VxV-oK

(u,v) — (u,v)
que satisfaz as seguintes propriedades, para cada u,v,w €V e a € K:
PI) (u+v,w) = uw)+{v,w);
P2) {au,v) = alu,v);
P3) (u,v) = (vu);
P4) (u,u) >0,se u #0.

Definicao 11. Sejam V um espaco vetorial sobre IK com produto interno e vi,vy € V. Dizemos que

V1,v2 sdo ortogonais se (vi,v2) =0.

Definicao 12. Sejam V um espaco vetorial sobre IKX com produto interno e B ={vy,---,v,} uma base
deV

i) Dizemos que B é ortogonal se (v;,v;) =0 para cadai, j=1,---,n, comi# j;

ii) Dizemos que B é ortonormal se B é ortogonal e (v;,v;) =1 paratodoi=1,--- ,n,.
Se {vy,Va,...,v,} for uma base ortonormal de um IK-espago vetorial com produto interno V, qualquer

vetor v € V pode ser expresso como:

n
V= Z(V, Vi)Vi.
i=1

Com as ideias apresentadas até entdo, podemos definir o subespago ortogonal.

Definicao 13. Dado um subespaco W de um K-espaco vetorial V. com produto interno, o subespago
ortogonal W+ ¢é o conjunto de todos os vetores u € V que sdo ortogonais a todos os vetores de W, isto

é:
Wt={ueV|{uw)=0VweW}.
3.4 Operadores autoadjuntos e diagonalizacao

Nesta secao final, faremos a discussio sobre o adjunto de um operador linear, bem como quando temos

operadores autoadjuntos e qual € a relacao desses tipos de operadores com o conceito de diagonalizacao.
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Definicao 14. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e (-,-) um produto interno em V. Dado um

operador linear T : V — V, o operador adjunto T* é o operador linear tal que:

(T(u),v) ={u,T*(v)) paratodosu,veV.
E importante observar que o operador adjunto associado a um operador linear é tnico.
Definicao 15. O operador T é autoadjunto se é igual ao seu adjunto, ou seja:
T=T".

Os proximos passos que daremos na teoria prepararao o terreno para um dos principais resultados
estudados em Algebra Linear, objetivo final deste trabalho, que é o Teorema Espectral. Como veremos,

precisamos primeiro garantir a existéncia de autovalores para operadores autoadjuntos.

Teorema 3. Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno. Se T € L(V) é

autoadjunto, entao T possui um autovetor.
Podemos finalmente enunciar o resultado principal deste trabalho:

Teorema 4 (Teorema Espectral). Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno.

Se T € L(V) é autoadjunto, entdo existe uma base ortonormal de V cujos vetores sdo autovetores de T.

4 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema Espectral mostra que dado um operador linear autoadjunto em um espago vetorial de
dimensao finita, € possivel diagonalizar esse operador. Em outras palavras, a matriz associada a esse
operador linear serd semelhante a uma matriz diagonal, o que pode facilitar, por exemplo, o cdlculo
de determinante e de poténcias dessa matriz. Tais fatos tem diversas aplicacdes em outras dreas da

matematica.
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