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Resumo  

Este trabalho estuda a estrutura de banda (também conhecida como relação ou diagrama 

de dispersão) de ondas elásticas se propagando em cristais fonônicos 1D através do 

método de expansão em ondas planas (PWE) associado à um algoritmo de otimização 

topológica. A pesquisa analisa os diagramas de dispersão e bandas proibidas de Bragg 

(do inglês Bragg-type band gaps) para CFns compostos por um único material e que 

possuem variação de área ou compostos por inclusões metálicas em uma matriz 

poliméricas.  O método PWE apresenta eficiência e baixo custo computacional, enquanto 

o algoritmo genético adaptativo encontra-se em fase de desenvolvimento. 

Palavras-chave: Cristais fonônicos; PWE; Diagramas de dispersão; Bandas proibidas de 

Bragg; Algoritmo genético adaptativo 

Introdução 

Compósitos periódicos artificiais, conhecidos como cristais fonônicos (CFns), 

consistindo em uma rede periódica de dispersores imersos em um meio hospedeiro, têm 

sido bastantes estudados [1,3]. Eles têm recebido bastante atenção, uma vez que exibem 

bandas proibidas onde existem apenas ondas evanescentes mecânicas (elásticas ou 

acústicas). Não existem ondas mecânicas propagantes nas bandas proibidas. Esta 

habilidade de criar bandas proibidas fonônicas é similar às bandas proibidas eletrônicas e 

fotônicas nos semicondutores/isolantes e cristais fotônicos respetivamente.  

A origem física das bandas proibidas fonônicas e fotônicas pode ser 

entendida em microescala utilizando a teoria de onda clássica para descrever as 

ressonâncias de Bragg e Mie baseadas no espalhamento das ondas mecânicas e 

eletromagnéticas se propagando dentro do cristal [8]. 

Os CFns possuem muitas aplicações, como, por exemplo, controle de vibração [5], 

barreiras/filtros acústicos [16], dispositivos de supressão de ruído [14], escudos sonoros 

[2], metamateriais elásticos/acústicos [16], também conhecidos como cristais fonônicos 
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localmente ressonantes (CFnLRs), dentre outras. Os CFnLRs apresentam as bandas 

proibidas do tipo localmente ressonantes e podem apresentar ou não as bandas proibidas 

de Bragg.  

As bandas proibidas de Bragg surgem caso exista periodicidade e ocorrem, tipicamente, 

em comprimentos de onda da ordem do tamanho da célula unitária. A maioria dos estudos 

envolvendo CFns focam na investigação de ondas mecânicas de volume (bulk mechanical 

waves) [1]. Os resultados destes estudos têm mostrado que as bandas proibidas podem 

surgir devido ao contraste entre as propriedades físicas, por exemplo, módulo de 

elasticidade e densidade, da inclusão e da matriz. Outras variáveis importantes que 

influenciam a largura das bandas proibidas são a geometria da inclusão, o fator de 

preenchimento e o tipo de rede. 

Alguns estudos têm sido realizados no que diz respeito à utilização de técnicas de 

otimização topológica aplicadas a CFns [12,17]. Yi e Youn [17] realizaram uma revisão 

da literatura sobre projeto de CFns utilizando métodos de otimização topológica. No 

projeto destas estruturas periódicas, os métodos de otimização topológica baseada e não 

baseada em gradiente. 

Zhao e Wei [19] estudaram as bandas proibidas de Bragg em CFns 1D com 

viscoselasticidade. Estes autores utilizaram para resolver o problema de autovalor e 

autovetor o método de expansão em ondas planas e teoria de onda de Floquet-Bloch em 

uma estrutura periódica. Eles observaram que as constantes viscoelásticas, como, por 

exemplo, tempo de relaxação, módulo de elasticidade estático inicial e final do material 

hospedeiro, influencia não apenas a localização, mas também a largura das bandas 

proibidas. Xie et al. [15] desenvolveram um método de expansão em ondas planas (plane 

wave expansion – PWE method) melhorado para obtenção das estruturas de banda de 

CFns. Eles também utilizaram um algoritmo genético adaptativo para otimizar a topologia 

estrutural de CFns para modos de onda no plano. 

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as estruturas de banda CFns 

1D utilizando algoritmos de otimização topológica para controle passivo de vibração 

mecânica. Os objetivos específicos consistem em estudar a influência do tipo de inclusão 

e de rede na formação das bandas proibidas de Bragg, modelar os CFns 1D do PWE 

associado com um algoritmo genético adaptativo, comparar os resultados da modelagem 

numérica dos CFns através do PWE e do PWE melhorado, aplicar a formulação para 

estruturas periódicas (utilizando o teorema de Floquet-Bloch), através do PWE, para o 

estudo da teoria elementar de barra simples no projeto do CFn 1D, obtenção das estruturas 
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de banda de CFns 1D contendo inclusões com geometrias complexas e formação de 

bandas proibidas largas e com alta atenuação. 

Metodologia 

Na metodologia de estudo deste trabalho foram realizadas análises teóricas sobre o 

método de modelagem semi-analítico de expansão em ondas planas (PWE) para cálculo 

da estrutura de banda e de CFns viscoelásticos. A formulação deste método pode ser 

encontrada facilmente na literatura [11-17].  

Na modelagem dos CFns viscoelásticos 1D, mais especificamente para obtenção de suas 

estruturas de banda, devem ser utilizados o teorema de Floquet-Bloch e as condições de 

contorno periódicas de Floquet-Bloch.  

Tal método de expansão em ondas planas foi explorado na pesquisa desenvolvida por 

Miranda Jr., ao aplicá-lo na equação diferencial que rege o movimento de vibrações 

forçadas longitudinais em uma barra homogênea, considerado uma variação de área para 

o caso unidimensional (Figura 1), que pode ser representada pela expressão abaixo:  

 

Figura 1. Forma de célula simétrica com área de seção transversal senoidal. 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Assis et al. (2018). 

 

𝜕

𝜕𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)

𝜕𝑢̂(𝑥, 𝜔)

𝜕𝑥
] + 𝜔2𝜌𝐴(𝑥)𝑢̂(𝑥, 𝜔) = 0    (1) 

 

Onde: E: módulo de elasticidade do material da barra; ρ: massa específica do material da 

barra; A: área da seção transversal ao deslocamento; 𝑢̂: deslocamento da barra; 𝜔: 

frequência ou modo de vibrar da barra; 

Segundo Edson, para o desenvolvimento do método, assume-se que a área da seção 

transversal da barra varia periodicamente, dado por 𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑥 + 𝑎), onde a é o 

parâmetro da rede, isto é, o comprimento da célula unitária.  
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Em seguida, devido a periodicidade, são aplicadas as condições periódicas de Floquet-

Bloch para o deslocamento e depois expande-se em série de Fourier, considerando uma 

propagação de onda unidimensional: 

𝑢̂(𝑥) =  𝑢̃(𝑥)𝑒𝑗𝑘𝑥 (2) 

 

A amplitude de onda de Bloch 𝑢̃(𝑥) é periódica e seu período é a, ou seja,  𝑢̃(𝑥 + 𝑎) =

 𝑢̃(𝑥), k é o vetor de onda de Bloch, também conhecido como número de onda. O valor 

do vetor de onda está dentro da primeira zona irredutível de Brillouin, no espaço 

recíproco, [0, π/a], ou dentro da primeira zona de Brillouin (FBZ), [-π/a, π/a], que diz 

respeito à menor e suficiente região em que se pode caracterizar o problema de 

propagação de ondas do material, para esse caso 1D. Expandindo a amplitude de onda de 

Bloch 𝑢̃(𝑥) em série de Fourier no espaço reciproco, obtém -se: 

𝑢̂(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑚𝑒𝑗(𝑘+𝑔𝑚)𝑥

+∞

𝑚=−∞

     (3) 

 

Em que 𝑢𝑚 são os coeficientes da série de Fourier de 𝑢̃(𝑥) e 𝑔𝑚 = 2𝜋𝑚/𝑎 é o vetor da 

rede reciproca. Neste caso unidimensional 𝑔𝑚  é constante. Além disso, é necessário fazer 

a expansão da área de seção transversal em série de Fourier no espaço recíproco. Vale 

ressaltar que não é necessário aplicar as condições periódicas de Floquet-Bloch, pois 

nesse caso está sendo lidado com propriedade geométrica. Desse modo, tem-se: 

𝐴(𝑥) =  ∑ 𝐴𝑛𝑒−𝑗𝑔𝑛𝑥

+∞

𝑚=−∞

 (4)   

 

Sabendo que o intuito é apresentar o resultado da pesquisa, algumas etapas do processo 

de obtenção da solução para o desenvolvimento do software não serão desenvolvidas.  

Em seguida, substituem-se as equações (4), que equivale a integral da série de Fourier, e 

(3) na equação (1), tal como: 

 ∑ 𝐸𝐴𝑟−𝑚(𝑘 + 𝑔𝑚)(𝑘 + 𝑔𝑟)𝑢𝑚 = 𝜆

+∞

𝑚=−∞

∑ 𝜌𝐴𝑟−𝑚𝑢𝑚,

+∞

𝑚=−∞

  𝜆 = 𝜔2   (5) 

 

A expressão (5) é um sistema com uma quantidade infinita de equações, logo, para 

resolvê-lo é necessário truncar a série de Fourier para os primeiros M termos, ou seja, r e 

m  ∈ [−𝑀, … , 𝑀] ∈ 𝕫 , em que (5) ainda pode ser reescrita como:  
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𝑩𝒖 = 𝝀𝑪𝒖      (6) 

 

Onde os coeficientes do vetor u são 𝑢𝑚 e os coeficientes das matrizes B e C são dados 

por: 

𝐵𝑟−𝑚 = 𝐸𝐴𝑟−𝑚(𝑘 + 𝑔𝑚)(𝑘 + 𝑔𝑟), 𝐶𝑟−𝑚 =  𝜌𝐴𝑟−𝑚 

 

A equação (6) representa de maneira generalizada o problema de autovalor sobre λ e sua 

solução deve levar em conta cada k, da primeira zona de Brillouin ou da primeira zona 

irredutível de Brillouin. 

Por conta do limite de páginas e palavras não foi possível apresentar toda a parte 

metodológica do trabalho. O método utilizado para solucionar os problemas de 

autovalores e autovetores incluiu o emprego de um algoritmo computacional 

desenvolvido no software MATLAB. Além disso, o algoritmo genético adaptativo 

encontra-se em fase de desenvolvimento. 

Resultados e Discussão 

Também foram analisados, com base na pesquisa de Miranda Jr. [6,7], os resultados 

obtidos a partir da aplicação do método PWE em uma barra unidimensional infinita de 

PnC composto por alumínio e epoxy. Tais resultados são semelhantes aos obtidos no caso 

de variação de área. O PnC foi representado na figura abaixo, em que as cores azul e 

branco correspondem ao epoxy e alumínio, respectivamente.  

 

Figura 2:  Representação esquemática da barra de PnC 1D com células unitárias de 

alumínio(branco) e epoxy (azul) (a). A célula unitária da barra de PnC é ilustrada em 

(b).  

 

Fonte: Miranda Jr. (2018). 

 

A tabela a seguir apresenta as propriedades geométricas material da barra de PnC: 

 

 



6 

 

 

Tabela 1: Propriedades geométricas e materiais da barra de PnC. (2018) 

 

 

Fonte: Miranda Jr. 

 

A pesquisa de Miranda Jr., indica resultados que podem ser visualizados na Figura 3, 

onde é ilustrada a estrutura de banda, isto é, a parte real do vetor de onda de Bloch 

reduzido em função da frequência. Tais resultados são obtidos através de um código 

computacional desenvolvido pelo autor no MatLab, usando os princípios e conveniência 

da formulação matemática acima. Para tal, foi usado M = 10, que indica a quantidade de 

harmônicos na expansão da série de Fourier. Escolhendo 𝑀 = 10, tem-se 𝑚 = 𝑚̅ =

[−10, … ,10], que por sua vez implica em 2M + 1 = 21 ondas planas. Os band gaps de 

Bragg, são ilustrados na Figura 4 (b), por regiões taxadas em azul.  

 

Figura 3. Estrutura de banda da barra de PnC 1D pelo método do PWE, considerando 21 

ondas planas (a). Os primeiros ramos da estrutura de banda o primeiro band gap de 

Bragg são ilustrados por regiões sombreadas em azul (b).  

 

Fonte: Miranda Jr. (2018). 
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No caso em que a barra de PnC é homogênea, isto é, se ela é com composta apenas de um 

material, alumínio ou epoxy, implica na inexistência de dispersão de Bragg e os band 

gaps não são abertos, como é apresentado nas Figuras 3 (a) e (b). Nestas figuras, a 

expansão da série de Fourier é feita levando em consideração 21 ondas planas. É 

importante ressaltar que se deve ter atenção nos valores do vetor de onda de Bloch, pois 

na abordagem do método PWE ele possui valores apenas dentro da primeira zona de 

Brilloun. 
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Conclusão 

O método PWE apresenta algumas vantagens, como a obtenção de estruturas de banda 

ou diagramas de dispersão de forma simples, com um código de fácil implementação e 

que não demanda grande esforço computacional. A pesquisa desenvolvida evidencia que 

o método PWE proporciona uma resposta eficaz na redução de vibrações em estruturas 

periódicas. No entanto, o PWE possui limitações, sendo capaz de operar apenas no 

domínio real das soluções da equação (1) e não fornece informações a respeito ondas 

evanescentes. Além disso, em alguns casos específicos, é necessária uma grande 

quantidade de ondas planas para a convergência da série de Fourier, então o método 

aprimorado de expansão em ondas planas (IPWE) possui vantagens em relação ao PWE 

tradicional. 
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