v . Il ENCONTRO DE EDUCAGAD
Y 9 MATEMATICA DA REGIAG
S DO CAPIM
X < _ | SABERES MATEMATICOS TRADICIONAIS
—— DA REGIAD DO CAPIM
: 16 A 18 DE OUTUBRO DE 2024

ESTRATEGIAS DE PENSAMENTO USADAS DURANTE A RESOLUCAO DE UM
PROBLEMA DE CRUZAR UM RIO E ENCONTRAR PADROES

Beatriz Favacho de Oliveira — beatrizfavacho6@gmail.com
Universidade do Estado do Para
Belém - Para

Lorany Silva Souza — loranysouza955@gmail.com
Universidade do Estado do Para
Belém - Para

Dhemerson Rodrigues Costa — dhemerson.r.costa@aluno.uepa.br
Universidade do Estado do Para
Belém - Para

Rubens Vilhena Fonseca — rubens.vilhena@uepa.br
Universidade do Estado do Para
Belém - Para

Resumo:

Este artigo apresenta uma proposta didatica a ser aplicada no Ensino Fundamental e Médio,
a partir de uma anélise detalhada das estratégias de pensamento mobilizadas por estudantes
ao resolver um problema adaptado do classico “travessia de um rio”. A pesquisa, desenvolvida
em sala de aula, investigou as diferentes abordagens utilizadas pelos estudantes, as
dificuldades encontradas e as descobertas realizadas durante o processo de resolucdo. A
andlise dos dados permitiu identificar padrdes nas estratégias de resolucdo, evidenciando a
importancia de habilidades como a visualizacéo espacial, a l6gica e a sistematizagdo. O artigo
também discute como problemas de travessia podem ser utilizados como ponto de partida para
a introducdo de conceitos algébricos, como a representacdo de variaveis e a construcdo de
tabelas. Sao apresentadas conexdes entre as estratégias de resolucao e as diversas diretrizes
nacionais e internacionais para o ensino de Matematica, destacando a importancia de
promover o desenvolvimento do pensamento matematico e a resolugdo de problemas.

Palavras-chave: Problemas de travessia; resolucdo de problemas; pensamento matematico;
ensino de Matematica; algebra.

Area e Nivel de Ensino: Matematica - Ensino Fundamental e Médio.

1 INTRODUCAO

Como professores, muitas vezes tentamos encontrar maneiras diferentes de apresentar

anossos alunos novas experiéncias matematicas. O Problema da Travessia do Rio, por exemplo,




é um que combina resolucdo de problemas com a introducdo de padrdes numeéricos,
desenvolvendo a algebra de gréaficos de reta, fornecendo ao professor oportunidades de fazer
conexdes entre diversos topicos ou areas da Matematica.

Nesse Vviés, é valido destacar a importancia de atividades desafiadoras e ladicas para o
desenvolvimento do pensamento matematico. A resolucéo de problemas como a Travessia do
Rio proporciona aos alunos a oportunidade de aplicar seus conhecimentos em situacfes
concretas, desenvolvendo habilidades essenciais para a vida. Além disso, a atividade promove
a colaboracdo, a comunicacdo e a autonomia, contribuindo para a formacao de estudantes mais
engajados e motivados.

Posto isto, este artigo tem por objetivo apresentar uma proposta didatica a ser aplicada
no Ensino Fundamental e Médio, a partir de uma andlise detalhada das estratégias de
pensamento mobilizadas por estudantes ao resolver um problema adaptado do classico

“travessia de um rio”.
2 APORTE TEORICO

Os Problemas sobre Travessias através de um Rio sdo um tipo de quebra-cabeca
matematico classico, que envolvem o transporte de objetos de uma margem de um rio para a
outra. Uma das interpretacfes mais classicas envolve um lobo, uma cabra e um repolho. O
objetivo do quebra-cabeca é fazer o menor nimero possivel de viagens, e muitas vezes ha
restricdes sobre quantos itens ou quais itens podem ser transportados ao mesmo tempo. Uma
das primeiras versdes do quebra-cabeca aparece em Propositiones ad acuendos iuvenes
(“Problemas para agugar os jovens”), acreditado ser uma das mais antigas coletaneas de quebra-
cabecas matematicos escritos em latim. A coletanea é atribuida a Alcuin de York (735-804),
um monge anglo-saxéo, que a escreveu no final do século VIII (Wells, 2012).

Uma traducdo para o inglés dos problemas de Alcuin € fornecida por Hadley e
Singmaster (1992), e o original em latim, bem como uma tradugéo para o alemao, é fornecido
por Folkerts e Gericke (1993). Ambos trabalhos rastreiam muitos dos problemas até suas
origens nas fontes classicas, no entanto os “Problemas de Travessia do Rio” parecem ser os
primeiros a surgir.

Nesse sentido, a teoria de Piaget (1973) e Vygotsky (1988) podem ser utilizadas para
explicar como o0s estudantes constroem o conhecimento matematico a partir de suas
experiéncias e interacGes com o problema. Inagaki e Hatano (1983) sugerem um modelo que

tenta sintetizar as contribuicdes de Vygotsky e Piaget, analisando o papel das interacdes sociais



entre os alunos (interagdes horizontais) no processo de aprendizagem. Eles consideram que a
integracdo do conhecimento é mais forte quando as criancas sao instigadas a defender seu ponto
de vista. Isto acontece mais naturalmente quando elas tentam convencer seus colegas.

A teoria de Ausubel, Novak e Hanesian (1980) pode ser aplicada para analisar como o
problema de travessia pode ser utilizado para criar situac6es de aprendizagem significativas e
promover a conexao entre novos conhecimentos e 0s conhecimentos prévios dos estudantes.

As quatro fases da resolugéo de problemas propostas por Polya (1978), (compreender o
problema, elaborar um plano, executar o plano e examinar a solu¢do) podem servir como um

framework para analisar o processo de resolucao dos estudantes.
3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O tipo de problema que vamos apresentar aqui, em sua versdo original, apareceu no
livro “Recréations mathématiques”, Tome 1, de Edouard Lucas, publicado em 1882. O titulo

do problema era: “La Traversée D un Régiment Dans un Batelet”:

Uma companhia de infantaria chega a beira de um rio, mas a ponte esta
quebrada e o rio é profundo. O capitdo nota dois meninos brincando em um
pequeno barco a beira do rio. O barco é tdo pequeno que sé pode carregar um
soldado por vez. Como o capitdo fara para que todos os soldados de sua
companhia cruzem o rio? (Lucas, [1882], 1891, p. 5, traducéo propria).

Iremos adaptar para uma versdo que ndo cause perguntas embaracosas do tipo: qual o
peso de cada soldado? qual o peso de cada crianga? etc. Vejamos:

“Num determinado planeta, 8 adultos e 2 criangas precisam cruzar um rio em um barco
a remo (Figura 1). Vocé consegue determinar como levar todos para o outro lado e quantas
travessias sdo necessarias, dadas as seguintes informacoes:

1) neste planeta todos os adultos tém o mesmo peso;

2) neste planeta cada crianga sempre pesa metade do peso de um adulto;

3) 0 barco so6 pode transportar o peso de um adulto;

4) adultos e criancas sabem remar o barco;

5) o barco deve ter alguém nele para rema-lo”.



Figura 1 — llustracdo de 1 adulto e de 1 crianca no planeta
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Fonte: Criado pelos autores no programa Copilot da Microsoft (2024)

E altamente recomendavel no explorar a atividade com antecedéncia, ou seja, o ideal

é introduzir a atividade sem explicar demais e sem sugerir estratégias que 0s estudantes possam

usar. Também deve-se evitar dar respostas diretas sempre que possivel, e incentivar 0s

estudantes a explorarem, experimentar e aprender com seus erros.

Conte para os alunos que a “Travessia do Rio” é um dos quebra-cabecas mais antigos e

conhecidos da histéria. Tem mais de 1000 anos e foi encontrado em todo o mundo: na Africa,

Europa, Asia e até mesmo nos Simpsons! Use figuras ou pecas para demonstrar as regras do

quebra-cabeca.

A resolucdo de problemas matematicos € uma habilidade fundamental para o

desenvolvimento do pensamento logico e critico. Para tornar esse aprendizado mais divertido e

engajador, podemos utilizar a encenacdo como ferramenta pedagdgica.

Vejamos como realizar a atividade:

1.

Preparacéao: Crie um “rio” no ch&o da sala de aula utilizando fita adesiva. Selecione
alguns alunos para representar as pessoas que precisam atravessar o rio e outro para
representar o barco.

Encenacdo: Os alunos representardo a travessia do rio, seguindo as regras do
problema. O objetivo € encontrar a menor quantidade de viagens necessarias para
que todos cheguem ao outro lado do rio.

Observacao: Os demais alunos observardo a encenacdo e contardo o nimero de
viagens realizadas.

Discussdo: Apoés a encenacdo, promova uma discussao sobre as diferentes solugdes
encontradas e as dificuldades enfrentadas.

Registro: Os alunos registrardo suas observacoes e reflexfes sobre a atividade,
utilizando diferentes formas de representacdo, como desenhos, diagramas ou textos.



Um ponto importante de ensino aqui é destacar o segredo de cada adulto precisar de
quatro travessias do barco. Muitos alunos podem captar esse fato rapidamente, mas falharem
em perceber a importancia dessa etapa na resolucdo do problema.

Vale ressaltar que a adaptacdo da atividade as caracteristicas dos alunos é essencial para
garantir o sucesso da aprendizagem. O uso de materiais concretos e a valorizagao das diferentes

formas de pensar contribuem para um ambiente de aprendizagem mais inclusivo e motivador.

4 RESULTADOS E ANALISES

Vocé pode tentar modelar esse problema com dois tipos diferentes de pequenos objetos,
como moedas ou clipes de papel, para representar as criangas e 0s adultos. Na sala de aula,
recomendamos usar cubos coloridos para representar as criangas e os adultos. A seguir, no

Quadro 1, uma tabela de resolucdo das travessias, em que se chega a 33 viagens:

Quadro 1 — Esquema de travessias (viagens)

Duas criangas e os adultos O rio Outra margem
As C1 C: - -
As C1C-> -
As «C Ci
A7C; A1~ Ci
A7 C2 «Ci Aq

Fonte: Elaborado pelos autores (2024)

Explicagéo:

(Viagem 1): Comece com 2 criangas indo para o outro lado.

(Viagem 2): A crianca 2 retorna, deixando a crianca 1 do outro lado do rio.

(Viagem 3): Um adulto cruza o rio sozinho.

(Viagem 4): A crianga 1 retorna para trazer o barco de volta.

Leva 4 viagens para levar um adulto para o outro lado do rio. Essas mesmas quatro
viagens se repetem para cada adulto que precisa cruzar o rio. Isso equivale a 32 viagens para 8

adultos. A altima, 332 viagem, € para levar as duas criangas juntas para o outro lado do rio:
33 viagens = 8 adultos x4 + 1

Apesar de alguns alunos perceberem a necessidade de quatro travessias, podem

questionar o fato de a resposta ndo ser um mdltiplo de 4.



4.1 Dificuldades e descobertas
E comum que os alunos encontrem dificuldades em visualizar todas as possibilidades
de travessia e em encontrar a solucdo mais eficiente. No entanto, ao trabalhar em grupo e

compartilhar suas ideias, eles poderdo desenvolver estratégias mais eficazes.

4.2 Introduzindo a Algebra

O quebra-cabeca da travessia € uma 6tima atividade para fazermos com nossos alunos!
E aqui que a Algebra entra em cena! Ela é como uma ferramenta que nos permite usar letras
para representar nimeros.

A Algebra nos ajuda a organizar nossas ideias e a resolver problemas de forma mais
eficiente. Com ela, podemos resolver problemas mais complexos e encontrar padrdes que se
aplicam a diversas situacdes. A linguagem algébrica é uma forma universal de comunicar ideias
matematicas.

N&o hé dificuldade em o aluno aceitar usar a letra A para representar um adulto e C para
representar uma crianga. Assim, ele pode escrever o problema de uma forma mais curta e
pratica. E, para o total das viagens do barco, podemos usar a letra T para representar o numero
de travessias (viagens).

Durante o processo, pode-se sugerir uma mudanga na quantidade de adultos, mantendo
0 numero de criangas. O que aconteceria com 0 numero de viagens? Podemos fazer varias
experiéncias, usando fichas coloridas ou bloquinhos para representar os adultos e as criangas.
Depois de vérias experiéncias, pode-se organizar os resultados em uma tabela. Assim, fica mais

facil ver um padréo e entender como o nimero de adultos influencia o numero de viagens.

4.3 Tabelas
A maioria dos alunos sera capaz de gerar a tabela abaixo rapidamente. Ela mostra em

guantas viagens teremos um determinado nimero de adultos na segunda margem, com as duas

criangas:
Quadro 2 — Tabela a ser gerada
Adultos (A) 1 2 3 4 5
Viagens (T) 5 9 13 17 21

Fonte: Elaborado pelos autores (2024)




Quadro 3 — Tabela preenchida

Travessia Lado A|Lado B
1| 8A, oclea, 2C
2 |8A, 1C|0A, 1C
3 [7A, 1C|1A, 1C
Travessia 4 | TA, 2C| 1A, OC
Travessia 5 | 7TA, BC| 1A, 2C

6

7

8

9

Travessia

Travessia

Travessia

Travessia TA, 1C|1A, 1C
6A, 1C|2A, 1C
6A, 2C|2A, OC
Travessia 6A, OC|2A, 2C
Travessia 10| 6A, 1C|2A, 1C
Travessia 11| 5A, 1C|3A, 1C
Travessia 12| 5A, 2C|3A, 0OC
Travessia 13| 5A, 0C|3A, 2C
Travessia 14| 5A, 1C|3A, 1C
Travessia 15| 4A, 1C|4A, 1C
Travessia 16| 4A, 2C|4A, 0OC
Travessia 17| 4A, 0C|4A, 2C
Travessia 18| 4A, 1C|4A, 1C
Travessia 19| 3A, 1C|5A, 1C
Travessia 20| 3A, 2C|5A, 0C
Travessia 21| 3A, 0C|5A, 2C

Fonte: Elaborado pelos autores (2024)

Travessia

Travessia

O padréo para 0 menor nimero de travessias logo emergira. E importante relacionar isso
ao contexto de encenacdo e ao fato de a turma ter visto cada adulto cruzar o rio com o barco,
fazendo quatro viagens. Podemos usar a abordagem de padrdo numérico para desenvolver uma
regra algébrica para ele. Usando as primeiras diferencas de 4, no padrdo para 0 nimero de
travessias, 0s alunos conseguem uma visualizagdo mais rapida para a regra que conecta A e T.

Entdo, colocando esses nimeros em uma tabela (Quadro 1), criaremos o padrao:

Quadro 4 — Tabela com padréo

Adultos (A) Travessias (T) Padroes
0 1 1+(0x4)
1 5 1+(5x4)
2 9 1+(2x4)
3 13 1+(3x4)
4 17 1+(4x4)

Fonte: Elaborado pelos autores (2024)

A partir da tabela, muitos alunos serdo capazes de prever um resultado para 10 adultos.
Se A =10, qual é o valor de T? As anotacfes vao comecar a parecer desnecessarias, pois eles
comecardo a aplicar uma regra que veem como: multiplique o nimero de adultos por 4 e depois

adicione 1.



Podemos, entéo, levar os alunos, nesta etapa, a escreverem o resultado como:
T=4xA+1ouT=4A+ 1.

Hé& toda uma gama de material sobre esse tipo de fun¢do que acabou surgindo ao usar
essa abordagem, entéo os professores podem fazer novas conexdes.

Esse resultado pode ser facilmente simulado em uma planilha e em um grafico, a partir
dos dados produzidos. O uso de uma planilha nessa etapa permite novas aprendizagens, até

mesmo 0 uso de softwares matematicos.

Figura 2 — Tabela e gréafico ilustrando o quebra-cabeca da travessia
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Uma tarefa (til é representar graficamente os dados produzidos pela planilha. Algumas
suposicdes podem ser pontos de ensino muito Gteis. Qual variavel deve ser colocada no eixo
horizontal? Por qué? Como os pontos devem ser plotados? Os pontos devem ser unidos por
uma linha reta? O gréfico é discreto ou continuo?

Os alunos podem ver rapidamente, a partir de seu préprio grafico ou do produzido pela
planilha, que esses pontos estdo sobre uma linha reta. A linha cruzara o eixo vertical em 1.
Relacione isso ao problema original. Se ndo houvesse adultos, as duas crian¢as poderiam cruzar
em uma Unica viagem. Entdo, faz sentido.

Agora, concentre-se na inclinagdo da linha. Podemos relacionar essa ideia a necessidade
desse barco fazer quatro viagens para um adulto atravessar. Um passo de uma unidade

horizontal requer um passo de quatro unidades verticais.

4.4 Conex0es matematicas
Esta atividade foi proposta como uma introducdo a uma sequéncia de aulas, e €

importante que, em cada etapa, possamos relacionar a Matematica ao contexto de resolucao de



problemas. Vimos padr@es numéricos, representagdo algébrica, gréaficos lineares comy = mx +
c e as diferencas entre dados discretos e continuos, tudo apresentado em contexto. Como héa

bons materiais sobre esse topico, é possivel desenvolver um trabalho fazendo essas conexdes.

4.5 Conexdes com as diversas diretrizes nacionais e internacionais para o ensino de
Matematica

Compreende-se, neste trabalho, que uma das metodologias primordiais de ensino da
Matematica, nas diversas etapas de escolaridade da educacdo brasileira, € a Resolucdo de
Problemas (RP). A discussédo acerca de suas diferentes formas de implementacdo ndo é recente,
porém, com a aprovacdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018), tornou-
se mister investigar e compreender como se deu a inser¢do da RP enquanto recurso
metodoldgico no referido documento.

Resumimos, a seguir, 0 que entendemos como problemas do tipo apresentado neste
trabalho, que se alinham as diretrizes e as orientagdes da BNCC, assim como a outros
documentos oficiais que orientam sobre o ensino de Matematica.

Compreender problemas e perseverar em resolvé-los. Cruzar o rio € um problema
de nivel elementar, pois qualquer aluno pode comecar simplesmente tentando algo e vendo o
gue acontece, e entdo tentando outra coisa. Isso permite que ele se concentre no processo
matematico e desenvolva a habilidade de resolugdo de problemas de olhar para frente, que é a
capacidade de antecipar os resultados dos proximos passos. A partir dai, o aluno pode comecar
a pensar na solugdo como um caminho, e pensar no que pode atrapalhar ou ajudar seu progresso.
E quando ele resolve um problema com sucesso, sempre ha outro para desafia-lo e envolvé-lo.

Construir argumentos validos e criticar o raciocinio dos outros. Esta atividade é
Otima para fazer os alunos explicarem seu pensamento, porque € enquadrada como uma histéria.
Isso fornece pontos de partida para seus argumentos, como “Precisamos das criancas,
porque...”, ou “N&o podemos atravessar somente com adultos, pois os movimentos, a partir de
agora...”, 0 que os incentiva a praticar suas habilidades de comunicacdo matematica.

Modelar com matematica. Esta ideia de trabalhar com restrigdes é importante na
Matematica, e 0s quebra-cabecas de cruzar o rio tornam evidente a necessidade de desenvolver
uma maneira organizada e legivel de representa-los. Essa notagéo variara entre os alunos, mas
eles devem ser incentivados a desenvolver algum tipo de sistema de rastreamento que faca
sentido para eles. Também ajudara no raciocinio légico, bem como na explicacdo do modelo

pelos alunos.



Procurar e usar estrutura. O rastreamento de seus movimentos ajuda, pois 0s alunos
podem reconhecer casos ou becos sem saida que ja encontraram. Isso os auxilia a passar de
tentativa e erro para compreensdo e reconhecimento de padrdes. Fornece a ferramenta para
ajuda-los a raciocinar problemas mais desafiadores.

E importante destacar que o professor se constitui como ator fundamental e de grande
responsabilidade no processo de ensino e aprendizagem da Matemaética com RP, sendo ele
quem deverd selecionar os problemas adequados, organizar e conduzir atividades que

possibilitem a construcdo do conhecimento matematico por parte dos alunos.
5 CONSIDERAGOES FINAIS E CONTRIBUIGOES

Este estudo evidencia que atividade da Travessia do Rio, além de ser um desafio
intelectualmente estimulante, proporciona aos alunos a oportunidade de desenvolver uma série
de habilidades cognitivas e socioemocionais.

Em primeiro lugar, ao buscar solucdes para o problema, os estudantes sdo instigados a
pensar de forma légica e organizada, aprimorando suas habilidades de contagem,
sequenciamento e resolucéo de problemas. A necessidade de encontrar a melhor estratégia para
a travessia também fomenta o trabalho em equipe, a troca de ideias e o desenvolvimento da
criatividade.

Segundo, a criagdo de novas versdes do problema e a exploracdo de outros jogos e
quebra-cabecas podem aprofundar os conhecimentos em Matematica e fortalecer as habilidades
de resolucdo de problemas. Além disso, a pesquisa sobre a histéria da Matematica e a
importancia da resolucdo de problemas contribui para uma visdo mais ampla e significativa da
disciplina.

Terceiro, ao compartilhar suas descobertas com os colegas, os alunos tém a
oportunidade de consolidar seus aprendizados e construir novas conexdes entre os diferentes
conceitos matematicos. A reflexdo sobre o processo de resolugdo é fundamental para a
construcdo de um conhecimento mais solido e duradouro.

Os resultados desta pesquisa sugerem que a inclusdo de atividades de resolucéo de
problemas em sala de aula pode ser uma estratégia eficaz para o ensino de Matematica,
especialmente para 0s anos iniciais. Se o0 aprendizado se tornar uma aventura, o professor pode
despertar nos alunos a curiosidade e o entusiasmo pela Matematica. A atividade da Travessia
do Rio demonstra que a aprendizagem matematica pode ser divertida e significativa,

contribuindo para a formacéo de cidaddos mais criticos e criativos.



REFERENCIA

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular: educacdo é a base. Brasilia, DF: Ministério da
Educacéo, 2018. (Versao final).

AUSUBEL, D. P.; NOVAK, J. D.; HANESIAN, H. Psicologia educacional. Rio de Janeiro:
Interamericana, 1980.

FOLKERTS, M.; GERICKE, H. Die Alkuin zugeschriebenen propositiones ad acuendos
iuvenes. In: BUTZER, P. L.; LOHRMANN, D. (ed.). Science in Western and Eastern
Civilization in Carolingian Times. Basel/Boston/Berlin: [s. n.], 1993. p. 283-362. (Aufgaben
zur Scharfung des Geistes der Jugend).

HADLEY, J.; SINGMASTER, D. Problems to sharpen the young. The Mathematical
Gazette, [s. I.], v. 76, n. 475, p. 102-126, 1992.

PIAGET, J. A Linguagem e o0 pensamento da crianca. 3. ed. Rio de Janeiro: Editora Fundo
de Cultura, 1973.

VYGOTSKY, L. A formagao social da mente: o desenvolvimento dos processos
psicoldgicos superiores. 2. ed. S&o Paulo: Martins Fontes, 1988.

INAGAKI, K.; HATANO, G. Collective Scientific Discovery by Young Children. The
Quarterly Newsletter of the Laboratory of Comparative Human Cognition, January, v. 5,
1983.

POLYA, G. A arte de resolver problemas. Rio de Janeiro: Editora Interciéncia, 1978.
LUCAS, E. Récréations Mathématiques. [1882]. 2e édit. Paris: Gauthier-Villars, 1891.

WELLS, D. Mathematical recreations and abstract games: introduction. In: WELLS, D.
Games and mathematics: subtle connection. Cambridge: Cambridge University Press, 2012.
p. 3.



