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RESUMO 

Esta pesquisa é uma continuação da pesquisa desenvolvida no projeto “Reticulados e 

Aplicações em Codificação em Sistemas de Transmissão”, na qual propomos o estudo 

das perturbações dos reticulados estudados no projeto anterior. Investigamos versões 

densas de reticulados que possuem diversidades máximas e boas distâncias produtos 

mínimas. Desta forma, construímos outros modelos de reticulados úteis em codificação 

em sistemas de transmissão. No projeto anterior, foram obtidos reticulados úteis 

simultaneamente a canais do tipo Rayleigh e a canais gaussianos. Neste projeto, 

perturbamos tais reticulados, obtendo assim um leque de outros reticulados que também 

servem simultaneamente a estes dois canais. 
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Financiamento: Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia do Maranhão 

(IFMA). 

 

1. INTRODUÇÃO 

Reticulados são estudados por matemáticos, engenheiros elétricos e da 

computação por suas diversas aplicações. Algumas dessas aplicações ocorrem em teoria 

da informação, criptografia e codificação de índice, conforme podemos ver em [4]. 
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Conforme podemos ver em [5], canais com desvanecimento do tipo Rayleigh são 

úteis em comunicações sem fio (wireless communications). O desenvolvimento acelerado 

no uso de comunicação “wireless” levou os teóricos da comunicação a trabalharem em 

tais canais. Por outro lado, sistemas típicos para transmissão de dados são construídos por 

canais gaussianos, já que nesses canais as mensagens são transmitidas de forma confiável, 

eficiente e com baixo custo. Desta forma, é útil considerar que a transmissão de dados 

seja feita a partir de reticulados que são utilizados tanto em canais do tipo Rayleigh, 

quanto nos do tipo gaussiano. Em [5] e [6] tais reticulados foram obtidos por meio de 

torções de outros reticulados rotacionados.  

Em [5] encontramos versões perturbadas de reticulados que são úteis a canais com 

desvanecimento do tipo Rayleigh. Esses reticulados foram obtidos a partir de 

perturbações dos ângulos ótimos de reticulados rotacionados e a partir da exponenciação 

de matrizes antissimétricas próximas da matriz nula. Assim, propomos investigar se é 

possível obter versões perturbadas de outros reticulados que são úteis tanto a canais com 

desvanecimento do tipo Rayleigh, quanto a canais gaussianos. Pretendemos, dessa forma, 

construir versões perturbadas das versões torcidas dos reticulados quadráticos e dos 

reticulados rotacionados ℤ𝑛, conforme [1] e [6], que foram obtidos na pesquisa anterior. 

 

2. METODOLOGIA 

Realizamos estudos bibliográficos sobre a teoria de reticulados perturbados e suas 

aplicações em sistemas de transmissão, além do estudo de tutoriais focando na 

aprendizagem de novas ferramentas referentes ao software Mathematica 13.0 [7] para 

aplicação em cálculos simbólicos. Durante o desenvolvimento da pesquisa, ocorreram 

encontros semanais entre o orientador e os alunos, nos quais eram feitas exposições e 

discussões de tópicos referentes ao projeto. A partir da literatura estudada e das 

simulações com o Mathematica 13.0, programa que permite construções de novos 

reticulados, foram elaboradas as análises sobre os resultados obtidos no projeto. 

 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Na primeira etapa, foi desenvolvido o estudo da teoria sobre reticulados. Fizemos 

o estudo bibliográfico do segundo capítulo do livro Lattices Applied to Coding for 

Reliable and Secure Communications [4], que define os conceitos básicos que decorreram 

durante a pesquisa. 
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Definição 1 (Reticulado) – Seja 𝐛1 , 𝐛2 ,⋯ , 𝐛𝑚 vetores L.I. no ℝ𝑛. Um reticulado Λ ⊂

ℝ𝑛, pode ser definido como o conjunto de todas as combinações lineares inteiras desses 

vetores, ou seja,  

Λ = {𝑢1𝐛1 + 𝑢2𝐛2 +⋯+ 𝑢m𝐛m: 𝑢1 , 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑚 ∈ ℤ} 

O inteiro 𝑚 é chamado de posto do reticulado 𝛬. Quando 𝑚 =  𝑛, dizemos que 

o reticulado tem posto completo. 

 

Definição 2 (Matriz Geradora) – Uma matriz geradora B de um reticulado Λ, é uma 

matriz 𝑛 ×  𝑚 cujas colunas são dadas pelos vetores 𝐛1 , 𝐛2, ⋯ , 𝐛𝑚, i.e., 

𝐵 =  [ 𝒃1  𝒃2   ⋯  𝒃𝑚 ] 

 Em que os vetores 𝐛1 , 𝐛2, ⋯ , 𝐛𝑚 formam uma base do reticulado. 

 

Definição 3 (Volume do Reticulado) – Chamamos volume do reticulado Λ, o qual 

denotamos por 𝑉(𝛬), o módulo do determinante da matriz geradora B de Λ. 

𝑉(Λ) = |𝑑𝑒𝑡 𝐵| 

 

Definição 4 (Norma Mínima de um Reticulado) – A norma mínima 𝜇 de um reticulado 

é a menor norma euclidiana dentre todas as normas mínimas dos vetores não nulos de 

Λ, ou seja, 

μ = min
0≠𝑥∈Λ

‖𝑥‖ 

 

Definição 5 (Empacotamento de um Reticulado) – Definimos como empacotamento de 

um reticulado a união de todas as translações das bolas ℬ𝑛 (
μ

2
) por pontos de Λ, em que 

que μ é a norma mínima de Λ. Temos: 

ℬ𝑛 (
μ

2
) = {𝒙 ∈ ℝ𝒏: ‖𝒙‖ ≤

μ

2
} 

 

Definição 6 (Densidade de Empacotamento) – A densidade de empacotamento de Λ é 

definida como  

Δ(Λ) =
𝑣𝑜𝑙ℬ𝑛(𝜌)

𝑉(Λ)
 , sendo 𝜌 =  

μ

2
 

Observe que 𝑣𝑜𝑙ℬ𝑛(𝜌) = 𝜌𝑛𝑣𝑜𝑙ℬ𝑛(1). Onde o volume da bola Euclidiana 

𝑣𝑜𝑙ℬ𝑛(1) de raio 1, dado por 
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𝑣𝑜𝑙ℬ𝑛(1) =  

{
 
 

 
 π𝑛/2

(𝑛/2)!
 𝑠𝑒 𝑛 é 𝑝𝑎𝑟, 𝑒

2𝑛π(𝑛−1)/2((𝑛 − 1)/2)!

𝑛!
 𝑠𝑒 𝑛 é 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

 

A densidade de empacotamento pode ser interpretada como a “quantidade” do 

espaço do ℝ𝑛 que é preenchido pelas esferas de empacotamento. 

Além dos conceitos de reticulados, estudamos os canais com ruído branco 

gaussiano e com desvanecimento do tipo Rayleigh. O primeiro canal é um modelo usado 

em telecomunicações para representar um meio de comunicação no qual os sinais são 

afetados por ruído. Sua relação com reticulados se dá por meio da inequação: 

𝑃𝑒(𝑆) ≤
𝒦

𝑒Δ
2/𝑛|𝑆|−2/𝑛2

 

Tal que 𝒦 é kissing number de Λ, que representa o número máximo de esferas 

não sobrepostas que são tangentes a uma esfera central e 𝑛 é a dimensão em que 𝑆 está 

contido. Para um número fixo de pontos 𝑆 ⊂ ℝ𝑛, o objetivo de minimizar a probabilidade 

de erro (𝑃𝑒(𝑆)) pode ser alcançado encontrando um reticulado com densidade de 

empacotamento (Δ) máxima. O segundo canal é um modelo usado em telecomunicações 

para descrever um tipo de interferência que ocorre quando um sinal é transmitido. O 

desvanecimento é causado pela soma de múltiplos sinais que chegam ao receptor em 

tempos ligeiramente diferentes devido a reflexões em objetos como edifícios ou 

montanhas. Sua relação com reticulados se dá através da inequação: 

Pe(S) ≤
1

2

(4N0)
𝑙

dp
(𝑙)(x, y)2

 

Conforme [2] e [3], 
N0

2
  é a densidade espectral de potência de ruido em banda 

estreita e dp
(𝑙)(𝑥, 𝑦) representa a 𝑙-distância produto de x a y, quando esses dois pontos 

diferem em 𝑙 componentes, isto é: 

dp
(𝑙)(𝑥, 𝑦) =  ∏|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|

𝑥𝑖≠𝑦𝑖

 

 

À medida que a 𝑙-distância produto for mínima, teremos um aumento na 

probabilidade de erro. Com o objetivo de reduzir esta estimativa da probabilidade de erro 

da palavra-código 𝑃𝑒 , do sistema de transmissão, investigamos reticulados rotacionados 

em que a distância produto mínima normalizada seja a maior possível. 
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Definição 7 (Distância Produto Mínima) – Seja Λ ⊆ ℝn um reticulado de posto 

completo com diversidade máxima. A distância produto mínima de Λ é definida como 

dp,min(Λ) = min
0≠x∈Λ

dp
(n) (0, x) = min

0≠x∈Λ
∏|xi|

n

i=1

 

 

Definição 8 (Distância Produto Mínima Normalizada) – A distância produto mínima 

normalizada de um reticulado Λ, denotada por dp,norm(Λ), é a distância produto mínima 

da versão escalada 
1

𝑉(Λ)
Λ, ou seja, 

𝑑𝑝,𝑛𝑜𝑟𝑚(Λ) =
1

𝑉(Λ)
𝑑𝑝,𝑚𝑖𝑛(Λ) 

 

Definição 9 (Diversidade) – Um reticulado Λ tem diversidade 𝐿 ≤ 𝑛 se 𝐿 é o número 

máximo tal que qualquer vetor 0 ≠ 𝑦 ∈ Λ tenha pelo menos 𝐿 coordenadas diferentes de 

zero. 

Os reticulados que estudaremos têm diversidade máxima 𝐿 =  𝑛. 

 

Na segunda etapa, foi desenvolvido o estudo da teoria sobre os reticulados 

perturbados. Fizemos o estudo bibliográfico do sexto capítulo da tese Sobre Reticulados 

Rotacionados para Codificação em Sistemas de Transmissão [6], em que foi estudado o 

conceito de matriz exponencial e definido perturbações de um reticulado. 

 

Definição 10 (Matriz Exponencial)  - Dada matriz 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, definimos a matriz 

exponencial 𝑒𝐴 como sendo 

𝑒𝐴 = ∑
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝐼 + 𝐴 +
𝐴2

2!
+
𝐴3

3!
+ ⋯+

𝐴𝑘

𝑘!
+ ⋯ 

Para uma matriz qualquer, a série converge, o que torna a definição acima 

consistente e além disso, temos 𝑒0 = 𝐼. Se duas matrizes 𝐴 e 𝐵 comutam, 𝐴𝐵 =  𝐵𝐴, 

temos 𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵 . Ademais, se A é antissimétrica, então 𝑒𝐴 é ortogonal. 

Dado um reticulado de diversidade máxima, ΛB, em que 𝐵 é a matriz geradora 

deste, analisamos as distâncias produtos de reticulados pertencente à família ΛeXB, em 

que 𝑋 é antissimétrica. Da ortogonalidade de 𝑒𝑋, pode ser provado que os reticulados ΛB 

e ΛeXB têm o mesmo volume e a mesma norma mínima. 
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Na terceira etapa, foram analisadas as perturbações ΛeXB, dos reticulados ΛB do 

trabalho anterior, em que tomamos a matriz antissimétrica 𝑋 de ordem 𝑛 dada por X(k) =

[xij
(k)
], tais que xij

(k)
= 10−k  (i < j) e xij

(k)
= 0  (i = j), onde 𝑘 é um inteiro positivo 

“grande”. Assim ‖𝑋‖2 = (n2 − n)10−2k → 0, quando k → ∞. Portanto X → 0. 

Na Tabela 1, estão listadas as perturbações feitas nos reticulados quadráticos 

Λ1(3), Λ2(13), Λ3(5) 𝑒 Λ4(35), cujo o termo “quadráticos” é oriundo da teoria 

algébrica dos números que trabalha com corpos quadráticos, que é uma extensão finita 

sobre ℚ de grau 2. 

Os reticulados Λ1(3) e Λ2(13) possuem diversidade máxima, entretanto os 

reticulados Λ3(5) 𝑒 Λ4(35) não possuem, diante disso, foi necessário realizar uma 

rotação de 𝜋/4 com a finalidade de que os reticulados rotπ/4(Λ3(5)) e rotπ/4(Λ4(35)) 

tenham diversidade máxima. As matrizes 𝐴,𝐵, 𝐶 𝑒 𝐷 são matrizes dos reticulados 

torcidos Λ1(3), Λ2(13), rotπ/4(Λ3(5)) e rotπ/4(Λ4(35)), respectivamente. 

 

 

 

Analisando os resultados obtidos na Tabela 1, percebemos que as distâncias 

produtos mínimas normalizadas de cada família de reticulados perturbados convergiram 

para suas dp,norm originais, apresentadas na última linha, a partir do k = 7 ou 8. Desta 

forma, a partir de um k ≥ 4, obtemos um leque de reticulados quadráticos que possuem 

ótimas distâncias produtos mínimas normalizadas com ótimas densidades. 

Na Tabela 2, estão listadas as perturbações feitas nos reticulados rotacionados ℤ𝑛, 

cujas matrizes geradoras são 𝑅𝑛 = 
1

√𝑝
𝐷Σ𝑇, em que 𝑝 é primo e satisfaz a equação 𝑝 =

2𝑛 + 1, 𝐷, Σ e 𝑇 são matrizes quadradas de ordem 𝑛 tais que 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(√𝑎1 , … ,√𝑎𝑛) 

em que 𝑎𝑛 = 2− 2cos (2𝜋𝑛/𝑝), Σ =  [𝑏𝑖,𝑗] no qual 𝑏𝑖,𝑗 = 2cos (2𝜋𝑖𝑗/𝑝) e 𝑇 = [𝑡𝑖,𝑗], 

k 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑨) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑩) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑪) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑫) 

1 0.183586 0.347105 0.100722 0.212997 

2 0.278618 0.177455 0.053633 0.118629 

3 0.287675 0.267365 0.206612 0.170023 

4 0.288575 0.276352 0.221907 0.16913 

5 0.288665 0.27725 0.223437 0.169041 

6 0.288674 0.27734 0.22359 0.169032 

7 0.288675 0.277349 0.223605 0.169031 

8 0.288675 0.27735 0.223607 0.169031 

Obj. 0.288675 0.27735 0.223607 0.169031 

Tabela 1: Perturbação dos Reticulados Quadráticos 
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em que 𝑡𝑖,𝑗 = 1, 𝑠𝑒 𝑖 ≥ 𝑗 e 𝑡𝑖,𝑗 = 0, 𝑠𝑒 𝑖 < 𝑗. Estes reticulados rotacionados ℤ𝑛 

fornecem a maior distância produto normalizada conhecida na sua devida dimensão. As 

matrizes E , F , G e H são matrizes dos reticulados torcidos R3 , R5 , R8 e R11, 

respectivamente. Estes reticulados possuem diversidade máxima. 

 

 

Analisando os resultados obtidos na Tabela 2, percebemos que as distâncias 

produtos mínimas normalizadas de cada família de reticulados perturbados convergiram 

para suas dp,norm originais, apresentadas na última linha, a partir do k = 9 ou 11. 

Consequentemente, a partir de um k ≥ 7, obtemos um leque de reticulados rotacionados 

ℤ𝑛 que possuem ótimas distâncias produtos mínimas normalizadas com ótimas 

densidades. 

Primeiramente, analisando os resultados das perturbações das versões torcidas dos 

reticulados quadráticos apresentadas na Tabela 1, numericamente, percebemos que 

quando k é “grande”, as distâncias produtos dos reticulados ΛeXA, ΛeXB, ΛeXC e ΛeXD 

convergem para 𝑑𝑝,𝑛𝑜𝑟𝑚(Λ1(3)) =
1

2√3
, 𝑑𝑝,𝑛𝑜𝑟𝑚(Λ2(13)) =

1

√13
, 

𝑑𝑝,𝑛𝑜𝑟𝑚 (𝑟𝑜𝑡π/4(Λ3(5))) =
1

2√5
  e  𝑑𝑝,𝑛𝑜𝑟𝑚 (𝑟𝑜𝑡𝜋/4(Λ4(35))) =

1

√35
, respectivamente. 

Seguindo para os resultados das perturbações das versões torcidas dos reticulados 

rotacionados ℤ𝑛 nas dimensões 3, 5, 8 e 11 apresentados na Tabela 2, percebemos 

numericamente, assim como nos quadráticos, que quando k é “grande”, as distâncias 

produtos dos reticulados ΛeXE,  ΛeXF,  ΛeXG e ΛeXH convergem para dp,norm(ℤ
3) =

1

7
,  dp,norm(ℤ

5) =
1

112
,  dp,norm(ℤ

8) =
1

177/2
 e dp,norm(ℤ

11) =
1

235
, respectivamente. 

Neste projeto, foi possível entender como os reticulados podem ser perturbados e 

aplicados nos sistemas de transmissão estudados. E a partir das simulações realizadas na 

terceira etapa do projeto, pudemos obter diversas famílias de reticulados perturbados úteis 

k 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑬) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑭) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑮) 𝒅𝒑,𝒏𝒐𝒓𝒎(𝚲𝒆𝑿𝑯) 

1 0.0244412 2.93887 ⋅ 10−6 7.11047 ⋅ 10−9 2.12741 ⋅ 10−12 

3 0.0341286 0.000392722 5.86988 ⋅ 10−7 1.49195 ⋅ 10−9 
5 0.141771 0.0070543 0.0000416638 9.14978 ⋅ 10−9 
7 0.142846 0.00825236 0.0000492891 1.53904 ⋅ 10−7 

9 0.142857 0.00826434 0.0000493653 1.55353 ⋅ 10−7 

11 0.142857 0.00826446 0.0000493661 1.55368 ⋅ 10−7 

Obj. 0.142857 0.00826446 0.0000493661 1.55368 ⋅ 10−7 

Tabela 2: Perturbação dos Reticulados Rotacionados ℤ𝑛 
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para os dois canais, pois tais famílias preservam densidades de empacotamento e possuem 

boas distancias produtos normalizadas para k suficientemente grande. 

Os resultados obtidos nesta pesquisa são particularmente importantes na área de 

telecomunicações, pois, além de termos encontrado um leque de famílias de reticulados 

com ótimas densidades, ótimas distâncias produtos mínimas normalizadas e que, 

consequentemente, possuem uma boa adaptabilidade para os dois tipos de canais 

estudados no decorrer do projeto, estamos, assim, contribuindo para uma melhor 

eficiência na transmissão de dados. 

 

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Para a concretização da pesquisa, estudamos a teoria de reticulados, desde seus 

conceitos básicos até conceitos mais avançados, construímos ainda versões perturbadas 

dos reticulados “ótimos” do projeto anterior por meio do software Mathematica 13.0. A 

partir dos resultados obtidos, pudemos encontrar diversas famílias de reticulados 

perturbados que possuem utilidade simultânea nos dois tipos de canais de transmissão 

estudados, sendo eles os canais gaussianos e canais com desvanecimento do tipo 

Rayleigh, devido as ótimas densidades e distâncias produtos mínimas normalizadas. 

Portanto, a criação de um leque diversificado de famílias de reticulados 

perturbados surge como uma ideia encorajadora para a otimização em sistemas de 

comunicação em inúmeros cenários de transmissão, promovendo assim uma melhoria 

significativa na eficiência global da rede. 
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