RETICULADOS PERTURBADOS E APLICACOES EM CODIFICACAO
EM SISTEMAS DE TRANSMISSAO

Alessandro Mendes Costal; Bruna Giovanna Oliveira Costa?; lan Lucas Mendes Bezerra3; Leonilton Sousa Camara?;

Matheus Polazart Pinheiro Vieira®; Fabiano Pinto Tavares®; Paulo Sergio Aleixo da Silva de Jesus’.

RESUMO

Esta pesquisa é uma continuacdo da pesquisa desenvolvida no projeto “Reticulados e
Aplicacdes em Codificacdo em Sistemas de Transmissao”, na qual propomos o estudo
das perturbacGes dos reticulados estudados no projeto anterior. Investigamos versdes
densas de reticulados que possuem diversidades maximas e boas distancias produtos
minimas. Desta forma, construimos outros modelos de reticulados uteis em codificacdo
em sistemas de transmissdo. No projeto anterior, foram obtidos reticulados Uteis
simultaneamente a canais do tipo Rayleigh e a canais gaussianos. Neste projeto,
perturbamos tais reticulados, obtendo assim um leque de outros reticulados que também
servem simultaneamente a estes dois canais.
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1. INTRODUCAO
Reticulados sdo estudados por matematicos, engenheiros elétricos e da
computacédo por suas diversas aplicagfes. Algumas dessas aplicagdes ocorrem em teoria

da informacao, criptografia e codificacdo de indice, conforme podemos ver em [4].
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Conforme podemos ver em [5], canais com desvanecimento do tipo Rayleigh séo
Gteis em comunicacgdes sem fio (wireless communications). O desenvolvimento acelerado
no uso de comunicagdo “wireless” levou os tedricos da comunicacdo a trabalharem em
tais canais. Por outro lado, sistemas tipicos para transmissdo de dados s&o construidos por
canais gaussianos, ja que nesses canais as mensagens sao transmitidas de forma confiavel,
eficiente e com baixo custo. Desta forma, € Gtil considerar que a transmissdo de dados
seja feita a partir de reticulados que séo utilizados tanto em canais do tipo Rayleigh,
quanto nos do tipo gaussiano. Em [5] e [6] tais reticulados foram obtidos por meio de
torcGes de outros reticulados rotacionados.

Em [5] encontramos versdes perturbadas de reticulados que s&o Uteis a canais com
desvanecimento do tipo Rayleigh. Esses reticulados foram obtidos a partir de
perturbacdes dos angulos 6timos de reticulados rotacionados e a partir da exponenciacao
de matrizes antissimétricas proximas da matriz nula. Assim, propomos investigar se é
possivel obter versdes perturbadas de outros reticulados que séo Uteis tanto a canais com
desvanecimento do tipo Rayleigh, quanto a canais gaussianos. Pretendemos, dessa forma,
construir versdes perturbadas das versbes torcidas dos reticulados quadraticos e dos

reticulados rotacionados Z", conforme [1] e [6], que foram obtidos na pesquisa anterior.

2. METODOLOGIA

Realizamos estudos bibliograficos sobre a teoria de reticulados perturbados e suas
aplicacdes em sistemas de transmissdo, além do estudo de tutoriais focando na
aprendizagem de novas ferramentas referentes ao software Mathematica 13.0 [7] para
aplicacdo em célculos simbdlicos. Durante o desenvolvimento da pesquisa, ocorreram
encontros semanais entre o orientador e 0s alunos, nos quais eram feitas exposicoes e
discussGes de topicos referentes ao projeto. A partir da literatura estudada e das
simulagdes com o Mathematica 13.0, programa que permite constru¢cdes de novos

reticulados, foram elaboradas as analises sobre os resultados obtidos no projeto.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Na primeira etapa, foi desenvolvido o estudo da teoria sobre reticulados. Fizemos
0 estudo bibliogréfico do segundo capitulo do livro Lattices Applied to Coding for
Reliable and Secure Communications [4], que define os conceitos basicos que decorreram

durante a pesquisa.



Definicéo 1 (Reticulado) — Seja by, b,, -, b,, vetores L.I. no R™. Um reticulado A c
R™, pode ser definido como o conjunto de todas as combinacdes lineares inteiras desses
vetores, ou seja,
A ={ub; +u,by + - +uypbpiug,uy, 0, Uy, € Z3
O inteiro m € chamado de posto do reticulado 4. Quando m = n, dizemos que

o reticulado tem posto completo.

Definicdo 2 (Matriz Geradora) — Uma matriz geradora B de um reticulado A, é uma
matriz n X m cujas colunas sdo dadas pelos vetores b;, b,, ---,b,,,, i.e.,
B = [by by - by]

Em que os vetores by, b,, -+, b,,, formam uma base do reticulado.

Definicdo 3 (Volume do Reticulado) — Chamamos volume do reticulado A, o qual
denotamos por V(4), o médulo do determinante da matriz geradora B de A.
V(A) = |det B|

Definicdo 4 (Norma Minima de um Reticulado) — A norma minima u de um reticulado
€ a menor norma euclidiana dentre todas as normas minimas dos vetores nao nulos de
A, ou seja,

= min [|x
i 0MeAII |

Definicdo 5 (Empacotamento de um Reticulado) — Definimos como empacotamento de
um reticulado a unido de todas as translacdes das bolas B™ (E”) por pontos de A, em que

que p € a norma minima de A. Temos:

B" (g) ={x e R |Ixll < g}

Definicdo 6 (Densidade de Empacotamento) — A densidade de empacotamento de A é

definida como

volB™(p)
V(A)

=

AA) = .

,sendo p =

Observe que volB™(p) = p™volB™(1). Onde o volume da bola Euclidiana

volB™(1) de raio 1, dado por



( T[n/Z

o (n/2)!
volB™(1) = 2r=D/2((n — 1) /2)!

n!

senépar,e

sen é impar

A densidade de empacotamento pode ser interpretada como a “quantidade” do
espaco do R™ que é preenchido pelas esferas de empacotamento.

Além dos conceitos de reticulados, estudamos os canais com ruido branco
gaussiano e com desvanecimento do tipo Rayleigh. O primeiro canal é um modelo usado
em telecomunicacdes para representar um meio de comunicagdo no qual os sinais séo

afetados por ruido. Sua relagdo com reticulados se da por meio da inequagéo:

Fe(S) = —mmsramy

Tal que XK é Kkissing number de A, que representa 0 nimero maximo de esferas
ndo sobrepostas que sdo tangentes a uma esfera central e n € a dimensdo em que S esta
contido. Para um namero fixo de pontos S ¢ R"™, o objetivo de minimizar a probabilidade
de erro (P,(S)) pode ser alcancado encontrando um reticulado com densidade de
empacotamento (A) maxima. O segundo canal € um modelo usado em telecomunicac6es
para descrever um tipo de interferéncia que ocorre quando um sinal é transmitido. O
desvanecimento é causado pela soma de mdaltiplos sinais que chegam ao receptor em
tempos ligeiramente diferentes devido a reflexes em objetos como edificios ou
montanhas. Sua relacdo com reticulados se da através da inequacao:

1 (4Np)!
P(S) < 5%
p (X
Conforme [2] e [3], % é a densidade espectral de poténcia de ruido em banda

estreita e dg)(x, y) representa a [-distancia produto de x a y, quando esses dois pontos
diferem em [ componentes, isto é:

dI()l)(x, y) = 1_[ lx; — il

Xi#Yi

A medida que a [-distAncia produto for minima, teremos um aumento na
probabilidade de erro. Com o objetivo de reduzir esta estimativa da probabilidade de erro
da palavra-codigo P,, do sistema de transmissao, investigamos reticulados rotacionados

em que a distancia produto minima normalizada seja a maior possivel.



Definicdo 7 (Distancia Produto Minima) — Seja A € R™ um reticulado de posto

completo com diversidade maxima. A distancia produto minima de A € definida como

n
dpmia®) = min 43700 = i | [1s
i=1

Definicéo 8 (Distancia Produto Minima Normalizada) — A distancia produto minima

normalizada de um reticulado A, denotada por d, horm (A), € @ distancia produto minima

~ 1 .
da verséo escalada mA, ou seja,

1
dp.norm ) = m dp.min A

Defini¢do 9 (Diversidade) — Um reticulado A tem diversidade L < n se L é o nUmero
maximo tal que qualquer vetor 0 # y € A tenha pelo menos L coordenadas diferentes de
zero.

Os reticulados que estudaremos tém diversidade maxima L = n.

Na segunda etapa, foi desenvolvido o estudo da teoria sobre os reticulados
perturbados. Fizemos o estudo bibliografico do sexto capitulo da tese Sobre Reticulados
Rotacionados para Codificacdo em Sistemas de Transmissdo [6], em que foi estudado o

conceito de matriz exponencial e definido perturbacdes de um reticulado.

Definicdo 10 (Matriz Exponencial) - Dada matriz A € R™", definimos a matriz

exponencial e como sendo

Az A3 Ak

A — I R -
¢ _zk!_1+‘4+2!+3!+ Tt
k=0

Para uma matriz qualquer, a série converge, o que torna a definicdo acima
consistente e além disso, temos e® = I. Se duas matrizes A e B comutam, AB = BA,
temos e4*B = e4eB. Ademais, se A € antissimétrica, entdo e é ortogonal.

Dado um reticulado de diversidade maxima, Ag, em que B € a matriz geradora
deste, analisamos as distancias produtos de reticulados pertencente a familia A xg, em
que X é antissimétrica. Da ortogonalidade de e*, pode ser provado que os reticulados Ag

e Axg tém 0 mesmo volume e a mesma norma minima.



Na terceira etapa, foram analisadas as perturbacdes A xg, dos reticulados Ag do

trabalho anterior, em que tomamos a matriz antissimétrica X de ordem n dada por X(k) =

&) _

[x-(-k)], tais que Xjj = 107% (i< j) exi(jk) =0 (i=j), onde k é um inteiro positivo

ij
“grande”. Assim ||X||? = (n® —n)1072kK > 0, quando k — oo. Portanto X — 0.

Na Tabela 1, estdo listadas as perturbacdes feitas nos reticulados quadraticos
A, (3), A,(13), A5(5) e A,(35), cujo o termo “quadraticos” é oriundo da teoria
algébrica dos nimeros que trabalha com corpos quadraticos, que € uma extensao finita
sobre Q de grau 2.

Os reticulados A;(3) e A,(13) possuem diversidade méaxima, entretanto 0s
reticulados A3(5) e A,(35) ndo possuem, diante disso, foi necessario realizar uma
rotacdo de w/4 com a finalidade de que os reticulados rot,/,(A3(5)) e roty/4(A4(35))

tenham diversidade maxima. As matrizes 4,B,C e D sdao matrizes dos reticulados

torcidos A; (3), A;(13), roty4(A3(5)) e roty 4 (A4(35)), respectivamente.

Tabela 1: Perturbacdo dos Reticulados Quadréaticos

K dp.norm(AeXA) dp,norm(AeXB) dp.norm(AeX C) dp.norm(AeXD)

1 0.183586 0.347105 0.100722 0.212997

2 0.278618 0.177455 0.053633 0.118629

3 0.287675 0.267365 0.206612 0.170023

4 0.288575 0.276352 0.221907 0.16913

5 0.288665 0.27725 0.223437 0.169041

6 0.288674 0.27734 0.22359 0.169032

7 0.288675 0.277349 0.223605 0.169031

8 0.288675 0.27735 0.223607 0.169031
Ob;j. 0.288675 0.27735 0.223607 0.169031

Analisando os resultados obtidos na Tabela 1, percebemos que as distancias
produtos minimas normalizadas de cada familia de reticulados perturbados convergiram
para suas dp, norm Originais, apresentadas na ultima linha, a partir do k = 7 ou 8. Desta
forma, a partir de um k > 4, obtemos um leque de reticulados quadraticos que possuem
Otimas distancias produtos minimas normalizadas com 6timas densidades.

Na Tabela 2, estdo listadas as perturbagdes feitas nos reticulados rotacionados Z",
1

VP
2n+ 1, D, T e T sdo matrizes quadradas de ordem n tais que D = diag (Vay, -..,+/a,)

cujas matrizes geradoras sdo R,, = —DXT, em que p é primo e satisfaz a equacdo p =

em que a, = 2 — 2cos (2nn/p), £ = [bi'j] no qual b; ; = 2cos (2mij/p) e T = [ti,j],



em que t;; =1, sei=j e t;; =0, sei <j. Estes reticulados rotacionados Z"
fornecem a maior distancia produto normalizada conhecida na sua devida dimenséo. As
matrizes E,F,GeH sd0 matrizes dos reticulados torcidos Rj, Rg, RgeRyq,

respectivamente. Estes reticulados possuem diversidade maxima.

Tabela 2: Perturbacéo dos Reticulados Rotacionados Z™

k dp,norm(AeXE) dp,norm(AeXF) dp,norm(AeXG) dp.norm(AeXH)
1 0.0244412 2.93887 -107% 7.11047 -107° 2.12741-10"1?
3 0.0341286 0.000392722 5.86988-10~7 1.49195-107°
5 0.141771 0.0070543 0.0000416638 9.14978 - 10~°
7 0.142846 0.00825236 0.0000492891 1.53904 - 1077
9 0.142857 0.00826434 0.0000493653 1.55353-1077
11 0.142857 0.00826446 0.0000493661 1.55368 - 1077
Obj. 0.142857 0.00826446 0.0000493661 1.55368 - 1077

Analisando os resultados obtidos na Tabela 2, percebemos que as distancias
produtos minimas normalizadas de cada familia de reticulados perturbados convergiram
para suas dp norm Originais, apresentadas na dltima linha, a partir do k = 9 ou 11.
Consequentemente, a partir de um k > 7, obtemos um leque de reticulados rotacionados
Z™ que possuem Otimas distancias produtos minimas normalizadas com o6timas
densidades.

Primeiramente, analisando os resultados das perturbacGes das versdes torcidas dos
reticulados quadraticos apresentadas na Tabela 1, numericamente, percebemos que

quando k é “grande”, as distancias produtos dos reticulados A.x,, A.xg, Axc e Agxp

1 1
convergem para dp norm(A1(3)) = e dpnorm(A2(13)) = NeE)

dp norm (rotn/4(A3(5))) = % e dpnorm (rotﬂ/4(A4(35))) = \/% respectivamente.

Seguindo para os resultados das perturbacdes das versdes torcidas dos reticulados
rotacionados Z™ nas dimensdes 3, 5, 8 e 11 apresentados na Tabela 2, percebemos
numericamente, assim como nos quadraticos, que quando k é “grande”, as distancias

produtos dos reticulados Agxg, Agxp, Agxg € Agxy convergem para dpporm(Z3) =

1 5y — 1 8y — 1 11y = L i
= dp norm(Z>) = L dp norm (Z°%) = o7z € dp norm (Z') = —5= respectivamente.

Neste projeto, foi possivel entender como os reticulados podem ser perturbados e
aplicados nos sistemas de transmissao estudados. E a partir das simulacGes realizadas na

terceira etapa do projeto, pudemos obter diversas familias de reticulados perturbados Gteis



para os dois canais, pois tais familias preservam densidades de empacotamento e possuem
boas distancias produtos normalizadas para k suficientemente grande.

Os resultados obtidos nesta pesquisa sao particularmente importantes na area de
telecomunicagdes, pois, além de termos encontrado um leque de familias de reticulados
com oOtimas densidades, Otimas distancias produtos minimas normalizadas e que,
consequentemente, possuem uma boa adaptabilidade para os dois tipos de canais
estudados no decorrer do projeto, estamos, assim, contribuindo para uma melhor

eficiéncia na transmissdo de dados.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Para a concretizacdo da pesquisa, estudamos a teoria de reticulados, desde seus
conceitos basicos até conceitos mais avangados, construimos ainda versdes perturbadas
dos reticulados “6timos” do projeto anterior por meio do software Mathematica 13.0. A
partir dos resultados obtidos, pudemos encontrar diversas familias de reticulados
perturbados que possuem utilidade simultanea nos dois tipos de canais de transmissdo
estudados, sendo eles os canais gaussianos e canais com desvanecimento do tipo
Rayleigh, devido as étimas densidades e distancias produtos minimas normalizadas.

Portanto, a criagdo de um leque diversificado de familias de reticulados
perturbados surge como uma ideia encorajadora para a otimizagdo em sistemas de
comunicacdo em inumeros cenarios de transmissao, promovendo assim uma melhoria

significativa na eficiéncia global da rede.
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