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RESUMO: A obtengdo de cargas criticas e modos de flambagem pelo método do elementos finitos exige que
uma discretizacdo adequada dos membros seja empregada, uma vez que trata-se de uma técnica de solugdo
aproximada. Assim, a convergéncia da solugdo do problema de autovalor néo linear depende exclusivamente
do nivel de refinamento da malha de elementos finitos. Contudo, estudos de flambagem envolvendo membros
ndo prismdticos sob forgas axiais variaveis podem requerer malhas ainda mais refinadas, dificultando assim a
simulacéo computacional destes elementos. Visando simplificar a modelagem e eliminar o erro inerente da
discretizacdo, uma solugdo em série de poténcias da equagdo diferencial é fornecida com base no equilibrio
do elemento infinitesimal deformado, que em conjunto com o método da rigidez possibilitam derivar uma
matriz de rigidez exata que leva em considerac¢do a variagcdo de rigidez do membro de viga-coluna 2D sob forca
normal varidvel. Desta forma, no presente artigo busca-se determinar cargas criticas de flambagem de uma
viga-coluna ndo prismdtica sob forca normal varidvel para diferentes condicbes de contorno. Andlises de
flambagem realizadas pelo método proposto com uma discretizagdo minima (1 ou 2 elementos) mostraram-
se uma boa concorddncia quando comparadas as solucbes numéricas obtidas pelo SAP2000 ao utilizar 100
elementos finitos por membro, comprovando assim a eficiéncia e exatiddo da formulacdo desenvolvida.

PALAVRAS-CHAVE: FLAMBAGEM, VIGA-COLUNA 2D NAO PRISMATICA, FORCA NORMAL VARIAVEL, EQUACAO
DIFERENCIAL.

BUCKLING STUDY OF NON-PRISMATIC 2D BEAM-COLUMN SUBJECTED TO VARIABLE NORMAL FORCE

ABSTRACT: Obtaining critical loads and buckling modes using the finite element method requires that an
appropriate discretization of the members be used, since it is an approximate solution technique. Thus, the
convergence of the solution of the nonlinear eigenvalue problem depends exclusively on the level of refinement
of the finite element mesh. However, buckling studies involving non-prismatic members under variable axial
forces may require even more refined meshes, thus complicating the computational simulation of these
elements. Aiming to simplify the modeling and eliminate the inherent discretization error, a power series
solution of the differential equation is provided based on the equilibrium of the infinitesimal deformed element,
which together with the stiffness method makes it possible to derive an exact stiffness matrix that takes into
account consideration of the stiffness variation of the 2D beam-column member under varying normal force.
Therefore, in this article we seek to determine critical buckling loads of a non-prismatic beam-column under
variable normal force for different boundary conditions. Buckling analyzes performed by the proposed method
with a minimum discretization (1 or 2 elements) showed good agreement when compared to the numerical
solutions obtained by SAP2000 when using 100 finite elements per member, thus proving the efficiency and
accuracy of the developed formulation.

KEYWORDS: BUCKLING, NON-PRISMATIC 2D BEAM-COLUMN, VARIABLE NORMAL FORCE, DIFFERENTIAL
EQUATION.
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1. INTRODUGAO

A determinagdo de cargas criticas de flambagem de elementos ndo prismaticos esbeltos é de
grande importancia nos projetos de engenharia. Estudos realizados por Bleich (1952) e Timoshenko
e Gere (1963) apontam que solucBes analiticas fechadas estdo disponiveis apenas para alguns casos
simples de variagdo da segdo transversal. Assim, diversos métodos numéricos foram desenvolvidos
nas Ultimas décadas que permitem realizar andlises de flambagem de vigas-colunas com secdes
arbitrariamente variadas. Estes trabalhos incluem o método de Rayleigh-Ritz, método de Galerkin,
meétodo de Runge-Kutta, método das diferencas finitas e 0 método dos elementos finitos. Contudo,
algumas técnicas numeéricas limitam-se apenas a solucdo de equacdes diferenciais a nivel do
elemento, impossibilitando a analise de um sistema composto por varios membros.

Apesar da existéncia de iniUmeras técnicas para solucdo de equacdes diferenciais governante
do problemas de estabilidade, solu¢des numéricas usando o Método do Elementos Finitos (MEF) sdo
frequentemente empregadas, uma vez que possibilita a analise de estruturas grandes e complexas,
baseado na solugdo do problema de autovalor generalizado ndo linear pelo método de Newton-
Raphson.

No entanto, vale ressaltar que modelos tradicionais de elementos finitos trazem consigo um
conjunto de aproximagdes inerentes das fun¢des de forma previamente assumidas, bem como do
meétodo de integracdo numérica utilizado, consequentemente numa analise de estabilidade a
exatiddo das solugdes numéricas dependem exclusivamente da discretizacdo adotada,
principalmente da experiéncia do analista na escolha adequada do nimero de segmentos que devem
ser utilizados na discretizacdo de um membro estrutural (BURGOS e MARTHA, 2013).

Na literatura em geral algumas estratégias sdo adotadas a fim de reduzir a dependéncia da
discretizacdo de membros em anadlises ndo lineares geométricas/estabilidade, como Banerjee e
Williams (1986), Goto e Chen (1987), Chen et al. (1989), Chen e Lui (1987; 1991), Eisenberger (1991),
Aristizabal-Ochoa (1997), Rubin (1999), Murin e Kutis (2002), Wunderlich e Pilkey (2003), Al-Sadder
(2004), Kutis e Murin (2006), Huang e Li (2012), Burgos e Martha (2013), Taha e Essam (2013),
Rezaiee-Pajand et al. (2016), Rodrigues (2019), Rodrigues et al. (2021), Silva e Burgos (2023) que
utilizaram solugdes de equacgbes diferenciais na derivacdo da matriz de rigidez do membro de viga-
coluna.

Timoshenko e Gere (1963) obtiveram fatores de carga criticos para uma viga-coluna ndo
prismatica engastada livre submetida a carga axial distribuida, considerando diferentes varia¢des da
rigidez a flexdo e da carga axial aplicada. Entretanto, existem poucos estudos que avaliam a
estabilidade de elementos ndo prismaticos solicitados por forca normal varidvel. Desta forma, busca-

se neste trabalho o desenvolvimento de uma formulacdo semianalitica capaz de permitir tais analises.

“Amazénia: Industrial e Sustentdvel.”
Anais do 242 CONEMI - Congresso Internacional de Engenharia Mecénica e Industrial | 2 de 15



2774

: v
@ FENEMI TEMA DO 242 CONEMI: f’

“Amazonia: Industrial e Sustentavel” ad.'!! ﬁ@NEpﬂ

CONGRESSO INTERNACIONAL DE
ENGENHARIA MECANICA E INDUSTRIA

EE

1.1. Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo geral determinar cargas criticas de flambagem de
membros ndo prismaticos sob forca normal varidvel, a partir da solucdo da equacdo diferencial
governante do equilibrio do elemento na configuracdo deformada.

Além disso, propde-se cumprir os seguintes objetivos especificos:

. Derivar a matriz de rigidez de um elemento de viga-coluna 2D ndo prismatico sob forca
normal variavel;

° Avaliar a estabilidade de elementos estruturais planos reticulados esbeltos, quando
submetidos a instabilidade por bifurcacdo, sob diferentes condi¢des de contorno;

° Realizar andlises comparativas do presente estudo com modelos usuais de elementos

finitos e com exemplos disponiveis na literatura cientifica.

1.2. Justificativas

A solucdo analitica de EDOs lineares com coeficientes varidveis dada por meio de funcdes
elementares estd disponivel apenas para alguns casos especificos. Assim, uma agdo usual para este
tipo de equagdes é assumir uma solugao na forma de séries infinitas, denominada séries de poténcias.

A modelagem e simulagdo computacional pelo MEF de estruturas constituidas por membros
ndo prismaticos podem exigir muito esforco e experiéncia por parte do projetista na discretizacdo
adequada de um membro estrutural, tendo em vista que trata-se de uma estratégia de solucdo
aproximada. Desta forma, visando assegurar a exatiddo dos resultados obtidos com um tempo
reduzido de analise, buscam-se modelos numéricos que independam do nivel de discretizacdo
empregada em analises de flambagem. Portanto, um atributo altamente desejavel é o uso de um
unico elemento por membro para reduzir armazenamento, além de agilizar a preparacao dos dados
e a interpretacdo dos resultados (IlU e BRADFORD, 2010).

2. EQUACIONAMENTO

A Figura 1 apresenta um elemento infinitesimal de viga-coluna na sua configuracao

deformada, submetido aos esforcos internos N, Ve M.

FIGURA 1. Equilibrio de forgas do elemento diferencial deformado.
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Fonte: Adaptado de Rodrigues et al. (2021).

Considerando todas as forcas generalizadas atuantes, a imposicdo do equilibrio pela

cinematica de vigas de Euler-Bernoulli leva as Equacdes 1 e 2.

Y F=0>V—(V+dV)= 0—>Z—Z=o (1)

2
3" M, =0—> M+ (M+dM) —Vdx —Ndv =0, M:E/Z(x)%
X
(2)
2 2 2
A 2 LA VLAV oy L —i(/\/ﬂjzd—v
dx ax’ dx dx ax dx\  dx ax
Substituindo a Equacdo 1 na Equacdo 2, tem-se:
d’ dv) d dv
—| El —I N 0 3
dxz[ 2 )dx j dx( X )dxj )

A forca normal varidvel N(x) pode ser descrita por séries de poténcias, ou seja:

N(X) =N, (x (HZW ] (4)
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em que N, ¢é a forca normal no né inicial do membro. Similarmente, o segundo momento de &rea

continuamente varidvel /Z(X) de uma viga-coluna ndo prismatica pode ser representado em séries de

poténcias da seguinte forma:

/z(X):/zinlz(X):/zi(l_'_in/ZkaJ (5)

em que /,; é o segundo momento de &rea no nd inicial do membro, p e g s3o os graus dos polinémios
n, (x) e 77N(X), respectivamente. Substituindo as Equacdes 4 e 5 na Equacdo 3, e dividindo toda a

expressdo resultante por £/, obtém-se:

d’ d’v d dv
—| 7 xX)— |-k’=| n,(x)— |=0 6
dx’ [77'2( )dXZJ ' dx(m( )dx) (6)

em que k? =N,/E/Z, . De acordo com Kreyszig (2011) a solucdo geral da Equacdo 6 pode ser expressa

por meio de uma série de poténcias da forma

v(x)= Zanx” (7)
Entao
dvix) < "
. ‘n=o(”+1)a”“x (8)
e
dd\;(:() :i(n+1)(n+2)amx” (9)

Logo, tem-se
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C/ 0 , o min(n+1;p) ) ,
d—(nN(x)nZO:(n+1)an+lx J:nzol 2 my(n+1)(n—j+2)a,_,,x (10)
e
dZ 0 o min(n+2;q)
J(U,Z(X)Z(n+1)(n+2)an+zx”j:z 77,21.(n+1)(n+2)(n—j+3)(n—j+4)an_j+4x” (11)
n=0 n=0  j=0

Substituindo as Equacgdes 10 e 11 na Equacdo 6, obtém-se

) min(n+2;q) min(n+1;p)
{ 1, (n+1)(n+2)(n—j+3)(n—j+4)a, ., —k’ Z 77Nj(n+1)(n—j+2)anj+2}x” =0 (12)
n=0 j=0 =0

Para satisfazer a Equacdo 12 para todos os valores de n, obtém-se a relacdo de recorréncia para os

coeficientes 0, , dada por:

min(n+1;p) min(n+2;q)
aM{kf > ny(n+1)(n-j+2)a,_ - D, 77,2/(n+1)(n+2)(n—j+3)(n—j+4)anM}

Jj=0 =1

(13)
/[(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)], (n=0,12,...,)

Através da Equacdo 13 as solugdes linearmente independentes da Equacdo 3 sdo obtidas
explicitamente em termos das quatro constantes (ao, a,a,e 03)que podem ser determinadas pela
imposicdo das condi¢cdes de contorno. No entanto, é conveniente expressar a solugdo geral em

termos das condiges iniciais (v, =d,,v, =a,,v; =20, e vy =64, ), na forma
v(x)=> v, (x) (14)

em que Vé” é j-ésima derivada da funcdo v(x) no ponto Xx=0, Cj(X) € a solugdo linearmente
independente da equacgdo diferencial governante (Equacdo 3). A funcdo v(x) representa o

deslocamento transversal ao longo da viga (linha eldstica). Assim, a Equacdo 14 e suas derivadas

podem ser expressas da seguinte forma matricial:
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Na derivacao da matriz de rigidez do elemento de viga-coluna aplica-se o conceito de rigidez

do método da rigidez. Os coeficientes da matriz de rigidez k sdo definidos como as forcgas internas

generalizadas (Equacdo 2) que surgem em ambas as extremidades do membro de comprimento L,

devido a translagdo v(x) ou rotagdo unitaria v'(x), em cada um dos quatro graus de liberdade, um

de cada vez. Desta forma, existem quatro conjuntos de condi¢Ges de contorno, dados por:

em que

k11 = _k13 = ksa
klz = k23 =C,C
k14 = _k34 =C,\C
k,, =c,(c, (L)}
k24 = CZC3(L)

c,=El, /(c,(L)c

= (L)e,(L

kll k12 k13 k14
k — k22 k23 k24 )
k33 k34
sim. k

(L), (L))

~
N—
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Logo, as cargas criticas sdo obtidas pela solugdo do problema de autovalor ndo linear na forma

k| =0 (18)

3. EXEMPLOS

Neste estudo, além do método proposto utilizou-se o software SAP2000 baseado no MEF na
andlise de flambagem da viga-coluna ndo prismatica sob forca normal varidvel para diferentes

condic¢®es de contorno, conforme apresentado na Figura 2.

FIGURA 2. Viga-coluna ndo prismatica proposta para analise de flambagem.

(8 A\ "

(1) (2) (3) (4)
Fonte: Adaptado de Kutis e Murin (2006).

O Exemplo numérico trata-se da obtencdo dos fatores de carga criticos m de uma viga-coluna
nao prismatica submetida a carga axial uniformemente distribuida p, para diferentes relacdes /zj /1,

e diferentes condicdes de contorno, em que o subindice i refere-se a base da viga-coluna. A largura

da secdo transversal se mantém constante ao longo do membro, enquanto a altura varia linearmente.

A Equacgdo que relaciona a carga axial distribuida critica P, com o fator m é dada por:

El,
= (19)
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Na andlise de flambagem pelo presente método utilizou-se 1 elemento finito nos modelos 1,

2 e 3, e 2 elementos finitos no modelo 4. Na simulagdo pelo software SAP2000 modelou-se o membro

de viga-coluna com 100 elementos finitos ndo prismaticos para todas as condi¢cdes de contorno. A

Tabela 1 apresenta os fatores de carga criticos para a viga-coluna engastada livre (modelo 1).

TABELA 1. Fatores de carga criticos m (modelo 1).

I/l Método Proposto  SAP2000  Erro relativo (%)
0,1 5,027242935 5,027059169 3,66E-03
0,2 5,696581328 5,696363232 3,83E-03
0,3 6,149981952 6,149741353 3,91E-03
0,4 6,503484973 6,503226963 3,97E-03
0,5 6,797637725 6,797365351 4,01E-03
0,6 7,051869150 7,051584347 4,04E-03
0,7 7,277141739 7,276845975 4,06E-03
0,8 7,480306925 7,488121434 1,04E-01
0,9 7,665960061 7,669617303 4,77E-02
1,0 7,837347439 7,837024438 4,12E-03

Fonte: Autores (2024).

A Tabela 2 apresenta os resultados do modelo 1 para a relagdo /ZJ-//Z,- =0,1 considerando

diferentes niveis de refinamento de malha pelo SAP2000, em que NE é o nimero de elementos finitos

por membro.

TABELA 2. Fatores de carga criticos m para a relaggo /,;/1,,=0,1 (modelo 1).

NE Método Proposto SAP2000 Erro relativo (%)
1 5,027242935 2,965244294 4,10E+01
2 - 4,467244041 1,11E4+01
5 - 4,950751428 1,52E+00
10 - 5,008679054 3,69E-01
20 - 5,022637328 9,16E-02
50 - 5,026507630 1,46E-02
100 - 5,027059169 3,66E-03

Fonte: Autores (2024).
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A partir dos resultados apresentados na Tabela 1, pode-se observar uma pequena diferenca

nos resultados do SAP2000 em rela¢do ao presente método, mesmo com o uso de 100 elementos

finitos. Ressalta-se ainda que a relagéo /, /1,=0,8 apresentou um erro superior quando comparada

com as demais. A Tabela 3 apresenta os fatores de carga criticos para a viga-coluna biapoiada

(modelo 2).

TABELA 3. Fatores de carga criticos m (modelo 2).

I/l Método Proposto  SAP2000  Erro relativo (%)
0,1 7,883652404 7,883646773 7,14E-05
0,2 10,04614363 10,04619480 5,09E-04
0,3 11,64811446 11,64821064 8,26E-04
0,4 12,97332330 12,97345843 1,04E-03
0,5 14,12664668 14,12681685 1,20E-03
0,6 15,16032025 15,16052274 1,34E-03
0,7 16,10472200 16,10495469 1,44E-03
0,8 16,97931922 16,99838168 1,12E-01
0,9 17,79745235 17,80707722 5,41E-02
1,0 18,56872484 18,56903920 1,69E-03

Fonte: Autores (2024).

A Tabela 4 apresenta os resultados do modelo 2 para a relagdo /Zj//z,- =0,1 considerando

diferentes niveis de refinamento de malha pelo SAP2000.

TABELA 4. Fatores de carga criticos m para a relagdo I, /1,,=0,1 (modelo 2).

NE Método Proposto SAP2000 Erro relativo (%)
1 7,883652404 7,389487946 6,27E+00
2 - 7,604033750 3,55E+00
5 - 7,874439573 1,17E-01
10 - 7,882667209 1,25E-02
20 - 7,883486129 2,11E-03
50 - 7,883629358 2,92E-04
100 - 7,883646773 7,14E-05

Fonte: Autores (2024).

“Amazébnia: Industrial e Sustentdvel.”

Anais do 242 CONEMI - Congresso Internacional de Engenharia Mecdnica e Industrial | 10 de 15



TEMA DO 242 CONEMI:
“Amazonia: Industrial e Sustentavel”

24' CONEM

FEDERAGAO NACIONAL
E ENGENHARIA
MECANICA E INDUSTRIAL

Conforme a Tabela 3 verifica-se novamente um erro mais significativo para a relacdo

l; /1,=0,8. ATabela 5 apresenta os fatores de carga criticos para a viga-coluna engastada apoiada

(modelo 3).

TABELA 5. Fatores de carga criticos m (modelo 3).

111 Método Proposto SAP2000 Erro relativo (%)
0,1 24,55699157 24,55543584 6,34E-03
0,2 30,40838823 30,40674692 5,40E-03
0,3 34,66287319 34,66115997 4,94E-03
04 38,14026616 38,13848991 4,66E-03
0,5 41,13971124 41,13787818 4,46E-03
0,6 43,80891322 43,80702794 4,30E-03
0,7 46,23319595 46,23126204 4,18E-03
0,8 48,46693807 48,51818366 1,06E-01
0,9 50,54722988 50,57154559 4,81E-02
1,0 52,50066308 52,49859880 3,93E-03

Fonte: Autores (2024).

A Tabela 6 apresenta os resultados do modelo 3 para a relagdo /, //,=0,1 considerando

diferentes niveis de refinamento de malha pelo SAP2000.

TABELA 6. Fatores de carga criticos m para a relagdo /, /1, =0,1 (modelo 3).

NE Método Proposto SAP2000 Erro relativo (%)
1 24,55699157 12,51787656 4,90E+01
2 - 19,52566746 2,05E+01
5 - 23,88490409 2,74E+00
10 - 24,39859237 6,45E-01
20 - 24,51793132 1,59E-01
50 - 24,55076535 2,54E-02
100 - 24,55543584 6,34E-03
150 - 24,55630021 2,82E-03

Fonte: Autores (2024).
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Conforme a Tabela 5 observa-se uma boa concordancia nos resultados entre ambos os

métodos. A Tabela 7 apresenta os fatores de carga critico para a viga-coluna biengastada (modelo 4).

TABELA 7. Fatores de carga criticos m (modelo 4).

s Método Proposto ~ SAP2000  Erro relativo (%)
0,1 32,89293994 32,89345430 1,56E-03
0,2 41,46914293 41,46954627 9,73E-04
0,3 47,77159593 47,77192400 6,87E-04
04 52,95740455 52,95767158 5,04E-04
0,5 57,45226555 57,45247943 3,72E-04
0,6 61,46752978 61,46769561 2,70E-04
0,7 65,12580237 65,12592376 1,86E-04
0,8 68,50549059 68,58113976 1,10E-01
0,9 71,66022935 71,69773508 5,23E-02
1,0 74,62856872 74,62857097 3,01E-06

Fonte: Autores (2024).

A Tabela 8 apresenta os resultados do modelo 4 para a relagdo /, //,,=0,1 considerando

diferentes niveis de refinamento de malha pelo SAP2000.

TABELA 8. Fatores de carga criticos m para a relagdo /, /1, =0,1 (modelo 4).

NE Método Proposto SAP2000 Erro relativo (%)
2 32,89293994 32,15483317 2,24E+00
5 - 33,23953654 1,05E+00
10 - 32,95367781 1,85E-01
20 - 32,90637955 4,09E-02
50 - 32,89500909 6,29E-03
100 - 32,89345430 1,56E-03
150 - 32,89316830 6,94E-04

Fonte: Autores (2024).

Diante das analises realizadas, no geral pode-se verificar que as respostas obtidas pelo
software SAP2000 mostraram-se muito proximas das respostas encontradas pelo método proposto
3o utilizar uma malha com 100 elementos finitos. No entanto, na tentativa de melhorar ainda mais
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os resultados, malhas mais refinadas poderiam ter sido empregadas a depender da condicdo de

contorno e/ou da relagdo /,, //,. Além disso, para a relagdo /, /1, =0,1 é possivel verificar que os

modelos 2 e 4 apresentaram respostas mais estaveis em relacdo aos modelos 1 e 3. Isso acontece
devido as condi¢Bes de contorno de cada modelo, na qual os modelos 2 e 4 apresentam modos de
flambagem com caracteristicas mais simétricas em relacdo ao centro do membro quando
comparados com os modelos 1 e 3.

Em geral, verifica-se também que a convergéncia das respostas pelo SAP2000 em analises de
flambagem envolvendo elementos ndo prismaticos submetidos a forca normal varidvel exige que um
numero consideravel de elementos finitos por membro seja empregado, tendo em vista a
complexidade do problema. Normalmente, modelos computacionais baseados no MEF consideram
que a forca normal é constante ao longo do elemento, o que justifica a necessidade de uma

discretizacdo adequada.
4. CONCLUSOES

Diante dos exemplos apresentados, as analises de flambagem usando uma discretizacdo
minima (1 ou 2) elemento(s) finito(s) por membro mostraram-se uma boa concordancia quando
comparadas as solugdes numéricas tradicionais via MEF ao utilizar 100 elementos finitos por
membro. Além disso, os resultados obtidos pelo método proposto sdo independentes da
discretizacdo do modelo.

Entretanto, para a relagdo /, /1, =0,1 verificou-se que o uso de apenas um elemento finito

por membro pelo SAP2000 nos modelos 1, 2, 3 e 4 gerou um erro de 41,0%, 6,27%, 49,0% e 2,24%,
respectivamente, justificando assim a necessidade do uso de mais elementos finitos por membro em
analises numéricas via MEF. Nos modelos 1, 2 e 3 observou-se que os resultados obtidos pelo
SAP2000 ficaram inferiores aos resultados encontrados pelo método proposto para diferentes niveis
de discretizacdo, ou seja, a favor da seguranca. Em contrapartida, no modelo 4 ficaram superiores,
isto é, contra a seguranca, exceto a malha de 2 elementos finitos.

Desta forma, analises de flambagem envolvendo membros ndo prismaticos sob forca normal
variavel realizadas pela presente proposta comprovam a eficiéncia e exatiddo da formulacdo

apresentada.
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