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RESUMO: Neste trabalho, apresentamos condições necessárias de otimalidade de pri-
meira ordem para problemas de controle ótimo discreto multiobjetivos com restrições
mistas. Tais condições são obtidas através da escalarização do problema multiobjetivo e
usando a condição de regularidade do subespaço componente (CRSC).

Palavras-chave: Controle ótimo discreto; Condições de otimalidade; Otimização mul-
tiobjetivo; Escalarização.

1. INTRODUÇÃO

Na otimização multiobjetivo, o objetivo é resolver problemas nos quais é ne-

cessário minimizar duas ou mais funções. Em contraste com a otimização escalar,

onde há apenas um valor ótimo, nos problemas multiobjetivo não é posśıvel afirmar

o mesmo. Isso ocorre porque uma solução que minimiza uma das funções geralmente

não minimiza todas as outras funções objetivo restantes. Assuma que Ψ : Rn → Rr,

F : Rn → Rm e G : Rn → Rq. O problema multiobjetivo é dado por:

Minimizar Ψ(x)

sujeito a F (x) = 0

G(x) ≤ 0

(MOP)

Os pontos que satisfazem as restrições F (x) = 0 e G(x) ≤ 0 são chamados de pontos

fact́ıveis.

Uma definição predominante de solução para o problema (MOP) é a definição

de Pareto na qual não é posśıvel melhorar um objetivo sem piorar pelo menos um

dos outros.

Dentre as estratégias mais importantes para resolver problemas de otimização

multiobjetivo destacamos o método de escalarização. Esse método envolve resolver

um ou mais problemas de minimização escalar, garantindo que as soluções ótimas
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sejam pontos de Pareto para o problema original.

No campo do controle ótimo, existe um resultado importante em relação

às condições necessárias para a otimalidade em tempo cont́ınuo, conhecido como

Prinćıpio do Máximo de Pontryagin (Pontryagin et al. (1962)). Vários estudos têm

aplicado esse prinćıpio para o tempo discreto. Problemas de controle ótimo discreto

surgem em situações do mundo real, onde as mudanças no estado e no controle po-

dem ocorrer em intervalos de tempo. Esses problemas também podem ser obtidos

através da discretização de problemas de controle ótimo cont́ınuo. Recentemente,

vários artigos têm se dedicado ao estudo de problemas de controle ótimo discreto,

tanto em uma perspectiva de um único objetivo, quanto de múltiplos objetivos (ver

Boltyanskii (1978), Isoton (2017), Rojas-Medar et al. (2020), Toan et al. (2021) e

suas referências).

As condições de qualificação são importantes para obtenção de condições ne-

cessárias de primeira ordem não degeneradas. Em Andreani et al. (2012), foi dada

a condição de qualificação do posto constante do subespaço componente (CRSC), a

qual engloba de forma simples dois conceitos, o de posto constante que é muito útil

quando se trabalha com restrições de igualdade, e da dependência linear positiva,

que se ajusta de forma mais adequada às desigualdades. Além disso, a CRSC é

muito importante na prática pois está associado no desenvolvimento de algoritmos

de otimização. Para maiores detalhes ver Haeser and Ramos (2016).

O objetivo deste trabalho é mostrar as condições necessárias de primeira or-

dem para problemas de controle discreto multiobjetivo com restrições mistas e de

estado inicial, tanto de igualdade quanto de desigualdade. Essas condições são ob-

tidas utilizando o método de escalarização e a condição de regularidade (CRSC) no

problema escalarizado.

2. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Neste trabalho, estudaremos o seguinte problema de controle ótimo discreto

multiobjetivo

minimizar
(
ψ1(x(N + 1)), . . . ,ψd(x(N + 1))

)
sujeito a x(k + 1) = f(x(k),u(k),k), k = 0, . . . ,N,

b(x(k),u(k),k) = 0, k = 0, . . . ,N,

g(x(k),u(k),k) ≤ 0, k = 0, . . . ,N,

φ(x(0)) = 0,

ϕ(x(0)) ≤ 0,

(PCODM)
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onde, para cada k = 0, . . . ,N, f(·, · ,k) : Rn × Rm → Rn, b(·, · ,k) : Rn × Rm → Rrk ,

g(·,·,k) : Rn×Rm → Rqk e ψi : Rn → R, i = 1, . . . ,d, φ : Rn → Rrφ , e ϕ : Rn → Rrϕ

são funções continuamente diferenciáveis. O ponto x = (x(0), . . . ,x(N + 1)) é cha-

mada trajetória e u = (u(0), . . . ,u(N)) é o controle associado com a correspondente

trajetória.

Consideraremos a seguinte notação F : X ×U → Rn(N+1) ×R(r0+···+rN ) ×Rrφ ,

F (x,u) = (F̄ (x,u),F̂ (x,u),F̃ (x,u)), com

F̄ k(x,u) = x(k + 1)− f(x(k),u(k),k), k = 0, . . . , N,

F̂ k(x,u) = b(x(k),u(k),k), k = 0, . . . , N,

F̃ (x,u) = φ(x(0)),

e G : X × U → R(q0+···+qN ) × Rrϕ , G(x,u) = (Ḡ(x,u),G̃(x,u)), com

Ḡ(x,u) = (g(x(0),u(0),0), . . . , ḡ(x(N),u(N),N))

G̃(x,u) = ϕ(x(0)).

Assim, definimos os conjunto fact́ıvel de (PCODM) por

Q = {(x,u) ∈ X × U | F (x,u) = 0, G(x,u) ≤ 0}.

Neste trabalho consideraremos a seguinte definição de solução para problemas

multiobjetivo

Definição 2.1 (Processo Pareto Ótimo local). Seja (x∗,u∗) ∈ Q. Dizemos que
(x∗,u∗) é uma processo ótimo de Pareto local para o problema (PCODM) se e so-
mente se, não existe (x, u) ∈ Q que satisfaz

∥x(k)− x∗(k)∥ < δ, k = 0, . . . ,N + 1, e ∥u(k)− u∗(k)∥ < δ, k = 0, . . . ,N,

para algum δ > 0, onde ∥ · ∥ é qualquer norma em Rq, q = n,m, tal que

ψi(x(N + 1)) ≤ ψi(x∗(N + 1)), para todo i = 1, . . . ,d,

e para algum j ∈ 1, . . . ,d, ψj(x(N + 1)) < ψj(x∗(N + 1)).

3. O CASO ESCALAR

Considere o seguinte problema de controle ótimo discreto escalar:

minimizar ψ(x(N + 1))

sujeito a z(x(N + 1)) ≤ 0

(x,u) ∈ Q,

(PCOD)

onde z : Rn → Rrz . Denotaremos por Ω o conjunto fat́ıvel do problema (PCOD) e

defniremos Ĝ : X×U → R(q0+···+qN )×Rrϕ ×Rrz por Ĝ(x,u) = (G(x,u),z(x(N+1))).
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Definição 3.1. Dizemos que (x∗,u∗) é um processo ótimo local do problema (PCOD)
se for fact́ıvel e existe δ > 0 tal que ψ(x∗(N +1)) ≤ ψ(x(N +1)), para todo processo
fact́ıvel (x,u) que satisfaz

∥x(k)− x∗(k)∥ < δ, k = 0, . . . ,N + 1, e ∥u(k)− u∗(k)∥ < δ, k = 0, . . . ,N.

A seguir daremos uma definição de regularidade através da qual as condições

necessárias de primeira ordem não degeneradas são garantidas para o problema

(PCOD). Para isto, primeiramente precisamos definir os cones linearizado e polar

associados a este problema.

O cone linearizado do conjunto Ω no ponto (x∗, u∗) ∈ Ω, denotado por L(Ω,(x∗,u∗)),

é definido como

L(Ω,(x∗, u∗)) = {d ∈ X : ∇Ĝi(x∗,u∗)·d ≤ 0, i ∈ I(x∗,u∗)}∩{d ∈ X : ∇F (x∗,u∗)d = 0},

onde I(x∗,u∗) = {i ∈ {q0 + . . . + qN + rϕ + rz} : Ĝi(x∗,u∗) = 0}. E o cone polar de

L(Ω,(x∗,u∗)) é dado por

L(Ω,(x∗,u∗))◦ =

 ∑
I(x∗,u∗)

µi∇Ĝi(x∗.u∗) +∇F (x∗.u∗)⊤λ : µi ≥ 0, i ∈ I(x∗,u∗), λ ∈ Rm

 .

Dado (x∗,u∗) ∈ Ω, consideramos a seguinte notação:

J ∗
− = {ℓ ∈ I(x∗, u∗) : −∇Ĝℓ(x∗,u∗) ∈ L(Q,(x∗,u∗))◦}.

Denotemos por ∇ĜJ ∗
−(x∗,u∗) a matriz obtida de ∇Ĝ(x∗,u∗) depois de remover as

linhas cujos ı́ndices não pertencem a J ∗
−.

Definição 3.2. Seja (x∗,u∗) um processo fact́ıvel de (PCOD). Diz-se que as res-
trições do (PCOD) satisfazem a condição de regularidade de subespaço componente
(CRSC) em (x∗,u∗) ∈ Ω se existe uma vizinhança V de (x∗,u∗) tal que a matriz[

∇F (x,u)
∇GJ ∗

−(x,u)

]
tem o mesmo posto para cada (x,u) ∈ V .

A função Hamiltoniana associada ao problema (PCOD)

H(·, · , · , · , · ,k) : Rn × Rm × Rn × Rrk × Rqk → R

é definida para cada k = 1, . . . ,N, por

H(x,u,p,λ,µ,k) = p · f(x,u,k)− λ · b(x,u,k)− µ · g(x,u,k) (1)

O resultado a seguir é um caso particular do resultado obtido em Andreani

et al. (submitted).

Proposição 3.1 (Principio do Máximo Discreto Fraco). Seja (x∗,u∗) um processo
ótimo local de (PCOD). Suponha que a condição de regularidade CRSC é satisfeita
em (x∗,u∗). Então, existe ξ > 0, γ ∈ Rrφ, η ∈ Rrϕ, ζ ∈ Rrz e para cada k = 0, . . . ,N ,
(p(k + 1),λ(k),µ(k)) ∈ Rn ×Rrk ×Rqk , no todos nulos, com µ(k) ≥ 0, k = 0, . . . ,N ,
η ≥ 0 e ζ ≥ 0, tais que as seguintes condições são satisfeitas:
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(i) Equação Adjunta:

p(k) = ∇x(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),ξ,λ(k),µ(k),k), k = 1, . . . ,N ;

(ii) Condição de Transversalidade:

∇x(0)H(x∗(0),u∗(0),p(1),ξ,λ(0),µ(0),0) = γ·∇x(0)φ(x
∗(0))+η·∇x(0)ϕ(x

∗(0)),

p(N + 1) = −ξ∇x(N+1)ψ(x
∗(N + 1))− ζ · ∇x(N+1)z(x

∗(N + 1));

(iii) Condição de Estacionariedade:

∇u(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),ξ,λ(k),µ(k),k) = 0, k = 0, . . . ,N ;

(iv) Condição de complementariedade:

µj(k)gj(x∗(k),u∗(k),k) = 0, j = 1, . . . ,qk, k = 0, . . . ,N,

ηjϕj(x∗(0)) = 0, j = 1, . . . ,rϕ,

ζjzj(x∗(N + 1)) = 0, j = 1, . . . ,rz.

4. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS DE OTIMALIDADE PARA O
PROBLEMA MULTIOBJETIVO

A fim de obtermos as condições necessárias de otimalidade para o problema

(PCODM), consideremos um problema escalarizado, onde uma função objetivo é

minimizada e as demais são colocadas como restrições de desigualdade. Seja j ∈
{1, . . . ,d} e (x∗,u∗) ∈ Q considere o problema a seguir:

Minimizar ψj(x(N + 1))

sujeito a (x,u) ∈ Q

ψi(x(N + 1)) ≤ ψi(x∗(N + 1)) i = 1, . . . ,d, i ̸= j.

(PCODj)

O seguinte resultado relaciona as soluções do problema escalarizado (PCODj)

com as soluções de Pareto do problema (PCODM).

Lema 4.1. (Chankong and Haimes (2008)) Um processo fact́ıvel (x∗,u∗) é uma
solução de Pareto local de (PCODM) se e somente se, é uma solução local do pro-
blema (PCODj), para todo j = 1, . . . ,d.

A função Hamiltoniana para o problema (PCODM) é definida da mesma forma

que em (1).

Finalmente, obtemos as condições necessárias de primeira ordem para o pro-

blema (PCODM) com restrições mistas e de estado inicial, tanto de igualdade quanto

de desigualdade.

Theorem 4.1. Seja (x∗,u∗) uma solução Pareto local de (PCODM) e assuma que a
condição de regularidade (CRSC) para (PCODj) é satisfeita em (x∗,u∗) para algum
j ∈ {1, . . . ,d}, então existem ξ ∈ Rd, , γ ∈ Rrφ , η ∈ Rrϕ e (p(k + 1),λ(k),µ(k)) ∈
Rn(N+1) × Rrk × Rrq for k = 0, . . . ,N , não todos iguais a zero, com ξi ≥ 0, i =
1, . . . ,d, ξ ̸= 0, ηi ≥ 0, i = 1, . . . ,rϕ, µ

i(k) ≥ 0, i = 1, . . . ,rk, k = 0, . . . ,N, tais que
as seguintes condições são satisfeitas:
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i) Equação adjunta:

p(k) = ∇x(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),λ(k),µ(k),k), k = 1, . . . ,N, (2)

ii) Condição de transversalidade:

∇x(0)H(x∗(0),u∗(0),p(1),λ(0),µ(0),0) = γ · ∇x(0)φ(x
∗(0)) + η · ∇x(0)ϕ(x

∗(0))
(3)

p(N + 1) = −ξ · ∇x(N+1)ψ(x
∗(N + 1)) (4)

iii) Condição de estacionariedade:

∇u(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),λ(k),µ(k),k) = 0, k = 0, . . . ,N, (5)

iv) Condição de complementaridade

µigi(x∗(k),u∗(k),k) = 0, i = 1, . . . ,qk, k = 0, . . . ,N, (6)

ηiϕi(x∗(0)) = 0, i = 1, . . . ,rϕ (7)

Demonstração. Se (x∗,u∗) é um processo Pareto ótimo local de (PCODM), então
pelo Lema 4.1, (x∗,u∗) é um processo ótimo local de (PCODj), para todo j =
1, . . . ,d. Logo, pela hipótese a CRSC é satisfeita para (PCODj) em (x∗,u∗) para
algum j. Assim, pela Proposição 3.1 existem ξ ∈ Rd, γ ∈ Rrφ , η ∈ Rrϕ , e para
cada k = 0, . . . ,N , (p(k + 1),λ(k),µ(k)) ∈ Rn × Rrk × Rqk , não todos nulos, com
µ(k) ≥ 0, k = 0, . . . ,N , η ≥ 0 e ξ ≥ 0 com ξj > 0, tais que as seguintes condições
são satisfeitas:
(i) Equação Adjunta:

p(k) = ∇x(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),λ(k),µ(k),k), k = 1, . . . ,N ;

(ii) Condição de Transversalidade:

∇x(0)H(x∗(0),u∗(0),p(1),λ(0),µ(0),0) = γ · ∇x(0)φ(x
∗(0)) + η · ∇x(0)ϕ(x

∗(0)),

p(N + 1) = −ξj∇x(N+1)ψ
j(x∗(N + 1))−

d∑
i=1
i ̸=j

ξi∇x(N+1)ψ
j(x∗(N + 1));

(iii) Condição de Estacionariedade:

∇u(k)H(x∗(k),u∗(k),p(k + 1),λ(k),µ(k),k) = 0, k = 0, . . . ,N ;

(iv) Condição de Complementariedade:

µi(k)gi(x∗(k),u∗(k),k) = 0, i = 1, . . . ,qk, k = 0, . . . ,N,

ηiϕi(x∗(0)) = 0, i = 1, . . . ,rϕ,

ξiψi(x∗(N + 1)) = 0, i = 1, . . . ,d, i ̸= j.

As condições (i), (iii) e (iv) são a equação adjunta, condição de estacionariedade e a
condição de complementaridade do problema (PCODM). Reescrevendo a segunda
equação do item (ii), obtemos

p(N + 1) = −ξ∇x(N+1)ψ(x
∗(N + 1))

onde ξ = (ξ1, · · · ,ξd). Assim, a condição de transversalidade é satisfeita.
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5. CONCLUSÕES

Neste trabalho obtivemos condições necessárias de primeira ordem para uma

classe de problemas de controle ótimo discreto multiobjetivo com restrições mistas

de igualdade e desigualdade. As condições de otimalidade foram desenvolvidas para

processos ótimos de Pareto através da escalarização do problema multiobjetivo e

a aplicação de resultados existentes para o caso escalar. Através da condição de

regularidade CRSC, foi posśıvel garantir que pelo menos um multiplicador associado

a uma das funções objetivo é positivo.
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