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RESUMO: Neste trabalho, apresentamos condigoes necessarias de otimalidade de pri-
meira ordem para problemas de controle 6timo discreto multiobjetivos com restrigoes
mistas. Tais condicoes sao obtidas através da escalarizacao do problema multiobjetivo e
usando a condicao de regularidade do subespago componente (CRSC).
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1. INTRODUCAO

Na otimizacao multiobjetivo, o objetivo é resolver problemas nos quais é ne-
cessario minimizar duas ou mais funcoes. Em contraste com a otimizagao escalar,
onde ha apenas um valor 6timo, nos problemas multiobjetivo nao é possivel afirmar
o mesmo. Isso ocorre porque uma solugao que minimiza uma das fungoes geralmente
nao minimiza todas as outras fungoes objetivo restantes. Assuma que ¥ : R" — R",

F:R" - R™eG:R"— R? O problema multiobjetivo é dado por:

Minimizar ()
sujeitoa  F(z) =0 (MOP)
0

Os pontos que satisfazem as restrigoes F'(z) = 0 e G(z) < 0 sdo chamados de pontos
factiveis.

Uma definigao predominante de solugao para o problema (MOP) é a defini¢ao
de Pareto na qual nao é possivel melhorar um objetivo sem piorar pelo menos um
dos outros.

Dentre as estratégias mais importantes para resolver problemas de otimizacao
multiobjetivo destacamos o método de escalarizacao. Esse método envolve resolver

um ou mais problemas de minimizacao escalar, garantindo que as solugoes 6timas
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sejam pontos de Pareto para o problema original.

No campo do controle 6timo, existe um resultado importante em relagao
as condicoes necessarias para a otimalidade em tempo continuo, conhecido como
Principio do Méximo de Pontryagin (Pontryagin et al. (1962)). Vérios estudos tém
aplicado esse principio para o tempo discreto. Problemas de controle 6timo discreto
surgem em situagoes do mundo real, onde as mudancas no estado e no controle po-
dem ocorrer em intervalos de tempo. Esses problemas também podem ser obtidos
através da discretizagao de problemas de controle 6timo continuo. Recentemente,
varios artigos tém se dedicado ao estudo de problemas de controle 6timo discreto,
tanto em uma perspectiva de um tnico objetivo, quanto de multiplos objetivos (ver
Boltyanskii (1978), Isoton (2017), Rojas-Medar et al. (2020), Toan et al. (2021) e

suas referéncias).

As condicoes de qualificagao sao importantes para obtengao de condi¢oes ne-
cessarias de primeira ordem nao degeneradas. Em Andreani et al. (2012), foi dada
a condigao de qualificagdo do posto constante do subespaco componente (CRSC), a
qual engloba de forma simples dois conceitos, o de posto constante que é muito 1util
quando se trabalha com restricoes de igualdade, e da dependéncia linear positiva,
que se ajusta de forma mais adequada as desigualdades. Além disso, a CRSC é
muito importante na pratica pois esta associado no desenvolvimento de algoritmos

de otimizacgao. Para maiores detalhes ver Haeser and Ramos (2016).

O objetivo deste trabalho é mostrar as condig¢oes necessarias de primeira or-
dem para problemas de controle discreto multiobjetivo com restricoes mistas e de
estado inicial, tanto de igualdade quanto de desigualdade. Essas condigoes sao ob-
tidas utilizando o método de escalarizagao e a condic¢ao de regularidade (CRSC) no

problema escalarizado.

2. DEFINICAO DO PROBLEMA

Neste trabalho, estudaremos o seguinte problema de controle 6timo discreto

multiobjetivo

minimizar <¢1(x(N +1)),... 0% x(N + 1)))
sujeito a  x(k+1) = f(x(k),u(k),k), k=0,...,N,
b(z(k)u(k),k) =0, k=0,...,N, (PCODM)
g(x(k)u(k),k) <0, k=0,...,N,
p(z(0)) =0,
¢(x(0)) <0,
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onde, para cada k =0,... N, f(-,- k) : R" x R™ — R" b(-, - ,k) : R" x R™ — R"*,
g k) :R*XR™ 5 R%*%ep, :R" >R, i=1,....d, p:R*" > R* e¢p:R" - R™

sao fungdes continuamente diferenciaveis. O ponto z = (z(0),...,x(N + 1)) ¢é cha-
mada trajetéria e u = (u(0),...,u(N)) é o controle associado com a correspondente
trajetoria.

Consideraremos a seguinte notacao F : X x U — R*WVH1D) x Ro+-+rn) s Rre

F(zu) = (F(xu),F(ru),F(xu)), com

FF(ru) =2(k+1) — f(z(k)u(k).k), k=0,...,N,
FR(zu) = b(z(k)u(k)k), k=0,...,N,
F(z,u) = ¢(2(0)),

e G: X x U — Rt +an) x R G(z,u) = (G(xu),G(z,u)), com

G(z,u) = (g(z(0),u(0),0),...,g(x(N),u(N),N))
G(au) = ¢((0)).
Assim, definimos os conjunto factivel de (PCODM) por
Q={(zu) € X xU| F(zu) =0, G(xz,u) < 0}.
Neste trabalho consideraremos a seguinte definicao de solucao para problemas
multiobjetivo
Defini¢do 2.1 (Processo Pareto Otimo local). Seja (z*u*) € Q. Dizemos que

(x*,u*) € uma processo dtimo de Pareto local para o problema (PCODM) se e so-
mente se, nao existe (r,u) € Q) que satisfaz

|x(k) —z*(k)|| <d, k=0,.... N+1, e |ulk)—u" (k)| <6 k=0,...,N,
para algum 0 > 0, onde || - || é qualquer norma em RY, ¢ = n,m, tal que
Vi (x(N+1)) <Y(x*(N +1)), paratodoi=1,....d,

e para algum j € 1,....d, Y (z(N + 1)) < I (z*(N + 1)).

3. O CASO ESCALAR

Considere o seguinte problema de controle 6timo discreto escalar:

minimizar ¢ (z(N + 1))
sujeito a  z(z(N+1)) <0 (PCOD)
(zu) € Q,
onde z : R" — R™. Denotaremos por €2 o conjunto fativel do problema (PCOD) e
defniremos G : X x U — R@0++av) x R7e x R"= por G(z,u) = (G(z,u),z(x(N +1))).

3
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Definicao 3.1. Dizemos que (x*,u*) é um processo étimo local do problema (PCOD)
se for factivel e existe § > 0 tal que Y(z*(N +1)) < ¢(x(N +1)), para todo processo
factivel (x,u) que satisfaz

lz(k) — 2*(B)| <8, k=0,....N+1, e [|u(k)—u (k)| <6 k=0,...,N.

A seguir daremos uma definicao de regularidade através da qual as condigoes
necessarias de primeira ordem nao degeneradas sao garantidas para o problema
(PCOD). Para isto, primeiramente precisamos definir os cones linearizado e polar
associados a este problema.

O cone linearizado do conjunto €2 no ponto (z*, u*) € Q, denotado por L(,(z*,u*)),

é definido como
LQ,(z*u*)) ={d € X : VG (z*u*)-d <0, i € I(z*w*)}N{d € X : VF(z* u*)d = 0},

onde I(z*u*) = {i € {go+... +qn + 74+ 7.} : Gi(z*u*) = 0}. E o cone polar de
L(Q,(x*,u*)) é dado por

L(Q,(x*u"))° = Z VG (z*u*) + VE(@ u) A pt >0, ieI(z"u), NeR™

I(x* ux*)

Dado (z*,u*) € Q, consideramos a seguinte notagao:
T*={l e I(z* u): =VGz* u*) € L(Q,(x* u*))°}.

Denotemos por VG~ (2* u*) a matriz obtida de VG(z*,u*) depois de remover as
linhas cujos indices nao pertencem a J*.

Definicao 3.2. Seja (z*,u*) um processo factivel de (PCOD). Diz-se que as res-
trigoes do (PCOD ) satisfazem a condi¢ao de reqularidade de subespago componente
(CRSC) em (z*,u*) € Q se existe uma vizinhanga V de (x*,u*) tal que a matriz

Vng,u) }
VGI=(z,u)

tem o mesmo posto para cada (x,u) € V.

A fungao Hamiltoniana associada ao problema (PCOD)
H( oy k) RPXR™ xR x R™ x R* — R
¢ definida para cada k =1,...,N, por
H(zup k) =p- flxuk) — X b(zuk) — - g(zuk) (1)

O resultado a seguir é um caso particular do resultado obtido em Andreani
et al. (submitted).

Proposicao 3.1 (Principio do Maximo Discreto Fraco). Seja (z*,u*) um processo
otimo local de (PCOD). Suponha que a condi¢ao de reqularidade CRSC é satisfeita
em (x*,u*). Entao, existe > 0,7 € R, ne R, ( € R epara cadak =0,...,N,
(p(k+ 1),\(k),u(k)) € R* x R™ x R%, no todos nulos, com pu(k) >0, k=0,... N,
n>0e( >0, tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
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(i) Equagao Adjunta:
p(k) = Vo H(a" (k) u (k),p(k + 1), (k),u(k).k), k=1,...,N;

(11) Condi¢ao de Transversalidade:

Vo H (27(0),u7(0),p(1),£,A(0),11(0),0) = 7-Vaoyp(27(0))+1-Va(yd(27(0)),

PN +1) = =&V (2" (N + 1)) = ¢ Vo z(2"(N + 1));
(i1i) Condi¢ao de Estacionariedade:
Vi H(x" (k) u*(k),p(k + 1),§,A(k),u(k),k) =0, k=0,...,N;
(iv) Condi¢ao de complementariedade:
w (k)g? (o (k) u*(k),k) =0, j=1,...,q5, k=0,...,N,

W (x*(0) =0, j=1,...,14
CA@*(N+1)=0,7=1,...,7..

4. CONDICOES NECESSARIAS DE OTIMALIDADE PARA O
PROBLEMA MULTIOBJETIVO

A fim de obtermos as condigoes necessarias de otimalidade para o problema
(PCODM), consideremos um problema escalarizado, onde uma funcao objetivo é
minimizada e as demais sao colocadas como restricoes de desigualdade. Seja j €

{1,...,d} e (z*,u*) € Q considere o problema a seguir:

Minimizar 7 (z(N + 1))

sujeito a  (z,u) € Q (PCOD;)
P(x(N+1)) <y (a*(N+1)i=1,....d, i #].

O seguinte resultado relaciona as solugoes do problema escalarizado (PCOD;)

com as solugoes de Pareto do problema (PCODM).

Lema 4.1. (Chankong and Haimes (2008)) Um processo factivel (z*u*) é uma
solugao de Pareto local de (PCODM) se e somente se, é uma solug¢ao local do pro-
blema (PCOD;), para todo j =1,....d.

A funcao Hamiltoniana para o problema (PCODM) é definida da mesma forma
que em (1).

Finalmente, obtemos as condicoes necessarias de primeira ordem para o pro-
blema (PCODM) com restrigoes mistas e de estado inicial, tanto de igualdade quanto

de desigualdade.

Theorem 4.1. Seja (z*,u*) uma solugao Pareto local de (PCODM) e assuma que a
condi¢dio de regularidade (CRSC) para (PCODj) é satisfeita em (x*,u*) para algum
j € {l,....d}, entdo existem £ € RY, | v € R™, n € R™ e (p(k + 1),\(k),u(k)) €
RMN+D » R™ x R" for k = 0,...,N, ndo todos iquais a zero, com & > 0, i =
Loood, €40, " >0,i=1,...04, p' (k) >0,i=1,...,r5, k= 0,...,N, tais que
as sequintes condigoes sao satisfeitas:
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i) Equacdo adjunta:
p(k) = Vo H (" (k)u*(k),p(k + 1), A(k),u(k) k), k= 1,....N,

ii) Condig¢ao de transversalidade:

(2)

Ve H(2"(0),u"(0),p(1),A(0),1(0),0) = 7 - Vaoyp(z*(0)) + 1 - Vo0)p(27(0))

p(N +1) = =& Vo (a"(N + 1))
iii) Condicdo de estacionariedade:
Vg H(x" (k),u*(k),p(k + 1),A(k),u(k),k) =0, k=0,...,N,

iv) Condigdo de complementaridade

(3)
(4)

Demonstrac¢ao. Se (z*,u*) é um processo Pareto étimo local de (PCODM), entao

pelo Lema 4.1, (z*,u*) é um processo 6timo local de (PCOD;), para todo j

1,....d. Logo, pela hipétese a CRSC ¢ satisfeita para (PCOD;) em (z*,u*) para
algum j. Assim, pela Proposicao 3.1 existem & € R?%, ~ € R™, n € R", e para
cada k = 0,...,N, (p(k + 1),A(k),u(k)) € R* x R™ x R% nao todos nulos, com
wk) >0, k=0,....N,np>0e >0 com & >0, tais que as seguintes condigoes

sao satisfeitas:
(i) Equagao Adjunta:

p(k) = Vo H (2" (k) u(k),p(k + 1),A(k),u(k).k), k=1,...,N;

(ii) Condigao de Transversalidade:

Voo H (2 (0),u"(0),p(1),A(0),1£(0),0) = 7 - Vaoye(z*(0)) + 1 - Vooyo(2(0)),

d
PN +1) = =&V, (@ (N +1)) = Y &Vt ("(N +1));
=
(iii) Condigao de Estacionariedade:
Vit H (" (k). (1), p(k + 1) A(K) ju(k) ) = 0, k= 0,...,N;

(iv) Condicao de Complementariedade:

As condigoes (i), (#i7) e (iv) sao a equagao adjunta, condigao de estacionariedade e a
condigao de complementaridade do problema (PCODM). Reescrevendo a segunda

equagao do item (ii), obtemos
p(N +1) = Vv (2™ (N + 1))

onde & = (&4, -+ &%), Assim, a condicdo de transversalidade é satisfeita.
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5. CONCLUSOES

Neste trabalho obtivemos condigoes necesséarias de primeira ordem para uma
classe de problemas de controle 6timo discreto multiobjetivo com restricoes mistas
de igualdade e desigualdade. As condigoes de otimalidade foram desenvolvidas para
processos 6timos de Pareto através da escalarizacao do problema multiobjetivo e
a aplicacao de resultados existentes para o caso escalar. Através da condicao de
regularidade CRSC, foi possivel garantir que pelo menos um multiplicador associado

a uma das fungoes objetivo é positivo.
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