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Resumo: Neste trabalho estudaremos a existência e a unicidade de soluções para dois sistemas de vigas
de material viscoelásticos bem como a estabilidade exponencial. Além disso, mostraremos que a perda
de analiticidade para um dos sistemas.
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Introdução

Neste trabalho estudaremos o comportamento assintótico e parte do efeito regularizante de
uma viga totalmente de material viscoelástico de comprimento `. Este estudo foi motivado pela
grande importância que os materiais viscoelásticos exercem na engenharia, na f́ısica e em muitas
outras áreas como podemos ver , por exemplo, em [3, 4]. Mais precisamente, consideraremos uma
viga feita de material viscoelástico estruturada no intervalo [0, `] com especificamente com duas
configurações para as extremidades. A primeira configuração envolve uma viga engastada em
suas extremidades, e a segunda configuração envolve uma viga apoiada em suas extremidades.
Em qualquer um dos casos consideraremos a deformação da viga em um ponto x no tempo t é u,
onde u= u(x,t) com x∈]0, `[. O que direciona a investigação da viga unidimensional considerada
através de um modelo envolvendo um problema com valor de contorno e valor inicial. Os modelos
que consideraremos para a viga viscoelástica são dados abaixo:

ρutt+αuxxxx−α0utxx = 0, para (x,t) ∈]0, `[×]0,+∞[ (1)

com condições iniciais

u(x,0) = u0(x) em ]0, `[; (2)
ut(x,0) = u1(x) em ]0, `[; (3)

e associado com uma das condições de fronteira do tipo

u(0, t) = u(`, t) = ux(0, t) = ux(`, t) = 0, em ]0,+∞[ (4)
ou

u(0, t) = u(`, t) = uxx(0, t) = uxx(`, t) = 0, em ]0,+∞[ (5)

onde ρ, α, α0 são constantes positivas.
O comportamento assintótico é a parte mais relevante deste trabalho o qual consiste no

decaimento exponencial para os problemas envolvendo a viga viscoelástica para um problema
determinado por (1)-(3) e associado com condições de fronteira do tipo (4) ou (5). Este resultado
foi obtido usando o Teorema de Pruss que pode ser encontrado em Zheng & Liu [5].

Em relação ao efeito regularizante o resultado obtido foi que para um problema envolvendo
uma viga viscoelástica para um problema determinado por (1)-(3) e associado com condições de
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fronteira do tipo (5) temos a perda de analiticidade. Este resultado foi obtido usando o teorema
4 que pode ser encontrado em [5].

Agora, observe que em ambos modelos obteremos a existência e unicidade de soluções para
estes problemas com técnicas de Semigrupos e Espaços de Sobolev que podem ser encontrados
em [1, 2, 6].

Este trabalho esta organizado como segue. Na seção 1 apresentaremos o espaço fase e o
domı́nio do operador. Na seção 2 apresentaremos a boa colocação para ambos os problemas
usando a teoria bem conhecida. Na seção 3 apresentamos a estabilidade exponencial. Final-
mente, na seção 4 apresentamos a perda de analiticidade para o problema determinado por
(1)-(3) e associado com condições de fronteira do tipo (5).

1 Espaço fase e operador A
Nesta seção obteremos um resultado de existência e unicidade de soluções do problema

determinado por (1)-(3) e associado com condições de fronteira do tipo (4) ou (5). Note que a
energia associada ao modelo (1)-(3) é dada por

E(t) = 1
2

∫ `

0

(
ρ|ut|2 +α|uxx|2

)
dx.

Um cálculo rapido mostra que

d

dt
E(t) =−

∫ `

0
α0|uxt|2 dx.

Assim, para definir o espaço fase considere os seguintes espaços de Hilbert

V1 =H2
0 (0, `), V2 =H2

∗ (0, `)∩H1
0 (0, `).

H2
∗ (0, `) :=

{
ω ∈H2(0, `) :

∫ `

0
ω′(x)dx= 0

}
.

Denotando por ut = v. Definimos o espaço de fase:

1. Problema (1)-(3) e associado com condições de fronteira do tipo (4):

H1 = V1×L2(0, `).

2. Problema (1)-(3) e associado com condições de fronteira do tipo (5):

H2 = V2×L2(0, `).

Note que H1 e H2 são espaços de Hilbert equipado com o produto interno da forma

(U,U∗)H =
∫ `

0

(
ρvv∗+αuxxu∗xx

)
dx,

onde U = (u,v)T e U∗ = (u∗,v∗)T . Para j = 1,2, o operador Aj , para ρ= 1 é dado pela seguinte
expressão

A=Aj =
(

0 I
−α∂xxxx α0∂xx.

)
para j = 1,2.
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Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

Ut−AU = 0, (6)
U(0) = U0.

com domı́nio é dado por

D(Aj) =H4(0, `)∩Vj×Vj para j = 1,2

Por simplicidade de notação, escreveremos A e H ao invés de Aj e Hj para j = 1,2. Tomemos
F = (f1,f2)t ∈H. Agora, observando que a equação do resolvente (iλI−A)−1F =U é equivalente
a iλU −AU = F, λ ∈ R, temos que em termos das componentes pode ser escrito como

iλu−v = f1 (7)
iλρv+αuxxxx−α0vxx = f2, (8)

satisfazendo (4) e (3). Agora, tomando o produto interno da equação do resolvente iλU−AU =
F, λ ∈ R com U , e depois tomando a parte real e usando (11) temos que∫ `

0
α0|vx|2dx= Re〈F,U〉H , (9)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que∫ `

0
|vx|2dx≤ C||U ||H||F ||H, (10)

onde C > 0 é uma constante. Assim temos estimada a norma de vx.

2 Boa Colocação

A seguir vamos provar a boa colocação do problemas determinado por (1) e (3) e associado
com condições de fronteira do tipo (4) ou (5).

Lema 1. Para os casos 1 e 2,

1. A é dissipativo em H;

2. 0 ∈ %(A). Além disso, A gera um semigrupo C0 de contrações sobre H.

Demonstração. Para o caso 1 e 2, observe que

Re〈AU,U〉H =−
∫ `

0
α0|vx|2dx≤ 0. (11)

e assim temos que A é um operador dissipativo. Agora, provaremos que 0 ∈ %(A). Provaremos
que para todo F = (f1,f2)T ∈H existe uma única solução U ∈D(A) tal que

AU = F.

Em termos das componentes temos que

−v = f1 ∈H2(0, `) (12)
αuxxxx−α0vxx = ρf2 ∈ L2(0, `). (13)
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Da primeira equação temos v =−f1 ∈H2(0, `). Portanto de (13) segue que

αuxxxx+α0f1,xx = ρf2 ∈ L2(0, `).

Usando o Lema de Lax Milgran para a forma bilinear

a(u,w) =
∫ `

0
αuxxwxx dx,

encontramos que existe uma única função u ∈ H2
0 (0, `) verificando as equações acima. Note

que pela regularidade eĺıptica temos que u ∈ H4(0, `). Portanto existe U = (u,−f1)T ∈ D(A)
verificando a equação resolvente. Como A é fechado, dissipativo e 0 ∈ %(A), temos que para
algum ε > 0, Im (εI−A) =H. Usando o Teorema 4.6 Caṕıtulo 1 pág. 16 of [6] conclúımos que
D(A) é denso sobre H. Então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações.
Portanto, segue o resultado.

Finalmente,

Teorema 1. Para qualquer U0 ∈H a solução U satisfaz U ∈C([0,T ];H). Além disso, para cada
U0 ∈D(A),

U ∈ C1([0,T ];H)∩C([0,T ];D(A)).

3 Estabilidade Exponencial

A nossa principal ferramenta será a caracterização de Pruss que pode ser encontrado em [5],
que estabelecemos a seguir

Teorema 2. Seja S(t) = eAt um semigrupo C0 de contrações sobre um espaço de Hilbert H.
Então S(t) é exponencialmente estável, se e somente se,

%(A)⊃ {iβ;β ∈ R} e lim
|β|→∞

‖(iβI−A)−1‖H <∞.

Lema 2. O domı́nio D(A) tem imersão compacta no espaço de fase H.

O Lema 2 implica que o espectro de A é formado exclusivamente por autovalores. Isto porque
resolvente é um operador compacto.

Lema 3. Com as notações anteriores temos que iR⊂ %(A).

Demonstração. Pelo Lema 2 bastará mostrar que não existem autovalores imaginários. De fato,
suponhamos que exista um autovalor imaginário, isto é, existe iλ ∈ σ(A), com λ ∈ R tal que

AU = iλU com U 6= 0.

Tomando produto interno na equação anterior com U conclúımos que

Re 〈AU,U〉H = 0.

Usando (9) temos ∫ `

0
α0|vx|2dx= 0.

Logo v = 0 o que implica que u= 0 sobre o intervalo ]0, `[, ou seja, U = (u,v) = (0,0) em ]0, `[ o
que implica que o autovetor é identicamente nulo o que é uma contradição. Portanto não pode
existir autovalores imaginários. De onde segue o resultado.
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Agora, considere

I(x) = 1
2(ρ|v|2 +α|uxx|2)(x) e R = ‖U‖H‖F‖H+‖F‖2H.

Finalmente,

Teorema 3. O semigrupo definido pela equação (1)-(3) é exponencialmente estável.

Demonstração. Usando a desigualdade (10) e a desigualdade de Poincaré obtemos∫ `

0
|v|2dx≤

∫ `

0
|vx|2dx≤ C||U ||H||F ||H. (14)

Pelo Teorema das derivadas intermediárias temos

‖uxx‖L2 ≤ c

|λ|
‖v‖L2 + c‖v+f1‖1/2

L2

[
c‖uxx‖1/2

L2 + c‖v‖1/2
L2

]
+

+ c

|λ|1/2 ‖v+f1‖1/2
L2

[
c‖f2‖1/2

L2 + c‖f1,xx‖1/2
L2

]
Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young temos

‖uxx‖L2 ≤ ε‖uxx‖L2 + ε‖v‖L2 + cεR
1/2.

E assim temos que ∫ `

0
α|uxx|2dx≤ cε R+ ε

∫ `

0
I(x) dx. (15)

Usando a desigualdade acima junto com (14) segue nossa conclusão.

4 Perda de Analiticidade

A seguir vamos mostrar a perda de analiticidade de uma viga viscoelástico para o problema
(1) e (3) com condição de fronteira (5) usando um resultado que enunciaremos abaixo e pode
ser encontrado em [5]

Teorema 4. Seja %(A) o conjunto resolvente do operador linear A. Então, um semigrupo de
contrações S(t) = eAt em um espaço de Hilbert H é anaĺıtico se e somente se iR⊂ %(A) e

limsup
|λ|→+∞

‖λ(iλnI−A)−1‖H <∞.

O que permite demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 5. O semigrupo eA2t definido sobre o espaço de Hilbert H2 é não anaĺıtico.

Demonstração. É suficiente mostrar que existe uma sequencia {λn} de números reais e uma
sequencia limitada Un em H2 tal que λn→+∞ e

limsup
n→+∞

‖λn(iλnI−A2)−1‖H2 = +∞

Com efeito, para cada n ∈ N tome

Fn =
(

0, cos
(
nπx

`

))T
.
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Seja Un = (un,vn)T ∈D(A2) a solução única da equação resolvente iλn−A2Un =Fn com λn ∈R,
ou equivalentemente,

iλnu−v = 0, em (0, `)×R+ (16)

iλnρv−αuxxxx+α0vxx = sen

(
nπx

`

)
, em (0, `)×R+. (17)

Pelas condições de contorno (5) as soluções do sistema são da forma

un =Ansen

(
nπx

`

)
.

Por (16),
vn = iλnAnsen

(
nπx

`

)
.

Por (17), (
α

(
nπ

`

)4
−λ2

n

)
Ansen

(
nπx

`

)
+α0i

(
nπ

`

)2
Ansen

(
nπx

`

)
= sen

(
nπx

`

)
.

Tome λn =
√
α
(
nπ
`

)2 de modo que obtemos

An = −i
α0

(
`

nπ

)2
.

Então

‖Un‖2H2 ≥ α
∫ `

0
|un,xx|2dx= α

α2
0
.

De modo que

‖λnUn‖2H2 = |λn|2‖Un‖2H2 ≥
√
α3

α2
0

(
nπ

`

)2

Fazendo n→+∞ o resultado segue.

5 Conclusões

Neste trabalho mostramos existência e unicidade de soluções para dois modelos de vigas
viscoelásticas bem como a estabilidade exponencial para ambos problemas. Note que mostramos
a perda de analiticidade apenas para o problema determinado por (1)-(3) e associado com
condições de fronteira do tipo (5). Acreditamos que o primeiro problema não seja anaĺıtico, mas
ainda é uma questão em aberto.
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