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Resumo: Neste trabalho estudaremos a existéncia e a unicidade de solugoes para dois sistemas de vigas
de material viscoeldsticos bem como a estabilidade exponencial. Além disso, mostraremos que a perda
de analiticidade para um dos sistemas.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos o comportamento assintético e parte do efeito regularizante de
uma viga totalmente de material viscoeldstico de comprimento ¢. Este estudo foi motivado pela
grande importancia que os materiais viscoelasticos exercem na engenharia, na fisica e em muitas
outras dreas como podemos ver , por exemplo, em [3, 4]. Mais precisamente, consideraremos uma
viga feita de material viscoelastico estruturada no intervalo [0,¢] com especificamente com duas
configuracbes para as extremidades. A primeira configuragdo envolve uma viga engastada em
suas extremidades, e a segunda configuracao envolve uma viga apoiada em suas extremidades.
Em qualquer um dos casos consideraremos a deformagao da viga em um ponto x no tempo t é u,
onde v =wu(z,t) com x €]0,¢[. O que direciona a investigacdo da viga unidimensional considerada
através de um modelo envolvendo um problema com valor de contorno e valor inicial. Os modelos
que consideraremos para a viga viscoeldstica sdo dados abaixo:

P UL+ QUgzgr — AUtz = 0, para (l"t) G]O,E[X]O, +OO[ (1)
com condigbes iniciais

u(z,0) = up(x) em |0, £]; (2)
ug(x,0) =ui(x) em ]0,£[; (3)

e associado com uma das condigoes de fronteira do tipo

w(0,t) = u(l,t) = uy(0,t) = uy (¢,t) =0, em |0, +o00[ (4)
w(0,t) = u(l,t) = ugy (0,t) = Uy (€,8) =0, em |0, +00] (5)

onde p, a, ap sdo constantes positivas.

O comportamento assintético é a parte mais relevante deste trabalho o qual consiste no
decaimento exponencial para os problemas envolvendo a viga viscoeldstica para um problema
determinado por (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (4) ou (5). Este resultado
foi obtido usando o Teorema de Pruss que pode ser encontrado em Zheng & Liu [5].

Em relacao ao efeito regularizante o resultado obtido foi que para um problema envolvendo
uma viga viscoeldstica para um problema determinado por (1)-(3) e associado com condigbes de
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fronteira do tipo (5) temos a perda de analiticidade. Este resultado foi obtido usando o teorema
4 que pode ser encontrado em [5].

Agora, observe que em ambos modelos obteremos a existéncia e unicidade de solugoes para
estes problemas com técnicas de Semigrupos e Espacos de Sobolev que podem ser encontrados
em [1, 2, 6].

Este trabalho esta organizado como segue. Na secdo 1 apresentaremos o espaco fase e o
dominio do operador. Na secdo 2 apresentaremos a boa colocacdo para ambos os problemas
usando a teoria bem conhecida. Na secao 3 apresentamos a estabilidade exponencial. Final-
mente, na se¢do 4 apresentamos a perda de analiticidade para o problema determinado por
(1)-(3) e associado com condigbes de fronteira do tipo (5).

1 Espaco fase e operador A

Nesta secao obteremos um resultado de existéncia e unicidade de solugdes do problema
determinado por (1)-(3) e associado com condicoes de fronteira do tipo (4) ou (5). Note que a
energia associada ao modelo (1)-(3) é dada por

1 r¢
E(t) = 2/0 (pluel? + 0fuigs?) do.

Um célculo rapido mostra que

dE(t)——/éoz |2 e
dt — 0 0| UWxt .

Assim, para definir o espaco fase considere os seguintes espacos de Hilbert

H%(0,0) := {w € H?(0,0) : Zw’(ac)d:): —0}.

0
Denotando por u; = v. Definimos o espaco de fase:

1. Problema (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (4):

Hy = Vi x L*(0,2).

2. Problema (1)-(3) e associado com condigoes de fronteira do tipo (5):

Ho = Vo x L*(0, ).

Note que H; e Ha sdo espagos de Hilbert equipado com o produto interno da forma
e — —
(U, Uy = / (pvv* + augput,) de,
0

onde U = (u,v)T e U* = (u*,v*)T. Para j =1,2, o operador A;, para p =1 é dado pela seguinte
expressao

0 I

ara j =1,2.
_aaaz:cxz aOaa:z-> P J

A:Aj:<
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Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

U,— AU =0, (6)
U(0) = Up.

com dominio é dado por
D(A;) = H*(0,6)NV; x V; para j = 1,2

Por simplicidade de notagao, escreveremos A e H ao invés de A; e H; para j = 1,2. Tomemos
F = (f1, f2)! € H. Agora, observando que a equacdo do resolvente (il —A) "' F = U é equivalente
ai\U—AU =F, XeR, temos que em termos das componentes pode ser escrito como

iu—v=fi (7)

iApU + QUggrs — OVzz = fo2, (8)

satisfazendo (4) e (3). Agora, tomando o produto interno da equacao do resolvente iA\U — AU =
F, A€ R com U, e depois tomando a parte real e usando (11) temos que

14
| colenf?da = Re(F.U),. )
0

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

L
| toel?de < U Pl (10)

onde C' > 0 é uma constante. Assim temos estimada a norma de v,.

2 Boa Colocacao

A seguir vamos provar a boa colocagdo do problemas determinado por (1) e (3) e associado
com condigoes de fronteira do tipo (4) ou (5).

Lema 1. Para os casos 1 e 2,
1. A € dissipativo em H;
2. 0€o(A). Além disso, A gera um semigrupo Cy de contra¢oes sobre H.

Demonstracdo. Para o caso 1 e 2, observe que
¢
Re (AU,U),, = —/ aolvs[2dz < 0. (11)
0

e assim temos que A é um operador dissipativo. Agora, provaremos que 0 € o(.A). Provaremos
que para todo F = (f1, f2)T € H existe uma tinica solugdo U € D(A) tal que

AU = F.
Em termos das componentes temos que
—v=f1 € H*(0,/) (12)
MUgzzz — OUzz = pfa € L*(0,0). (13)
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Da primeira equagio temos v = —f; € H?(0,¢). Portanto de (13) segue que

QUrrrr +a0f1,mc = Pf2 € LQ(OaE)

Usando o Lema de Lax Milgran para a forma bilinear

74
a(u,w) :/0 OUgg Wag AT,

encontramos que existe uma tunica funcdo u € Hg (0,¢) verificando as equagoes acima. Note
que pela regularidade eliptica temos que u € H*(0,¢). Portanto existe U = (u,—f1)1 € D(A)
verificando a equagao resolvente. Como A é fechado, dissipativo e 0 € g(\A), temos que para
algum € > 0, Im (eI —A) =H. Usando o Teorema 4.6 Capitulo 1 pag. 16 of [6] concluimos que
D(A) é denso sobre H. Entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.
Portanto, segue o resultado. O

Finalmente,

Teorema 1. Para qualquer Uy € H a solugao U satisfaz U € C([0,T];H). Além disso, para cada
Upe D(A),
U e CY([0,T];#) N C([0,T]; D(A)).

3 Estabilidade Exponencial

A nossa principal ferramenta seréd a caracterizagdo de Pruss que pode ser encontrado em [5],
que estabelecemos a seguir

Teorema 2. Seja S(t) = et um semigrupo Cy de contracées sobre um espaco de Hilbert H.
Entao S(t) € exponencialmente estdvel, se e somente se,

o(A)D{if;peR} e

(iBI — A) |y < oo

lim ||
|B]—o0
Lema 2. O dominio D(A) tem imersio compacta no espago de fase H.

O Lema 2 implica que o espectro de A é formado exclusivamente por autovalores. Isto porque
resolvente é um operador compacto.

Lema 3. Com as notagdes anteriores temos que iR C o(A).

Demonstragao. Pelo Lema 2 bastard mostrar que nao existem autovalores imaginarios. De fato,
suponhamos que exista um autovalor imaginério, isto é, existe iA € o(A), com A € R tal que

AU =i\U com U # 0.
Tomando produto interno na equagao anterior com U concluimos que
Re (AU,U), =0.
Usando (9) temos

l
/ aglvg|2dz = 0.
0

Logo v =0 o que implica que u = 0 sobre o intervalo |0,¢[, ou seja, U = (u,v) = (0,0) em ]0,¢[ o
que implica que o autovetor é identicamente nulo o que é uma contradicdo. Portanto nao pode
existir autovalores imaginarios. De onde segue o resultado. O
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Agora, considere

1
I(w) = 5 (plv]* + alus[*) (@) e R= Ul Fllac+ 1Pl

Finalmente,
Teorema 3. O semigrupo definido pela equacdo (1)-(3) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Usando a desigualdade (10) e a desigualdade de Poincaré obtemos

/ ¥
/0 o] d < /0 [va|2dzs < O 3]|F - (14)

Pelo Teorema das derivadas intermediarias temos

c 1/2 1/2 1/2
luzallze < plolle +cllo+ Al [cliueal 5+l 5] +
c 1/2 1/2 1/2
il L el 2l + el frae 12

Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young temos
luzallre < €lluae|lrz +ellv] L2 +Cem1/2-

E assim temos que
0 l
/ gy Pde < cc Rte / Z(z) dx. (15)
0 0

Usando a desigualdade acima junto com (14) segue nossa conclusao. O

4 Perda de Analiticidade

A seguir vamos mostrar a perda de analiticidade de uma viga viscoelastico para o problema
(1) e (3) com condigao de fronteira (5) usando um resultado que enunciaremos abaixo e pode
ser encontrado em [5]

Teorema 4. Seja o(A) o conjunto resolvente do operador linear A. Entdo, um semigrupo de
contragoes S(t) = et em um espaco de Hilbert H é analitico se e somente se iR C o(A) e

limsup [|A(iA, I —A) |y < 0.
[A| =400

O que permite demonstrar o seguinte resultado:

Aot

Teorema 5. O semigrupo e definido sobre o espaco de Hilbert Ho € ndo analitico.

Demonstracao. E suficiente mostrar que existe uma sequencia {\,} de ntmeros reais e uma
sequencia limitada U, em Ho tal que \,, — 400 e

limsup || Ay (iAp ] — A2) |34, = +00

n——4o00

Com efeito, para cada n € N tome
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Seja Uy, = (un,vn)T € D(Az) a solugdo tinica da equacdo resolvente i\, — AU, = F,, com )\, € R,
ou equivalentemente,

iMpu—v =0, em (0,0) x RT (16)

TIAnPU — QUgpze + QUL = SEN (T) ,em (0,0) x RT. (17)

Pelas condigoes de contorno (5) as solugoes do sistema sdo da forma

u, = A, sen (T) .

Por (16),
v, = 1A\, A sen <m;B) .

Por (17),

4 2
nm\® nwe nrm nrr\ nwT
<a (€ ) /\n> A, sen (6 ) + apt (Z ) A, sen (g ) sen (ﬁ ) .

Tome \, =/« (%)2 de modo que obtemos
oL
ag \nw

l
[0 2 [t =

Entao

e

De modo que

||>‘nUnH3-I.2 = ’)‘n|2||UnH3-[2 2

5 ()
a2 \ ¢

Fazendo n — +o0 o resultado segue. O

5 Conclusoes

Neste trabalho mostramos existéncia e unicidade de solucbes para dois modelos de vigas
viscoelasticas bem como a estabilidade exponencial para ambos problemas. Note que mostramos
a perda de analiticidade apenas para o problema determinado por (1)-(3) e associado com
condigoes de fronteira do tipo (5). Acreditamos que o primeiro problema néao seja analitico, mas
ainda é uma questao em aberto.
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