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Resumo. Os processos de adsorção são vitais em diversos setores industriais, destacando-se 
em aplicações de separação e purificação. Uma compreensão precisa da dinâmica e cinética 
de adsorção é essencial para o projeto e operação eficientes de sistemas. Por muito tempo, os 
métodos de estudo de adsorção basearam-se fortemente em dados experimentais. No entanto, 
a busca crescente por eficiência e precisão acelerou o desenvolvimento de modelos preditivos 
confiáveis. Embora a isoterma de Langmuir esclareça a adsorção de monocamada, a previsão 
de curvas de ruptura, que indicam o ponto de saturação do adsorvente, permanece um desafio. 
Esta pesquisa visa desenvolver e validar um modelo matemático em Python para prever curvas 
de ruptura de adsorção. Fundamentada em dados de Lucena (1999) e Mesquita (1997), a 
pesquisa contrasta as curvas cinéticas e de ruptura produzidas pelo modelo com dados 
experimentais da literatura. A metodologia abrange calibração, validação e análise meticulosa 
das curvas. Este procedimento não só aprofunda a compreensão dos mecanismos de adsorção, 
mas também pode orientar a otimização de processos industriais. O modelo previu com 
proficiência a curva de avanço, alinhando-se aos resultados experimentais, indicando 
saturação da coluna. Assim, o modelo serve como uma ferramenta valiosa para antecipar o 
desempenho de colunas de adsorção em diversas aplicações industriais. 
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1. INTRODUÇÃO 
  
 Compreender os fenômenos associados à adsorção de proteínas é crucial em diversos 
setores, como no campo da biotecnologia, bioprocessamento, desenvolvimento de biomateriais, 
terapias medicinais e engenharia de proteínas. Entretanto, a adsorção de proteínas é um 
processo complexo que envolve a interação entre as moléculas de proteína e superfícies sólidas, 
como membranas, superfícies de biomateriais, colunas cromatográficas e outras estruturas 
utilizadas na biotecnologia. Portanto, entender fenômenos relacionados à adsorção, como as 
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proteínas são adsorvidas e liberadas em diferentes condições, é essencial para otimizar a 
eficiência desse processo (Singh et al., 2020). 

Dentre os fenômenos relacionados à adsorção, as curvas de ruptura desempenham um 
papel fundamental na compreensão do processo. Muito além de simples representações 
gráficas, essas curvas são indicadores vitais da eficiência e capacidade de adsorção em sistemas 
cromatográficos. Elas ilustram o instante crítico em que um adsorvente atinge sua saturação, o 
momento em que a substância alvo, cuidadosamente isolada, começa a se manifestar na fase 
eluente. Assim, as curvas de ruptura são mais do que informativas: são ferramentas essenciais 
para otimizar processos de separação e purificação em biotecnologia (Chisti, 1999). 

No entanto, a interpretação efetiva e a utilização dessas curvas exigem uma modelagem 
sofisticada. É aqui que o modelo simplificado proposto por Boyer & Hsu (1992) em conjunto 
com a solução de Thomas (1944) ganha destaque. Este modelo oferece uma representação que, 
apesar de sua simplicidade aparente, fornece uma riqueza de informações sobre os processos 
cinéticos subjacentes à adsorção. Essa simplicidade, porém, tem seus próprios desafios. A 
confiabilidade e precisão de modelos como o de Thomas (1944) dependem fortemente da 
qualidade dos dados experimentais utilizados. Erros ou imprecisões nestes dados podem 
comprometer a validade das conclusões extraídas. 

Neste contexto, os métodos diretos surgem como uma alternativa promissora. Diferente 
de outras abordagens, os métodos diretos minimizam as etapas intermediárias e potenciais 
falhas na obtenção de parâmetros cinéticos, aumentando a robustez e precisão da análise. A 
adoção desses métodos demonstra não apenas a busca por precisão, mas também um 
compromisso com a inovação no campo da biotecnologia. 

O papel do Python neste cenário é inestimável. A linguagem, amplamente reconhecida 
por sua flexibilidade e pela vasta gama de bibliotecas especializadas, se tornou um aliado 
inestimável para pesquisadores e profissionais da área. Devido à crescente disponibilidade de 
bibliotecas desenvolvidas e utilizadas por especialistas de diversas áreas, que auxiliam na 
abordagem direta, o Python oferece um ambiente excepcionalmente propício para a modelagem 
e análise em biotecnologia, especialmente no contexto das curvas de ruptura e adsorção de 
proteínas. 

Neste trabalho, o objetivo é realizar a modelagem e comparar os resultados obtidos com 
os da literatura, utilizando como base a aplicação do Modelo de Thomas e a integração com os 
métodos de análise de Thomas. Dessa forma, busca-se elucidar e destacar a interseção entre 
biotecnologia e computação, ressaltando a relevância e o potencial para inovações contínuas 
neste campo interdisciplinar.  

 
2. MODELO MATEMÁTICO UTILIZADO PARA A ADSORÇÃO DE COLUNAS 

EM LEITO FIXO 
 

Esta seção descreve os modelos matemáticos utilizados na modelagem computacional 
com Python. Em seguida, apresenta-se uma estrutura de modelagem computacional em Python 
para gerar as isotermas de adsorção ajustadas pelo modelo de Langmuir e as curvas de Ruptura. 
Para essa modelagem, foram utilizados os métodos diretos, com o aprimoramento de Boyer & 
Hsu (1992), conforme a equação (1). 

 

𝑃 + 𝐷

୩౜,ౢ
ሳሰ
୩౨,ౢ
ሯሴ

𝑃. 𝐷                    (1) 

 
Onde P é a proteína em solução, D é o local de adsorção do ligante e P.D é o complexo proteína-
ligante. A equação que representa a taxa de adsorção é formulada como: 
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ப୯

ப୘
=  k୤,୪𝑐(q୫ − q) − k୰,୪ q            (2) 

                                                                                    
Na Equação (2) acima, onde c é a quantidade de proteína no meio líquido e q indica a 

concentração proteica no estado sólido, nota-se que qm também simboliza a capacidade máxima 
de adsorção. É importante ressaltar que kf,l e kr,l não são as taxas intrínsecas de interação da 
proteína com o ligando imobilizado (Chase, 1984). Na realidade, são parâmetros agregados que 
também consideram as contribuições do transporte de massa. Contudo, em condições nas quais 
a transferência de massa é extremamente rápida comparada ao processo de adsorção, essas 
constantes podem ser interpretadas como valores intrínsecos. Mesmo com essa abordagem 
simplificada, o modelo de isoterma de Langmuir tem mostrado grande eficácia na descrição da 
adsorção de proteínas em resinas de troca iônica, conforme evidenciado por estudos conduzidos 
por (Horstmann e Chase, 1989; Draeger e Chase, 1990). No estado de equilíbrio, a relação 
mencionada se reduz ao modelo de isoterma de Langmuir: 
 

q∗ =
୯ౣେ∗

୏ାେ∗
                              (3)                                                                              

  
 Aqui, K é a constante de dissociação aparente e o símbolo (*) representa as condições de 
equilíbrio. Comumente, as interações de adsorção de proteínas ocorrem em leitos fixos. 
Considerando um leito fixo composto por partículas esféricas uniformes, com raio R e 
comprimento transversal uniforme L, podemos analisar a quantidade de soluto na fase móvel 
do sistema da seguinte forma: 
 

𝜀
డ஼

డ೅
+ 𝑈଴

డ஼

డ௭
+ ( 1 −  𝜀)

డ௤

డ௧
 = 0                                                                                      (4)               

                                                                                                                        
 Desconsiderando a dispersão axial e tendo Uo como a velocidade superficial, conforme 
sugerido por Arnold et al., (1985), podemos aprofundar nossa análise. A abordagem analítica 
para as equações (2) e (5) foi inicialmente proposta por Thomas (1944), ao analisar a face frontal 
de uma coluna de troca iônica. Para facilitar a análise, é conveniente adaptar as equações 
mencionadas às seguintes variáveis adimensionais: 
 

x =
ୡ

ୡబ
               (5) 

 
 

y =
୯(୏ା େబ)

୯ౣେబ
                     (6)   

       
 
𝑛 =

௞೑,೗(ଵି ఌ)୯ౣ∗௅ 

௎బ
                                                                                                             (7)    

 
 
𝑟 = 1 +

௖బ

௞
              (8) 

 
                                                                                                                                     

T=
௄ା௖బ 

(ଵିఌ)௤೘
ቀ

௎బ௧

௅
− 𝜀ቁ =

௄ା௖బ 

(ଵିఌ)௤೘
ቀ

௩ିఌ௏

௏
ቁ                                         (9)     

                                                                                                                                                                            
As variáveis ‘x’ e ‘y’ representam, respectivamente, solutos e concentrações de adsorvato 

em termos adimensionais. O termo ‘n’ refere-se ao número adimensional de unidades de 
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transferência específicas para o mecanismo de adsorção em questão. Por sua vez, ‘r’ é definido 
como o coeficiente de separação, enquanto ‘T’ simboliza o rendimento, interpretado como o 
volume adimensional do efluente. Com base nesses parâmetros, podemos reescrever as 
Equações (2) e (5) como: 

 
ப୷

ப౤୘
= x(1 − 𝑦) +

ଵ

୰
 (𝑥 − 1)𝑦           (10) 

 
 
డ௫

డ௡
+

డ௬

డ௡்
= 0                         (11) 

                                                                                                                                                                                                                                       
A solução para essas equações, no contexto da análise frontal, é dada por:  
 

𝑥(𝑡, 𝐿) =
௃(

೙

ೝ
,௡௧)

௃ቀ
೙

ೝ
,௡௧ቁାቂଵି௃ቀ௡,

೙೟

ೝ
ቁቃୣ୶୮ [ቀଵି

భ

ೝ
ቁ(௡ି௡்)]

        (12) 

                                                                          
onde a expressão ‘J’ é definida pela Equação (6). 
 

𝐽(𝑎, 𝑏) = 1 −  𝑒ି௕ ∫ 𝑒ିఒ𝐼଴(2√𝑏𝜆
௔

଴
)𝑑𝜆          (13) 

                                                                                                                     
A equação 13 detalha a curva de progressão e pode ser harmonizada com a curva 

experimental para deduzir a constante de dissociação dinâmica K e a constante de velocidade 
do concentrado direcionado kf,l. A localização da curva está associada a K, enquanto kf,l 
determina sua forma. Chase (1984), discutiu a influência de certos parâmetros na curva de 
progressão. Utilizou-se um procedimento computacional para projetar a curva de avanço a 
partir da equação (13). Uma vez obtido kf,l, a constante de velocidade intrínseca direta kf,l pode 
ser inferida a partir da seguinte relação: 

 
ଵ

୩౜,ౢ
≈

ଵ

୩౜,౟
+

୯ౣ(௥ାଵ)ோమ

ଷ଴
(

ଵ

ௗ
+

ହ

୩౜ோ
)          (14) 

 
 Na seção subsequente, será abordado em detalhe o modelo matemático, para elucidar as 
bases teóricas e as técnicas computacionais empregadas para derivar a curva cinética, bem como 
determinar a constante K1. A importância dessa análise reside na compreensão dos mecanismos 
de adsorção e na modelagem matemática utilizada em estudos similares. 

2.1 MODELO MATEMÁTICO PARA OBTENÇÃO DA CURVA CINÉTICA 
E CONSTANTE K1 

Nessa seção será mostrado o modelo matemático utilizado para modelar a curva cinética 
e encontrar o valor da constante K1. Os dados experimentais foram extraídos de Mesquita et al., 
1997. Os dados da curva cinética foram extraídos de Mesquita et al., (1997), para uma 
concentração inicial de 0,203mg/mL. Este modelo é fundamentado na teoria clássica de cinética 
de Langmuir (1918) e Thomas (1944), que formula como um soluto interage com um sítio de 
adsorção, estabelecendo assim uma aceleração para a velocidade dessa reação, conforme 
equação 15 abaixo: 

 
ௗ௤ത

ௗ்
= 𝑘ଵ𝐶(𝑞௠ −𝑞ത) −  𝑘ଶ𝑞ത           (15) 
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No equilíbrio, a derivada se aproxima zero e equação (4) reduz ao modelo de isoterma de 
Langmuir dada pela equação (3) com K = K1/K2. equação (16) pode ser reescrita como: 

 
ௗ௤ത

ௗ்
= 𝑘ଵ[𝐶(𝑞௠ −𝑞ത) −

௤ത

௕
]             (16) 

                                                                                   
Fazendo a integração das equações 17 e 18, é reproduzida a seguinte análise da solução 
matemática (Chu, 2010): 
 

 
ௗ௖

ௗ்
=

ଷ௞೑

ோ೛ 

௠

௏
 (𝐶 − 𝑐|𝑟 = 𝑅௣) =  −

௠

௏

ௗ௤ത

ௗ்
         (17) 

                                                                          
  

௖

௖బ
= 1 −

ቀ
೘

ೇ
ቁ(∝ିఉ)

௖బ
 {1 −

ୣ୶୮ቂିቀ
మഁ೘

ೇ
ቁ௞భ௧ቃ

ଵି[
∝ష ഁ

(∝షഁ)/(∝శഁ)]౛౮౦ [ష൤ష൬
మഁ

ೇ
൰ೖభ೟൨

]
                           (18) 

 
 

 ∝=
ଵ

ଶ
(𝑐଴

௏

௠
+  q୫ +

ଵ௏

௕௠
)                                  (19) 

 
 

𝛽 = ට∝ଶ− 𝑐଴𝑞௠
௏

௠
                      (20)

          
                                                                             

 
2.2 COLETA DE DADOS DA LITERATURA NA ADSORÇÃO DE 
PROTEINAS EM LEITO FIXO 
 

 Para o desenvolvimento deste estudo, realizou-se uma análise comparativa entre os dados 
experimentais obtidos por Mesquita et al. (1997) para gerar a curva cinética e os dados retirados 
de De Lucena et al. (1999) para testar a modelagem das curvas de Langmuir e de ruptura. Essa 
comparação é essencial para validar a qualidade e a confiabilidade dos dados gerados durante 
as investigações.Os dados da literatura utilizados neste estudo provêm de duas fontes principais: 
 
 O trabalho de De Lucena et al. (1999) relata o uso de dados experimentais para gerar 

isotermas de adsorção ajustadas pelo modelo de Langmuir e para a obtenção de uma 
curva de ruptura. A curva de ruptura apresentada no trabalho de De Lucena et al. (1999) 
serve como referência para testar o modelo matemático e a modelagem computacional 
utilizando Python. 

 
 O estudo de Mesquita et al. (1997) explora não apenas os dados experimentais, mas 

também as modelagens teóricas envolvidas no processo de adsorção. Mesquita et al. 
(1997) analisaram e apresentaram em sua dissertação diversas curvas cinéticas, focando 
no mecanismo de adsorção e descrevendo-o matematicamente. Suas observações e 
modelos são extremamente úteis para compreender as dinâmicas de adsorção em 
detalhes. Foram utilizados dados experimentais da curva cinética retirados do trabalho 
de Mesquita et al. (1997). 

 
Para comparar as curvas de ruptura, os dados obtidos neste trabalho foram confrontados 

com os dados de De Lucena et al. (1999) e Mesquita et al. (1997). Essa comparação permite 
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uma análise visual direta das semelhanças e diferenças entre os conjuntos de dados, facilitando 
a identificação de tendências e discrepâncias. Da mesma forma, a comparação da curva cinética 
obtida em nosso estudo com aquelas apresentadas por Mesquita et al. (1997) fornece insights 
valiosos. Isso valida nossos dados experimentais e proporciona uma compreensão mais 
profunda dos mecanismos de adsorção envolvidos. 
 A meticulosa comparação é essencial para garantir o rigor científico deste estudo. Ao 
confrontar os dados com os de estudos anteriores, busca-se corroborar as descobertas e garantir 
resultados confiáveis.  
 
3. RESULTADOS  

 
 A primeira etapa envolveu a transcrição dos dados de De Lucena (1999) para uma 
estrutura adaptável à linguagem de programação Python. 
 Em seguida, implementou-se o modelo matemático de Langmuir no ambiente Python. O 
objetivo era recriar as curvas de isotermas e de ruptura, permitindo uma comparação direta e 
objetiva entre o comportamento previsto pela isoterma de Langmuir e os dados experimentais 
de De Lucena (1999). 
 
3.1 MODELAGEM DA CINÉTICA DE ADSORÇÃO 
 
 Nesta parte, serão apresentados os resultados obtidos para a constante K1 e o gráfico da 
curva cinética, para comparação com os dados da literatura estudados. Utilizamos um conjunto 
de dados experimentais para ajustar o modelo, conforme proposto por Langmuir (1918) e 
Thomas (1944). 
 

 
Figura 1 – Curva cinética obtida utilizando a modelagem matemática do Python. 
 
3.2  ISOTERMA DE ADSORÇÃO AJUSTADA PELO MODELO DE LANGMUIR  
  
 A Figura 2 mostra o resultado da modelagem computacional no Python. Pelos gráficos, é 
evidente que o modelo de Langmuir se ajusta de maneira satisfatória aos valores obtidos nos 
dados experimentais de Lucena (1999). Isso reforça a utilidade deste modelo para descrever o 
processo de adsorção em estudo. 
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Figura 2 – Isoterma de adsorção ajustada pelo modelo de Langmuir obtida a partir da 
modelagem utilizando Python. 
 
 Os valores obtidos para a capacidade máxima do adsorvente utilizando a modelagem no 
Python foram de 25,05 mg.Fg/g.res e 30,25 mg.Fg/g.res. Já os valores registrados no estudo de 
De Lucena (1999) foram de 25,1 mg.Fg/g.res e 30,3 mg.Fg/g.res, demonstrando uma excelente 
concordância do modelo matemático aplicado no Python. 
 É relevante ressaltar que as curvas ajustadas, geradas pelo modelo matemático no Python, 
são consistentes com as curvas de ruptura apresentadas por De Lucena (1999). Essa consistência 
reafirma a robustez do modelo de Langmuir na descrição da adsorção deste sistema. 
 
3.3  MODELAGEM PARA AS CURVAS DE RUPTURA 
 
 Nesta seção, são apresentados os resultados da simulação computacional da curva de 
ruptura para o processo de adsorção, definido por parâmetros experimentais específicos. A 
simulação foi realizada durante um tempo total de 500 min e com um comprimento de coluna 
de 5 cm. As constantes utilizadas na simulação são: Uo = 0,075 cm/min, C = 2 mg/cm³, q_m = 
25,1 mg/cm³, K = 0,140 mg/cm³, K1 = 0,281 e K,fl1= 0,125 L/min. 
 A Figura 3 ilustra a curva de ruptura gerada por essa simulação. Esta curva evidencia a 
relação entre a concentração na saída da coluna (normalizada pela concentração inicial, C/Co) 
e o tempo de operação. Conforme ilustrado na Figura 3, a curva de ruptura começa na origem 
(0,0), indicando que, inicialmente, não há soluto na saída da coluna. Com o passar do tempo, a 
concentração na saída da coluna aumenta até atingir o ponto em que a capacidade de adsorção 
da coluna está saturada, o que é evidenciado quando C/Co atinge 1. 
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Figura 3 – Curva de Ruptura obtida pela modelagem utilizando Python. 

  
 A concordância entre o modelo em Python e os dados experimentais evidencia um 
excelente resultado para o modelo utilizado no Python na geração das curvas de ruptura. É 
crucial destacar que a simulação prevê o tempo necessário para que a coluna de adsorção atinja 
a saturação, fornecendo informações essenciais sobre a eficiência do processo de adsorção e o 
tempo operacional ideal. 
 A análise dos resultados mostra que a curva de ruptura apresenta uma ascensão gradual, 
o que é característico de um processo de adsorção eficaz. Tal comportamento está em 
consonância com as expectativas teóricas para o modelo empregado e indica que o sistema de 
adsorção opera eficientemente, com a resina adsorvente aproveitando quase toda sua 
capacidade de adsorção. 
 
 Os resultados são cruciais para compreender o desempenho da coluna de adsorção sob as 
condições experimentais estabelecidas e fornecem insights valiosos para o projeto e otimização 
de processos de adsorção em escala real. 
 
4. CONCLUSÃO 
 
 É possível inferir, a partir dos resultados apresentados neste estudo, que o modelo 
proposto é capaz de representar de maneira satisfatória os dados experimentais. Essa afirmação 
é reforçada pela comparação entre os valores calculados e observados. Adicionalmente, o valor 
otimizado da constante K1, que foi de 0,0876 mL/mg.min, demonstra um excelente ajuste, como 
pode ser verificado nos gráficos que comparam o modelo ao experimento. Os valores da 
quantidade máxima adsorvida na fase sólida foram de 25,05 mg.Fg/g de resina e 30,21 mg.Fg/g 
de resina, aproximando-se de maneira notável dos valores experimentais de 25,1 mg.Fg/g de 
resina e 30,3 mg.Fg/g de resina, conforme reportado por De Lucena et al. (1999). 
 Os resultados evidenciam que o modelo matemático proposto neste trabalho consegue 
descrever com precisão as curvas de ruptura experimentais. Nota-se que a adequação do 
modelo, utilizando um conjunto de dados experimentais e um algoritmo de otimização, 
produziu parâmetros cinéticos que refletem as características intrínsecas do sistema de adsorção 
em análise. Dessa forma, este estudo oferece uma contribuição relevante para a compreensão e 
modelagem de curvas de ruptura em processos de adsorção. 
 A eficácia do modelo matemático desenvolvido, em conjunto com o otimizador 
empregado, estabelece um novo padrão para a análise e otimização de processos de adsorção. 
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Abstract. Adsorption processes are vital in numerous industrial sectors, standing out in 
separation and purification applications. A precise understanding of adsorption dynamics and 
kinetics is essential for the efficient design and operation of systems. For a long time, 
adsorption study methods heavily leaned on experimental data. However, the escalating pursuit 
of efficiency and accuracy has accelerated the development of trustworthy predictive models. 
While the Langmuir isotherm sheds light on monolayer adsorption, predicting breakthrough 
curves, which indicate the adsorbent's saturation point, remains a challenge.This research aims 
to develop and validate a mathematical model in Python to predict adsorption breakthrough 
curves. Grounded on data from Lucena (1999) and Mesquita (1997), the work contrasts the 
kinetic and breakthrough curves produced by the model with experimental data from the 
literature. The methodology encompasses calibration, validation, and meticulous curve 
analysis. This procedure not only deepens the comprehension of adsorption mechanisms but 
can also steer the optimization of industrial processes. The model proficiently forecasted the 
breakthrough curve, aligning with experimental findings, signifying column saturation. Thus, 
the model serves as a valuable tool for anticipating the performance of adsorption columns 
across various industrial applications. 
  
Keywords: Adsorption, Breakthrough Curves, Adsorption Kinetics, Langmuir Isotherm 
 


