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Resumo. Neste trabalho estudamos a eqaag@e Wheeler-DeWitt (WDW), importante para o
estudo de efeitos @mticos no Universo primordial, para o modelo cosbwito de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) com curvatura positiva e um campmlas conformalmente
acopladoa gravitago e um fluido de radidp. Buscamos determinar numericamente a
solu@o, em um estudo de caso, da ecimde WDW (a furp de onda do Universo), aplicando

o método de Crank-Nicolson em D=(2+1). A partir da sadccalculamos o valor esperado
do fator de escala. Logramos assim obter sokgna forma de pacotes de onda bem definidos,
inclusive emu = 0, 0 que implica na elimingp da singularidade do modelo&dsico.

Palavras-chave: Cosmologia Qantica, Metodo Crank-Nicolson (2+1), campos escalares,
Equagio de Wheeler-DeWitt

1. INTRODUCAO

O trabalho de DeWitt [DeWitt, 1967] pode ser considerado @gronto de partida para
o estudo dos efeitos quanticos no Universo primordial, amadda Cosmologia Quantica.
Desde entdo, a descricao coerente da era de Planckjdacem um intervalo de tempo
extremamente pequeno logo apdosBig Bang (entre 10~*3s e 1073%s, aproximadamente)
e em condicdes tdo extremas tem se tornado um desafio pataodas cosmolbgicas
atuais. Durante a Era de Planck, as forcas fundamentais@ena, como a gravidade,
a forca eletromagnética e as forcas nucleares forteaaadr ainda nao eram unificadas.
Apbs essa Era, o Universo entrou em uma fase de rapida sxpaexponencial, a
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inflacao cosmica [Guth, 1981]; [Linde, 1982]. Para a dedo desta fase &€ comum a
introducdo de um campo escalar como contedo materiass® forma, muitos modelos
cosmologicos com fluidos e campos escalares tém siddigadss [Alvarenga e Fabris, 1995];
[Alvarenga e Fabris, 1996]; [Dodelson e Schmidt, 2020]. Erafj esses modelos apresentam
uma dinamica complexa, mesmo classicamente; e em algsons exibem comportamento
caotico [Monerat et al, 1998]; [Lemos et al, 2003].

Para descricao da dinamica na era de Planck, os efeiémsiqos precisam ser considerados.
Uma das formas de introduzir esses efeitos em modelos cogioat com fluidos e
campos escalares, consiste na quantizacdo em minisppere atavés da combinacao do
procedimento de Dirac [Halliwell, 1991] com o formalismoSiehutz para fluidos relativisticos
[Schutz, 1970]; [Schutz, 1971]. Nesse cenario, algumhg8es analiticas para modelos com
geometria de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker fW).Rom fluido perfeito e campo
escalar ja foram obtidas, como o modelo de FLRW com campalasconformalmente
acoplado a gravitacao com fluido de poeira [Lemos e Agae1999], e campo escalar
conformalmente acoplado a gravitagao com fluido de ca@didl emos e Monerat, 2003]. Em
ambos os modelos, o campo escalar nao possue massa. Aigitoode um termo de massa no
potencial do campo escalar conduz a quebra da integratidienalitica, tornando-se um fator
complicador do tratamento. Dessa forma, propde-se nessallio o uso de um método de
diferencas finitas no esquema Crank-Nicolson em (2+1) Pignet al, 2017] para a obtencao
de solugdes numéricas da equacao de Wheeler-DeWWjgtcocentral da cosmologia quantica.
A equacao de Wheeler-DeWitt, proposta por DeWitt em 1%6dma equacao funcional (e,
sob certas simplificac0es, como as do contexto destdhighana equacao diferencial) para a
funcao de onda do Universo, e que tem, portanto, profuelgaancia na teoria da gravidade
quantica. A busca por solugdes para esta equacaceacdsispara a descricao do Universo
primitivo.

O trabalho esta dividido como segue: na secao 2 o modsta@dgico sera construido; na
secao 3 a solugcao numeérica utilizando o método dekEkaoolson sera apresentada; na secao
4 sera feito um estudo de caso com valor determinado de masisalmente a secao 5 sera
dedicada as consideracdes finais.

2. OMODELO

Sera considerado aqui um modelo homogéneo e isotropesgrito pela geometria de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com curvatura positeraecao espacial e com contetdo
material representado por um fluido perfeito na forma deag#i e um campo escalar massivo
conformalmente acoplado a gravitagao, com massa 0.1; e uma constante cosmolobgica
(A = 1.5) que fara o papel de vacuo do campo de inflagao. Esse mpdde ser descrito pela
seguinte funcao de Hamilton

2 2
H=te T vV(a0) -, (1)
em quep,, p, €pr Sao, respectivamente, o0s momenta canonicamente congigadator de
escalaa, ao campo escalay e a coordenada do fluido de radiagBo O potencial efetivo
Ves(a, ¢) assume a forma

1 m
Ves(a,9) = 3a° = 5¢° — Aa* — —-a’p”. (2)
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O processo de quantizacao seguira o formalismo de Deragjue elevam-se 0s momenta
ao grau de operadores diferenciais,

. 0 )
o = —i—, — —i—, — =i
b Y90 e Tty P Tar

3)
Além disso, faremos o uso do vinculo hamiltonigte= 0, que conduz a equacgao diferencial

HY(a,p,T) =0, (4)
em que¥(a, p,T) & afuncdo de onda do Universo. De (3), (4) e (1) obtém-se

1 0%V (a,p, ) N 102U (a, ¢, T)
12 da? 2 0p?

0V(a,p,T)

\\/) T 7 —
+ ‘/ef(a7 90) <a7 P, T) ? or 07 (5)

em que foi utilizada a reparametrizaglo= —7. O fator de escala esta restrito ao dominio
a > 0, tal que a quantizacdo em minisuperespaco & efetuadamneixo(0, o), € 0 campo
escalar nao possui restricao. Sao impostas as aslte contorno

U(0,p,7) =0, ¥(oco,p,7)=0,

¥(a,—00,7) =0, ¥(a,o00,7)=0. (6)

A condigao inicial¥ (a, ) devera satisfazer as condi¢gdes de contorno, assumifadma

215/4
U(a,p) = —E2/4E;/4a exp(—4FE,a* — 2E<pcp2) (7
T

A Fig.1 exibe a forma da condicao inicial para os valdigs= 5.498 e I, = 4

Figura 1: Condigao inicial®, em funcao de: e ¢.
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3. SOLUCAO NUMERICA

A solucao numérica segue a mesma abordagem para um iplgle valor inicial de
Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs). A Eq. (5) podagersentada como

N 0
(H o Za) \I[<a’7 ()077-) - 07 (8)
em que
. 10 10
H:—E@+§6—¢Q+Ve/‘(aa¢)- 9)

A solucao desta equacao prevé uma evolucaoreenuma integracao em e p. Para
a evolucao emr vamos usar a abordagem de Crank-Nicolson generalizadagryusdve a
aproximacao de um operador de evolucao exponencialpoaproximante de Padé [M/M]
[Van Dijk et al, 2017]. O presente trabalho restringiresae casd// = 1.

3.1 Evolugo emr

A separacao de variaveis em (8) fornece uma solucaa era forma de um operador
exponencial. No esquema de solucao numeérica via difasefinitas, a evolucao da funcao de
ondaV para umA7 suficientemente pequeno pode ser escrita (omitindo-saaaisigariaveis
a € ) como

U(r + A7) = e 2T (1) . (10)

O operador de evolucao exponencial pode ser aproximadormpaaproximante de Padé
[1/1],

=+ O(AT?) . (11)
1+iATH/2
Obtém-se entao
Wit 4+ A7) = LIBTH 2y
U(t+ A1) — V(1) _ip
A = —QH[\I/(t—FAT)—F\I/(t)] .

3.2 Integracdo ema e p

No esquema de Crank-Nicolson, as derivadas em relac@ariaveis espaciaig e ¢ sao
discretizadas como a soma das aproximacoes de diferéingas de avanco e de retrocesso.
A integracao numérica nestas variaveis baseia-se pensfo em série de Taylor. A derivada
segunda para uma funcg@z) pode ser discretizada como

k=r
F@) = 5g 3 o+ kAT) +O(Ac7?) (13)
k=—r
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em quec, € R, para um certo valor que representa quantos sitios vizinhos em torno de cada
ponto do dominio (discretizado) serao considerados. é9gmte trabalho considera o caso de
primeiros vizinhosy = 1.

Com estas aproximacgoes , (8) toma a forma

A 1
UV=———[VU(a—Aa,,7)—2%a,o,7)+ Y(a+ Aa,p, 7))
12Aa? (14)
1
+——— [Y(a,o — Ap,T7) —2¥(a,p,T) + ¥(a,p + Ap, 7)) + Ver(a, ©)¥(a, o, T) .

2Ap?

Tendo em vista a necessidade de trabalharmos com “infinitasiéricos, ou seja, valores
{0, 100, Too } SUfiCientemente grandes para aplicagdo das condigbesrdorno, 0s passos
{Aa, Ap, AT} sao definidos em fungao destes como

0 0
Aa= 208 Ny PP pp T K

Na I 90 N(p ) T = NT )

(15)

em que{N,, N,, N.} representam o numero de sub-intervalos desejados pasaucaa das
variaveis. Utilizar-se-a a notagao indicila, o, 7) — V7, em que os indice§i, j,n} sao
associados, respectivamente, as variayeis, 7}, tais qué

U(a,p,7) =V(iAa, ¢_o + jAp, nAT) = U7

27.] ’

(16)

emque € {0,1,2,...,N,},j €{0,1,2,...,N,}en € {0,1,2,..., N, }. Das Egs. (9), (12),
(14) e (15), obtemos

IAT 1

n+1 n __ n+1 n+1 n+1
1
e (W =20 W) 4+ Ve
X (17)
- m(‘l’im — 27, + U )+
1 ..
QASOQ(\DZ;——H =207, + UL G 1) + Vi P
Introduzimos as constantes
A A
ra:L, Tw:_L7 (18)
24(Aa)? 4(Ap)?
e também
A A
mij = (1 + g + 2, + ZTTVJ) by = (1 — Oy — 21, — ZTTV]) . (19)

Separando os termos et t! e os termos end”, obtemos a relagéo de recorréncia

INao se deve confundir, aqui, o indiceom a unidade imaginarid—1.
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A+l n+l n+l n+l n+l _ 1. \n n
m Wi =W — ra Wi — oW — oWy = bW e Ui

—l—'r’a\If:LLj + TSO\I[ZjJrl + rq,\I/’;jfl , (20)

que nos permitira gerar a evolugao temporal da fungdmnda, dada a condi¢ao inicial
\Ilg,j = \Ij(av ¥, 0)’

3.3 O sistema de equdies

As Eqgs. (20) constituem um sistema linear,
MUYt = Bo" (22)

Nesta equacao , as componentes do velorpodem ser ordenadas comer =
(Yoo, V1o, - ., U0 Por, Pii, - .., Up, v, ]. A matriz B & semelhante 1; pode ser obtida
desta Gltima trocando-s¢ — —r,, r, — —r, €m;; — b;;, de acordo com as Eqgs. (18), (19)
e (20).

Para a resolucao do sistema (21), pode-se utilizar uradoéterativo convergente, como o
método de Gradientes Conjugados [Hestenes e Stiefel].1@52valores deV,, NV, e N, (ou
seja, 0 erro nas aproximagoes emy e 7) devem ser dimensionados levando-se em conta a
precisao desejada pafa

3.4 Implementag@o

Para a implementacao do algoritmo & necessario defitinfimito” numérico, citado na
Eq. (15), condicdo necessaria para as condi¢cdes deroonprescritas por (6). Para tanto
precisamos estabelecer a magnitude do que sera considemradinfinitesimq tendo por base
os erros de aproximacao considerados como aceitaveis.

Considera-se que a funcao de ondainicialmente dada por (7), atravessa parcialmente
a barreira de potencial, com amplitude de algumas ordensaskeleza menor do que no seu
estado inicial, e assim da origem ao Universo. Estabedagid limite superior ao erro end|?
de10~8, obtemos limites superiores para os erros associadosiageia do problema. Parat,

o erro deve seP(At?); ou seja precisamos d& < 1073, e assim escolhemdst = 5 x 10~%.
ParaAa, o erro deve seO(Aa'), o que impdeda < 1072%; de modo analoga)y também é
O(Ap?), impondoAy < 1072, Escolhemo\a = Ap =5 x 1073.

As condi¢Oes de contorno (6) impdem que a funcao de a@adbniverso se anule em
a = 0 e ema — oo, garantindo que ela seja bem definida em todo o espacgo, a@ane
quando a tri-esfera se degenera (ou seja, quango(). Em um tratamento numérico, no
entanto, & necessario escolher onde sera localizadafiitd” numérico em nosso modelo,
de tal maneira que esta tenda a zero suavemente para algumdeale ¢, ap0s atravessar a
barreira de potencial. Desta forma, o posicionamento dinfin”, pode variar de acordo com
o modelo [Monerat et al, 2019, Monerat et al, 2021a, Mondral, 2021b, Rocha et al, 2022].
Parac > 1.5 e |p| > 2.5, 0 potencial efetivo (2) ndo exibe uma barreira de potemualtiva,;
portanto, para o caso tratado neste artigo, pode-se definialores “infinitos” para as variaveis
espaciais como sendo= 30 e ¢ = 10, pois descrevem pontos suficientemente distantes da
barreira. Consideramos també&y = 6000 e N, = 4000.

A Fig. 2 mostra a evolugao d&|?, a partir de sua configuracao inicial. (Nao colocamos
0S eixos na escala do “infinito” para ter uma visibilidadehoelda fungao.) Os pontos foram
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gerados de acordo como a precisao requerida para as gdsrénitas, e valores inferiores a
10~2" foram omitidos. Para a fixacao dos valorestjee F;, impdem-se que a energia cinética
(E.—E,) tenhavalor um pouco menor do que a energia potencial neédkinarreird’,; = 1.5;
tendo isso em vista, tomamas = 5.498 e £, = 4. Podemos ver que a granulagao de pontos
fornece um bom contorno pajé&|?.

Apos a definicao dos valores dos parametros do sisteatgoatmo de resolucao do sistema
linear & executaddE importante observar que o vetdr(cujas componentes s&o os valores da
funcaol em todos os pontos do dominio considerado) possui dieWsa N,,; no caso aqui
apresentado, temos 24.000.000 pontos. A mattie B, sao matrizes esparsas, cujas linhas
tém no maximo 5 elementos nao nulos. (Tipicamente, dasresr,, dois valores de, e um
valorm;; oub;;.) Deste modo, a utilizagdo de um algoritmo para matrizpawsas fornece uma
alocacao no espagd(N, x N,,).

A escolha do algoritmo de Gradientes Conjugados para a&wha sistema linear baseou-
se na sua rapida convergéncia. A evolug¢ao para um pasgwtalAr & determinada apos
O(N, x N,) operagdes . Sao necessarias, portakifa} (N, x N,,) iteracdes para atingir-se o
valor der final desejado. No presente trabalho, utilizames 1 e V, = 2000.

A resolucao do sistema certamente se beneficiaria de writaig eficiente e paralelizado.
No entanto, a paralelizacdo da evolucdo temporal éadbspela dependéncia d&**! em
relacao al'™. Por esse motivo, as iteracoes endevem ser realizadas de forma sequencial,
restando assim a paralelizacao do algoritmo dos Graigbbnjugados, a cada instamtea
resolucao da equacao (21).

Outro problema marcante & o volume de dados gerados, padaaitstante gera-se um
vetor ¥ em que cada componente assume um valor complexo (ou sejay iajs valores de
ponto flutuante). Gerar figuras que demonstram a evolued® |d impde um alto custo de
armazenamento.

4. RESULTADOS

O primeiro resultado importante obtido foi o da conseaeagla norma da funcao de
Qoo Poo
onda/ / ¥ doda = 1. Ou seja, comgd¥|*> = U*¥ representa a distribuicao da

probabllldade de existéncia do universo, a probabilidati em toda a sua extensao é igual a

1, para qualquer valor de A partir do instante iniciat- = 0, em que foi proposto um Universo
localizado, proximo adig Bang espera-se que ocorra uma expansao do mesmo conforme
evolui; isso pode ser visto na Fig. 2, que mostra a evoldgafuncao de onda em relacao ao
fator de escala e ao campo escalar. Pode-se observar que parte da funcao de onda ultrapassa
a barreira de potencial. A Fig. 3 mostra a sec¢ao das Sojesrfla Fig.2 com o plang = 0.

A Fig. 4 detalha a figura anterior, evidenciando que a fard@onda atravessa a barreira de
potencial, um resultado importante que era buscado.

5. CONCLUSAO

O método aplicado permitiu a quantizacao do modelo gicendo solugcdes de norma finita
e definidas em todo espaco, até mesmo quando o fator da gacalzero, indicando a auséncia
de qualquer singularidade no modelo em nivel quanticopé&ssivel ainda observar que uma
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Figura 2: Evolugao da distribuicao de probabilidadi¢? como fungao de e ¢, para diferentes valores
der:a)T = 0; b)7 = 0.4; c) 7 = 0.8 O Potencial efetivo & mostrado em magenta e a funcao de ond
em verde.

40 40 40

$2: = 0.000 B2 120,400 $7: 1= 0.800
3% | Vet — 35 Vet — 35 Ve —
30 30 30
5 25 25
% 20 % 20 %20
15 15 15
10 & 10 10
5) 5 5
0 0 0
2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
a) a b) a o a

Figura 3: Evolug&o da distribuicao de probabilidadi¢’ como fungao de, comy = 0, para diferentes
valores der: a)T = 0; b) 7 = 0.4; ¢) = = 0.8. O potencial efetivo aparece em magenta e a funcao de
onda em verde.

parte da funcao de onda do universo consegue atravessggrial e propagar-se a direita da
barreira, indicando a possibilidade do Universo surgssitzamente.

Este modelo pode ser aprofundado extendendo-se o valodérake mesmo simulando
novos valores para, A e para as energids, e £,. Um possivel trabalho futuro & a verificagao
se os resultados obtidos confirmariam o comportamentoapapos a Era de Planck.
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ALGORITHM BASED ON CRANK-NICOLSON(2 + 1) METHOD TO FIND SOLUTIONS
TO THE WHEELER-DEWITT EQUATION

Abstract. In this work, we study the Wheeler-DeWitt equation (WDW)¢hvis important for
the investigation of quantum effects in the primordial émse, for the Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) cosmological model with positive curvaturecalar field conformally coupled
to gravity, and a radiation fluid. We aim to numerically detene the solution, in a case
study, of the WDW equation (the wave function of the Uniyéngapplying the Crank-Nicolson
method in D=(2+1) dimensions. From the solution, we caltelkae expected value of the scale
factor. This enables us to obtain well-defined wave packetieas, even att = 0, which
implies the elimination of the singularity in the classicabdel.

Keywords: Quantum Cosmology, The Crank-Nicolson (2+1) method, sdedlls , Wheeler-
DeWitt equation
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