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Resumo. Neste trabalho estudamos a equação de Wheeler-DeWitt (WDW), importante para o
estudo de efeitos quânticos no Universo primordial, para o modelo cosmológico de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) com curvatura positiva e um campo escalar conformalmente
acopladoà gravitaç̃ao e um fluido de radiaç̃ao. Buscamos determinar numericamente a
soluç̃ao, em um estudo de caso, da equação de WDW (a funç̃ao de onda do Universo), aplicando
o método de Crank-Nicolson em D=(2+1). A partir da solução calculamos o valor esperado
do fator de escala. Logramos assim obter soluções na forma de pacotes de onda bem definidos,
inclusive ema = 0, o que implica na eliminaç̃ao da singularidade do modelo clássico.

Palavras-chave: Cosmologia Qûantica, Ḿetodo Crank-Nicolson (2+1), campos escalares,
Equaç̃ao de Wheeler-DeWitt

1. INTRODUÇÃO

O trabalho de DeWitt [DeWitt, 1967] pode ser considerado como ponto de partida para
o estudo dos efeitos quânticos no Universo primordial, a chamada Cosmologia Quântica.
Desde então, a descrição coerente da era de Planck, ocorrida em um intervalo de tempo
extremamente pequeno logo após oBig Bang (entre 10−43s e 10−36s, aproximadamente)
e em condições tão extremas tem se tornado um desafio para as teorias cosmológicas
atuais. Durante a Era de Planck, as forças fundamentais da natureza, como a gravidade,
a força eletromagnética e as forças nucleares fortes e fracas, ainda não eram unificadas.
Após essa Era, o Universo entrou em uma fase de rápida expansão exponencial, a
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inflação cósmica [Guth, 1981]; [Linde, 1982]. Para a descrição desta fase é comum a
introdução de um campo escalar como conteúdo material. Dessa forma, muitos modelos
cosmológicos com fluidos e campos escalares têm sido investigados [Alvarenga e Fabris, 1995];
[Alvarenga e Fabris, 1996]; [Dodelson e Schmidt, 2020]. Em geral, esses modelos apresentam
uma dinâmica complexa, mesmo classicamente; e em alguns casos exibem comportamento
caótico [Monerat et al, 1998]; [Lemos et al, 2003].

Para descrição da dinâmica na era de Planck, os efeitos quânticos precisam ser considerados.
Uma das formas de introduzir esses efeitos em modelos cosmológicos com fluidos e
campos escalares, consiste na quantização em minisuperespaço atavés da combinação do
procedimento de Dirac [Halliwell, 1991] com o formalismo deSchutz para fluidos relativı́sticos
[Schutz, 1970]; [Schutz, 1971]. Nesse cenário, algumas soluções analı́ticas para modelos com
geometria de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker (FLRW) com fluido perfeito e campo
escalar já foram obtidas, como o modelo de FLRW com campo escalar conformalmente
acoplado à gravitação com fluido de poeira [Lemos e Alvarenga, 1999], e campo escalar
conformalmente acoplado à gravitação com fluido de radiação [Lemos e Monerat, 2003]. Em
ambos os modelos, o campo escalar não possue massa. A introdução de um termo de massa no
potencial do campo escalar conduz à quebra da integrabilidade analı́tica, tornando-se um fator
complicador do tratamento. Dessa forma, propõe-se nesse trabalho o uso de um método de
diferenças finitas no esquema Crank-Nicolson em (2+1) [VanDijk et al, 2017] para a obtenção
de soluções numéricas da equação de Wheeler-DeWitt, objeto central da cosmologia quântica.
A equação de Wheeler-DeWitt, proposta por DeWitt em 1967,é uma equação funcional (e,
sob certas simplificações, como as do contexto deste trabalho, uma equação diferencial) para a
função de onda do Universo, e que tem, portanto, profunda relevância na teoria da gravidade
quântica. A busca por soluções para esta equação é essencial para a descrição do Universo
primitivo.

O trabalho está dividido como segue: na seção 2 o modelo cosmológico será construı́do; na
seção 3 a solução numérica utilizando o método de Crank-Nicolson será apresentada; na seção
4 será feito um estudo de caso com valor determinado de massa; e finalmente a seção 5 será
dedicada às considerações finais.

2. O MODELO

Será considerado aqui um modelo homogêneo e isotrópico,descrito pela geometria de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com curvatura positivana seção espacial e com conteúdo
material representado por um fluido perfeito na forma de radiação e um campo escalar massivo
conformalmente acoplado à gravitação, com massam = 0.1; e uma constante cosmológica
(Λ = 1.5) que fará o papel de vácuo do campo de inflação. Esse modelo pode ser descrito pela
seguinte função de Hamilton

H =
p2a
12

−
p2ϕ
2

+ Vef(a, ϕ)− pT , (1)

em quepa, pϕ e pT são, respectivamente, os momenta canonicamente conjugados ao fator de
escalaa, ao campo escalarϕ e à coordenada do fluido de radiaçãoT . O potencial efetivo
Vef(a, ϕ) assume a forma

Vef(a, ϕ) = 3a2 − 1

2
ϕ2 − Λa4 − m2

2
a2ϕ2 . (2)
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O processo de quantização seguirá o formalismo de Dirac,em que elevam-se os momenta
ao grau de operadores diferenciais,

pa → −i
∂

∂a
, pϕ → −i

∂

∂ϕ
, pT → −i

∂

∂T
. (3)

Além disso, faremos o uso do vı́nculo hamiltonianoH = 0, que conduz à equação diferencial

HΨ(a, ϕ, T ) = 0, (4)

em queΨ(a, ϕ, T ) é a função de onda do Universo. De (3), (4) e (1) obtém-se

− 1

12

∂2Ψ(a, ϕ, τ)

∂a2
+

1

2

∂2Ψ(a, ϕ, τ)

∂ϕ2
+ Vef(a, ϕ)Ψ(a, ϕ, τ)− i

∂Ψ(a, ϕ, τ)

∂τ
= 0, (5)

em que foi utilizada a reparametrizaçãoT = −τ . O fator de escalaa está restrito ao domı́nio
a > 0, tal que a quantização em minisuperespaço é efetuada nosemi-eixo(0,∞), e o campo
escalar não possui restrição. São impostas as condiç˜oes de contorno

Ψ(0, ϕ, τ) = 0, Ψ(∞, ϕ, τ) = 0,

Ψ(a,−∞, τ) = 0, Ψ(a,∞, τ) = 0.
(6)

A condição inicialΨ(a, ϕ) deverá satisfazer as condições de contorno, assumindo aforma

Ψ(a, ϕ) =
215/4√

π
E3/4

a E1/4
ϕ a exp(−4Eaa

2 − 2Eϕϕ
2) (7)

A Fig.1 exibe a forma da condição inicial para os valoresEa = 5.498 eEϕ = 4

Figura 1: Condição inicialΨ0, em função dea eϕ.
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3. SOLUÇÃO NUM ÉRICA

A solução numérica segue a mesma abordagem para um problema de valor inicial de
Equações Diferenciais Parciais (EDPs). A Eq. (5) pode serapresentada como

(

Ĥ − i
∂

∂τ

)

Ψ(a, ϕ, τ) = 0 , (8)

em que

Ĥ = − 1

12

∂2

∂a2
+

1

2

∂2

∂ϕ2
+ Vef(a, ϕ) . (9)

A solução desta equação prevê uma evolução emτ e uma integração ema e ϕ. Para
a evolução emτ vamos usar a abordagem de Crank-Nicolson generalizada, queenvolve a
aproximação de um operador de evolução exponencial porum aproximante de Padé [M/M]
[Van Dijk et al, 2017]. O presente trabalho restringir-se-´a ao casoM = 1.

3.1 Evoluç̃ao emτ

A separação de variáveis em (8) fornece uma solução emτ na forma de um operador
exponencial. No esquema de solução numérica via diferenças finitas, a evolução da função de
ondaΨ para um∆τ suficientemente pequeno pode ser escrita (omitindo-se as demais variáveis
a eϕ) como

Ψ(τ +∆τ) = e−i∆τĤΨ(τ) . (10)

O operador de evolução exponencial pode ser aproximado por um aproximante de Padé
[1/1],

e−i∆τĤ =
1− i∆τĤ/2

1 + i∆τĤ/2
+O(∆τ 3) . (11)

Obtém-se então

Ψ(t+∆τ) =
1− i∆τĤ/2

1 + i∆τĤ/2
Ψ(t) ,

Ψ(t+∆τ)−Ψ(t)

∆τ
= − i

2
Ĥ [Ψ(t+∆τ) + Ψ(t)] .

(12)

3.2 Integração ema eϕ

No esquema de Crank-Nicolson, as derivadas em relação àsvariáveis espaciaisa e ϕ são
discretizadas como a soma das aproximações de diferenças finitas de avanço e de retrocesso.
A integração numérica nestas variáveis baseia-se na expansão em série de Taylor. A derivada
segunda para uma funçãof(x) pode ser discretizada como

f ′′(x) =
1

∆x2

k=r
∑

k=−r

crk f(x+ k∆x) +O(∆x2r+2) , (13)
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em quecrk ∈ R, para um certo valorr que representa quantos sı́tios vizinhos em torno de cada
ponto do domı́nio (discretizado) serão considerados. O presente trabalho considera o caso de
primeiros vizinhos,r = 1.

Com estas aproximações , (8) toma a forma

ĤΨ = − 1

12∆a2
[Ψ(a−∆a, ϕ, τ)− 2Ψ(a, ϕ, τ) + Ψ(a+∆a, ϕ, τ)]

+
1

2∆ϕ2
[Ψ(a, ϕ−∆ϕ, τ)− 2Ψ(a, ϕ, τ) + Ψ(a, ϕ+∆ϕ, τ)] + Vef(a, ϕ)Ψ(a, ϕ, τ) .

(14)

Tendo em vista a necessidade de trabalharmos com “infinitos”numéricos, ou seja, valores
{a∞, ϕ±∞, τ∞} suficientemente grandes para aplicação das condições de contorno, os passos
{∆a,∆ϕ,∆τ} são definidos em função destes como

∆a =
a∞ −✚✚❃

0
a0

Na
; ∆ϕ =

ϕ∞ − ϕ−∞

Nϕ
; ∆τ =

τ∞ −✚✚❃
0

τ0
Nτ

, (15)

em que{Na, Nϕ, Nτ} representam o número de sub-intervalos desejados para cada uma das
variáveis. Utilizar-se-á a notação indicialΨ(a, ϕ, τ) −→ Ψn

ij, em que os ı́ndices{i, j, n} são
associados, respectivamente, às variáveis{a, ϕ, τ}, tais que1

Ψ(a, ϕ, τ) = Ψ(i∆a, ϕ−∞ + j∆ϕ, n∆τ) = Ψn
i,j , (16)

em quei ∈ {0, 1, 2, . . . , Na}, j ∈ {0, 1, 2, . . . , Nϕ} en ∈ {0, 1, 2, . . . , Nτ}. Das Eqs. (9), (12),
(14) e (15), obtemos

Ψn+1
i,j −Ψn

i,j =− i∆τ

2

[

− 1

12∆a2
(Ψn+1

i−1,j − 2Ψn+1
i,j +Ψn+1

i+1,j)

+
1

2∆ϕ2
(Ψn+1

i,j−1 − 2Ψn+1
i,j +Ψn+1

i,j+1) + Vi,jΨ
n+1
i,j +

− 1

12∆a2
(Ψn

i−1,j − 2Ψn
i,j +Ψn

i+1,j)+

1

2∆ϕ2
(Ψn+1

i,j−1 − 2Ψn
i,j +Ψn+1i, j + 1) + Vi,jΨ

n
i,j

]

.

(17)

Introduzimos as constantes

ra =
i∆τ

24(∆a)2
, rϕ = − i∆τ

4(∆ϕ)2
, (18)

e também

mij =

(

1 + 2ra + 2rϕ + i
∆τ

2
Vi,j

)

, bij =

(

1− 2ra − 2rϕ − i
∆τ

2
Vi,j

)

. (19)

Separando os termos emΨn+1 e os termos emΨn, obtemos a relação de recorrência

1Não se deve confundir, aqui, o ı́ndicei com a unidade imaginária
√
−1.
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mijΨ
n+1
i,j − raΨ

n+1
i+1,j − raΨ

n+1
i−1,j − rϕΨ

n+1
i,j+1 − rϕΨ

n+1
i,j−1 = bijΨ

n
i,j + raΨ

n
i+1,j

+raΨ
n
i−1,j + rϕΨ

n
i,j+1 + rϕΨ

n
i,j−1 , (20)

que nos permitirá gerar a evolução temporal da função de onda, dada a condição inicial
Ψ0

i,j = Ψ(a, ϕ, 0),

3.3 O sistema de equaç̃oes

As Eqs. (20) constituem um sistema linear,

MΨ
n+1 = BΨ

n . (21)

Nesta equação , as componentes do vetorΨ podem ser ordenadas comoΨ =
[

Ψ00,Ψ10, . . . ,ΨNa,0,Ψ01,Ψ11, . . . ,ΨNaNϕ

]

. A matrizB é semelhante aM; pode ser obtida
desta última trocando-sera → −ra, rϕ → −rϕ emij → bij , de acordo com as Eqs. (18), (19)
e (20).

Para a resolução do sistema (21), pode-se utilizar um método iterativo convergente, como o
método de Gradientes Conjugados [Hestenes e Stiefel, 1952]. Os valores deNa, Nϕ eNτ (ou
seja, o erro nas aproximações ema, ϕ e τ ) devem ser dimensionados levando-se em conta a
precisão desejada paraΨ.

3.4 Implementaç̃ao

Para a implementação do algoritmo é necessário definir o“infinito” numérico, citado na
Eq. (15), condição necessária para as condições de contorno prescritas por (6). Para tanto
precisamos estabelecer a magnitude do que será considerado comoinfinitésimo, tendo por base
os erros de aproximação considerados como aceitáveis.

Considera-se que a função de ondaΨ, inicialmente dada por (7), atravessa parcialmente
a barreira de potencial, com amplitude de algumas ordens de grandeza menor do que no seu
estado inicial, e assim dá origem ao Universo. Estabelecido um limite superior ao erro em|Ψ|2
de10−8, obtemos limites superiores para os erros associados às variáveis do problema. Para∆t,
o erro deve serO(∆t3); ou seja precisamos de∆t < 10−3, e assim escolhemos∆t = 5× 10−4.
Para∆a, o erro deve serO(∆a4), o que impõe∆a < 10−2; de modo análogo,∆ϕ também é
O(∆ϕ4), impondo∆ϕ < 10−2. Escolhemos∆a = ∆ϕ = 5× 10−3.

As condições de contorno (6) impõem que a função de ondado Universo se anule em
a = 0 e ema → ∞, garantindo que ela seja bem definida em todo o espaço, até mesmo
quando a tri-esfera se degenera (ou seja, quandoa = 0). Em um tratamento numérico, no
entanto, é necessário escolher onde será localizado o “infinito” numérico em nosso modelo,
de tal maneira que esta tenda a zero suavemente para algum valor dea e ϕ, após atravessar a
barreira de potencial. Desta forma, o posicionamento do “infinito”, pode variar de acordo com
o modelo [Monerat et al, 2019, Monerat et al, 2021a, Monerat et al, 2021b, Rocha et al, 2022].
Paraa > 1.5 e |ϕ| > 2.5, o potencial efetivo (2) não exibe uma barreira de potencialpositiva;
portanto, para o caso tratado neste artigo, pode-se definir um valores “infinitos” para as variáveis
espaciais como sendoa = 30 e ϕ = 10, pois descrevem pontos suficientemente distantes da
barreira. Consideramos tambémNa = 6000 eNϕ = 4000.

A Fig. 2 mostra a evolução de|Ψ|2, a partir de sua configuração inicial. (Não colocamos
os eixos na escala do “infinito” para ter uma visibilidade melhor da função.) Os pontos foram
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gerados de acordo como a precisão requerida para as diferenças finitas, e valores inferiores a
10−20 foram omitidos. Para a fixação dos valores deEa eEφ, impõem-se que a energia cinética
(Ea−Eϕ) tenha valor um pouco menor do que a energia potencial máxima da barreiraVef = 1.5;
tendo isso em vista, tomamosEa = 5.498 eEϕ = 4. Podemos ver que a granulação de pontos
fornece um bom contorno para|Ψ|2.

Após a definição dos valores dos parâmetros do sistema, oalgoritmo de resolução do sistema
linear é executado.́E importante observar que o vetorΨ (cujas componentes são os valores da
funçãoΨ em todos os pontos do domı́nio considerado) possui dimensãoNa×Nϕ; no caso aqui
apresentado, temos 24.000.000 pontos. A matrizM e B, são matrizes esparsas, cujas linhas
têm no máximo 5 elementos não nulos. (Tipicamente, dois valoresra, dois valores derϕ e um
valormij oubij .) Deste modo, a utilização de um algoritmo para matrizes esparsas fornece uma
alocação no espaçoP(Na ×Nϕ).

A escolha do algoritmo de Gradientes Conjugados para a soluc¸ão do sistema linear baseou-
se na sua rápida convergência. A evolução para um passo temporal∆τ é determinada após
O(Na ×Nϕ) operações . São necessárias, portanto,NτO(Na ×Nϕ) iterações para atingir-se o
valor deτ final desejado. No presente trabalho, utilizamosτ = 1 eNτ = 2000.

A resolução do sistema certamente se beneficiaria de um algoritmo eficiente e paralelizado.
No entanto, a paralelização da evolução temporal é obstada pela dependência deΨn+1 em
relação aΨn. Por esse motivo, as iterações emτ devem ser realizadas de forma sequencial,
restando assim a paralelização do algoritmo dos Gradientes Conjugados, a cada instanteτ , à
resolução da equação (21).

Outro problema marcante é o volume de dados gerados, pois a cada instanteτ gera-se um
vetorΨ em que cada componente assume um valor complexo (ou seja, requer dois valores de
ponto flutuante). Gerar figuras que demonstram a evolução de |Ψ|2 impõe um alto custo de
armazenamento.

4. RESULTADOS

O primeiro resultado importante obtido foi o da conservaç˜ao da norma da função de

onda,
∫ a∞

a0

∫ ϕ∞

ϕ−∞

Ψ∗Ψ dϕda = 1. Ou seja, como|Ψ|2 = Ψ∗Ψ representa a distribuição da

probabilidade de existência do universo, a probabilidadetotal em toda a sua extensão é igual a
1, para qualquer valor deτ . A partir do instante inicialτ = 0, em que foi proposto um Universo
localizado, próximo aoBig Bang, espera-se que ocorra uma expansão do mesmo conformeτ
evolui; isso pode ser visto na Fig. 2, que mostra a evoluçãoda função de onda em relação ao
fator de escalaa e ao campo escalarϕ. Pode-se observar que parte da função de onda ultrapassa
a barreira de potencial. A Fig. 3 mostra a secção das superfı́cies da Fig.2 com o planoϕ = 0.
A Fig. 4 detalha a figura anterior, evidenciando que a função de onda atravessa a barreira de
potencial, um resultado importante que era buscado.

5. CONCLUSÃO

O método aplicado permitiu a quantização do modelo, fornecendo soluções de norma finita
e definidas em todo espaço, até mesmo quando o fator de escala vai a zero, indicando a ausência
de qualquer singularidade no modelo em nı́vel quântico. Foi possı́vel ainda observar que uma
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Figura 2: Evolução da distribuição de probabilidade|Ψ|2 como função dea eϕ, para diferentes valores
deτ : a) τ = 0; b) τ = 0.4; c) τ = 0.8 O Potencial efetivo é mostrado em magenta e a função de onda
em verde.

Figura 3: Evolução da distribuição de probabilidade|Ψ|2 como função dea, comϕ = 0, para diferentes
valores deτ : a) τ = 0; b) τ = 0.4; c) τ = 0.8. O potencial efetivo aparece em magenta e a função de
onda em verde.

parte da função de onda do universo consegue atravessar o potencial e propagar-se à direita da
barreira, indicando a possibilidade do Universo surgir classicamente.

Este modelo pode ser aprofundado extendendo-se o valor finalde τ e mesmo simulando
novos valores param, Λ e para as energiasEa eEϕ. Um possı́vel trabalho futuro é a verificação
se os resultados obtidos confirmariam o comportamento esperado após a Era de Planck.
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ALGORITHM BASED ON CRANK-NICOLSON(2 + 1) METHOD TO FIND SOLUTIONS
TO THE WHEELER-DEWITT EQUATION

Abstract. In this work, we study the Wheeler-DeWitt equation (WDW), which is important for
the investigation of quantum effects in the primordial Universe, for the Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) cosmological model with positive curvature, ascalar field conformally coupled
to gravity, and a radiation fluid. We aim to numerically determine the solution, in a case
study, of the WDW equation (the wave function of the Universe) by applying the Crank-Nicolson
method in D=(2+1) dimensions. From the solution, we calculate the expected value of the scale
factor. This enables us to obtain well-defined wave packet solutions, even ata = 0, which
implies the elimination of the singularity in the classicalmodel.

Keywords: Quantum Cosmology, The Crank-Nicolson (2+1) method, scalar fields , Wheeler-
DeWitt equation
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