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Resumo. O presente trabalho tem como objetivo a estimativa do fluxo de calor de contorno com
variag¢do espacial em um problema de escoamento laminar em placas paralelas. O problema
direto, resolvido através de uma rotina implementada no Wolfram Mathematica e do método de
diferencas finitas, envolve o aquecimento de uma das placas através de um fluxo de calor, tendo
como interesse o comportamento da temperatura através do escoamento. O problema inverso
foi resolvido com o Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov dentro de uma abordagem
Bayesiana, implementado através do algoritmo de Metropolis-Hastings. A solugdo inversa
consistiu na estimativa do fluxo de calor com variagcdo espacial, sendo conhecidas as medidas
de temperatura. A técnica foi capaz de estimar as fungoes do fluxo de calor, em dois exemplos,
a partir de medigoes simuladas de temperatura.

Palavras-chave: Problema Inverso, Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC), Convecgdo,
Fluxo de calor de Contorno

1. INTRODUCAO

A anélise dos problemas inversos em transferéncia de calor di-se geralmente através da
determinacdo de propriedades ou func¢des por meio de medi¢cdes de temperatura ou fluxo
de calor. Tipicamente trata-se da estimativa de propriedades fisicas, geométricas ou de
contorno que aparecem nas equagoes de adveccao-difusdo de calor. Esse tipo de abordagem
¢ amplamente utilizado para a solucdo de problemas em diversas dreas, desde problemas de
condugio, conveccio e radiacdo (Orlande et al., 2011; Orlande, 2012; Ozisik & Orlande, 2021).

Diversos artigos envolvendo a solucdo desse tipo de problema apareceram na literatura,
sendo que a maioria envolve a convecgao forcada dentro de tubos ou canais com calor de parede
desconhecido (Huang & Ozisik, 1992; Colago & Orlande, 2001), ou condicdes de entrada
desconhecidas (Liu & Ozisik, 1996). Grande parte desses artigos estuda casos de convecgio
forcada, porém, existem também trabalhos onde se considera conveccdo natural, como é o
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caso do trabalho de Colago & Orlande (2004), onde os autores estimaram o fluxo de calor
em cavidades de formato irregular.

Recentemente, muitos trabalhos tem utilizado abordagem Bayesiana na solucdo de
problemas inversos, especialmente em problemas de conducao de calor ou biotransferéncia de
calor. Majoritariamente nos problemas envolvendo convecg¢ao, a inferéncia Bayesiana tem sido
aplicada apenas na estimativa de parametros. Neste trabalho, entretanto, serd usado o método
de Monte Carlo via Cadeia de Markov para solucionar o problema inverso de conveccdo forcada
e, com isso, determinar o fluxo de calor de parede com variagao espacial para um escoamento
laminar dentro de um duto de placas paralelas. Desta forma, propde-se neste trabalho, aplicar o
método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) na estimativa de uma func¢ao espacial
do fluxo de calor de contorno, em um problema de escoamento.

2. PROBLEMA DIRETO

Neste trabalho serd considerado um problema de conveccao forcada em um escoamento
laminar entre placas paralelas hidrodinamicamente desenvolvido e termicamente em
desenvolvimento. Considera-se ainda que o fluxo de calor seja conhecido e igual a ¢(x) em
y = L e zero (0) em y = 0 e que o perfil de temperatura de entrada do fluido no tubo seja
T, (Incropera et al., 2014; Huang & Ozisik, 1992). A Fig. 1 representa esquematicamente o
problema em questao.

y Fonte de Calor desconhecida q(x)

I R

Isolado

Figura 1- Figura esquematizada do problema fisico.

Assumindo ainda que as propriedades fisicas sdo constantes, a dissipagdo viscosa,
convecgdo livre e efeitos de conducao axial despreziveis, a formulacdo matemaética para este
problema de convecgdo forcada em estado estaciondrio € dada por (Huang & Ozisik, 1992):

0T (x,y) 0T (. y)
ka—yQ —U(y)pCpT, para 0<y<L el0<x<b (1)

Com as seguintes condi¢des de contorno:

T (z,y)

5 =0, para y =0 2)
Y
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k%ﬁfj’y) =q(z), paray=1L 3)
T(x,y) = T, para x =0 4)

onde ¢(z) é o fluxo de calor, k a condutividade térmica, C,, o calor especifico, p é a massa
especifica do fluido e Tj é a temperatura de entrada do fluido. O perfil de velocidades u(y) é
dado por (Huang & Ozisik, 1992):

u(y) = Gun <1 - %) 5)

onde u,,, é a velocidade média.

Neste caso, o problema representado pelas equacdes acima, serd obtido com o Método
de Diferencas Finitas explicito. Cada termo diferencial da Eq. (1) serd aproximado por
expansoes em séries de Taylor, convertendo-a, assim, em um sistema de equacdes algébricas.
Utilizando aproximagdes de segunda ordem para y e de primeira ordem para x, sdo realizadas
as discretizagdes indicadas pelas Eqs. (6) e (7) (Pletcher, Tannehill & Anderson; Chapra &
Canale, 2016).

i

°T(x,y)| _ Tij-1— 2055+ Tijn ©)
gy* | Ay? ’
J
€
T (x,y) i Tiv1;— T
% Rz 2 7
or | AV )
J

onde ¢ € referente a um ponto discreto de x, com ¢ = 1,2,3,..., N,, e j € um ponto discreto
dey,comj = 1,2,3,..., Ny, sendo N, e N, o nimero de divisdes em x € ¥, respectivamente.
Substituindo as Egs. (6) e (7) na Eq. (1), obtém-se a equagao discretizada explicitamente, que,
isolando os termos com ¢ + 1 é dada por:

kAz

Tiv1;= m(ﬂ,jﬂ — 2T+ T, j11), ®)
5J p

com as condi¢des de contorno

T =T, para ¢ > 1 )
2A
Tin, =T;; + qu’NyTy, para ¢ > 1 (10)
e
T); =1Typ. paratodoje i=1 (11D

Nas Eqgs. 8 a 11, g4 é o fluxo de calor discreto e U é a velocidade discreta. Como se trata
de uma aproximagdo explicita, a condi¢do de estabilidade € dada por (Pletcher, Tannehill &
Anderson; Chapra & Canale, 2016):

U 1,5 pC
Ax < —; . i
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A partir das Eqgs. (8) a (11), obtém-se os valores de temperatura em cada ponto. Em seguida,
sdo acrescentados ruidos aleatdrios a esses valores de forma a simular as medidas experimentais
de temperatura que serdo empregadas na estimativa do fluxo de calor. Para evitar o crime
inverso, na solu¢do do problema inverso, a solu¢do das equagdes diferenciais parciais dadas
pelas Egs. (1) a (4) foram obtidas utilizando a rotina NDSolve, escolhendo como método de
solu¢@o o método dos elementos finitos.

3. PROBLEMA INVERSO

Para a solu¢do do problema inverso proposto foi considerado a utilizagdo do método de
Inferéncia Bayesiana de Monte Carlo via Cadeia de Markov. A Inferéncia Bayesiana ¢ um
método de inferéncia estatistica que consiste na utilizacdo de toda a informacgao disponivel a
priori no intuito de reduzir a incerteza em problemas de tomada de decisdo. O Teorema de
Bayes pode ser descrito como (Orlande et al., 2011; Orlande, 2012; Castello & Ritto, 2016;
Ozisik & Orlande, 2021):

Tprior (P) ﬂ-(Y | P)

T posterior (P) — 7T(P|Y) - W(Y) )

(13)

onde P representa os parametros do problema, Y contém as temperaturas medidas
experimentalmente, Tposterior (P) é densidade posterior de probabilidade, Tprior (P) € a densidade
de probabilidade a priori dos parimetros e w(Y|P) é a fun¢do de verossimilhanca. O
denominador 7(Y) é a densidade de probabilidade marginal das medi¢des que desempenha
o papel de uma constante de normalizacdo (Orlande et al., 2011; Orlande, 2012; Castello &
Ritto, 2016; Ozisik & Orlande, 2021).

Considerando os erros de medicio como sendo varidveis aleatorias gaussianas, com
média zero e matriz de covariancia, aditivas e independentes dos parametros P, a funcao de
verossimilhanga pode ser representada por (Orlande et al., 2011; Orlande, 2012; Ozisik &
Orlande, 2021):

m(Y|P) = (2m)"WPW-1/2 exp { — %[Y — T(P)"W Y — T(P)]}. (14)

A informacao a priori utilizada foi a Gaussiana, cujo modelo € dado por:

1
7T-Prior(P) = (QW)_(N/2)V_(1/2) exXp |:_ 5

(P - “priar)TV_l[P - ﬂ/prior):| . (15)

O algoritmo MCMC utilizado foi o Metropolis-Hastings cuja implementacdo se inicia com
a selecdo de uma distribui¢do q(P*, P(t’l)) que € usada para gerar um novo candidato P* dado
o estado atual P~ da cadeia de Markov. O algoritmo de Metropolis-Hasting é implementado
a partir da repeti¢ao dos seguintes passos (Orlande et al., 2011):

1. Selecione um candidato P* da distribuicio de movimentacdo ¢(P*, P¢~1));
2. Calcule:

T(P*Y)g(P" V. P) T
r(PUV]Y)q(P*, POY) |7

(16)

B =min|l1,
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3. Gere um ntimero aleatério U com distribui¢do uniforme em (0, 1);
4. Se U < f3, definir P! = P*; Caso contrério, definir P' = P(t — 1);
5. Retorne ao passo 1 para gerar a sequéncia [P*, P>, P?, ... P"].

Métodos de solugdo como o MCMC tem como principal vantagem a possibilidade de utilizar
informagdes a priori sobre os parametros e funcdes a serem estimados e principalmente levam
em conta, de forma natural, a andlise de incertezas inerentes as solu¢des obtidas. Assim, no
método MCMC, obtém-se amostras da distribuicdo a posteriori de tal forma que a andlise
sob incerteza pode ser realizada naturalmente (Orlande et al., 2011; Ozisik & Orlande, 2021).
Além do MCMC, informacgdes a priori podem ser utilizadas em outras metodologias, como no
método MAP (maximum a posteriori probability), mas que apenas geram solu¢des pontuais da
posteriori e ndo amostrar estatisticas da mesma (Ozisik & Orlande, 2021).

4. RESULTADOS

Considera-se que o fluido entra no duto em z = 0 com uma temperatura uniforme 7§.
Em x > 0, a parede superior do duto é sujeita a um fluxo de calor ¢(z) desconhecido
enquanto a parede inferior esta isolada, como esta ilustrado na Fig. 1. Foram considerados
dois exemplos: no primeiro uma variagdo espacial senoidal do fluxo de calor e no segundo
uma variacdo espacial triangular do fluxo de calor. Para todos os casos foi considerado a
simulacao de medi¢des de temperatura por meio da adi¢do de ruidos, supostamente gaussianos
com média zero e desvio padrdo conhecidos na solucdo obtida dos problemas diretos. Esta
abordagem tipicamente € utilizada para verificagdo do problema inverso, uma vez que os ruidos
experimentais supostos sdo controlados e o perfil exato € conhecido e, portanto, os resultados
no problema inverso podem ser avaliados em relacdo a estes perfis.

4.1 Exemplo 1

O fluido com temperatura 7y = 20 ° C escoa entre duas placas paralelas com comprimento
b = 1,6 m e as paredes separadas por uma distancia L = 0,01 m. Os sensores estdo localizados
na posi¢io y; = 0,009 m. A varia¢do espacial do fluxo de calor em W/m? ¢ dada pela Eq, (17),
representado uma variagdo senoidal.

q(x) = 7000 + 3000 sin <%ﬂ') (17)
;

Para solucionar o problema direto com diferencas finitas explicito, foi considerado um
incremento espacial Az = 2,0 x 107* me Ay = 1,2 x 10~* m, atendendo a condi¢io de
estabilidade do método selecionado. As propriedades do fluido sdo dadas com p = 840 kg/m?,
k = 0,137 W/(mK) e C,, = 2200 J/(kgK). Um nivel de ruido aleatério com desvio padrdo
o = 0, 5 fo1 adicionado a temperatura exata obtida na solucao do problema inverso para simular
a temperatura medidas, através de uma Distribui¢do Normal, com média zero e desvio padrdao
.

Ja para a solu¢do do problema inverso foram utilizados dois casos, variando o ndmero de
sensores entre eles, sendo o primeiro caso com o distanciamento entre os sensores de 10 cm
(Az, = 0,1), enquanto no outro foi considerado o distanciamento de 1 cm (Axz; = 0,01).
Em ambos os casos foi considerado uma estimativa inicial de 1000 W/m? e uma distribui¢io
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uniforme para a geracdo de candidatos com média zero e desvio padrio o, = 50 W/m?. A priori
gaussiana, para o Exemplo 1, foi considerada com média 7000 W/m? e desvio padrio o, = 500
W/m? para ambas quantidades de sensores.

Assim, sendo solucionado o problema, foi comparado o desenvolvimento e convergéncia
das cadeias de Markov geradas em z = 0,5 m, conforme a Fig. 2, considerando os seguintes
estados para a convergéncia da cadeia de Markov: 8000 estados para Az, = 0,1, e 10000
estados para Az, = 0,01. E possivel observar que no maior nimero de sensores ocorre
oscilagdes maiores, com médias de 8715, 78 W/m? e desvio padrio 483,11 W/m?, do que o
caso com o nimero menor de sensores, apresentando média de 9034, 71 W/m? com desvio
padrdo 341,00 W/m?. A Fig. 3 mostra o comportamento do fluxo de calor estimado, fluxo
de calor exato e da média da priori gaussiana ao longo do eixo x, considerando os estados de
aquecimento citados acima. Importante notar, que a distribuicdo a priori, embora seja gaussiana,
¢é considerada uma priori vaga, ja que o valor do desvio padrdo considerado é muito alto. Além
disso, a média desta priori estd fixada em um valor constante, e desta forma permite que o perfil
a ser estimado possa ser recuperado. Outras priores podem ainda ser testadas futuramente.

x=0,5m x=0,5 m
10000 F ' ! ‘ ] 10000 F ! ! ‘ ]
o Wiapoeh |~
= 8000} ] & 8000f W
= =
5 6000f 5 6000f
2 4000f 8 4000}
=] b o L
Z ! %
£ 20000 2 2000f
ok \ \ \ 3 0k ‘ ‘ ‘ _
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000
Cadeia de Markov Cadeia de Markov
(a) Com espacamento dos sensores de 10 cm. (b) Com espagamento dos sensores de 1 cm.
Figura 2- Desenvolvimento da Cadeia de Markov em z = 0,5 m no Exemplo 1.
Fluxo exato — Fluxo estimado Média Priori — Fluxo exato — Fluxo estimado Média Priori
12000 ‘ ‘ _ 12000
& 10000f ] & 10000 ]
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3 6000 \/ 3 6000+ 1
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2 . . . . 2000+ ' . '
%0 0.3 L0 L5 0.0 05 L0 L5
Posi¢do x (m) Posigdo x (m)
(a) Com espacamento dos sensores de 10 cm. (b) Com espagamento dos sensores de 1 cm.

Figura 3- Fluxo de Calor estimado do Exemplo 1.
4.2 Exemplo 2

O segundo exemplo, utiliza uma variagao triangular do fluxo de calor com variagdo espacial,
dada pela Eq. (18). Este exemplo, do ponto de vista do problema inverso é considerado mais
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desafiador por ndo ser uma fun¢do suavizada.

3000 + 8750 se 0<z<b/2
q(x) = (18)
10000 — 8750(z — 0,8) se b/2 <z <b

O problema direto foi solucionado de acordo com as especificacdes mencionadas no
Exemplo 1. O problema inverso foi solucionado utilizando os mesmos casos propostos
no primeiro exemplo, utilizando a mesma estimativa inicial e distribuicdo para geracdo de
candidatos. Foi utilizada uma distribuicao a priori pouco informativa, gaussiana, com a média
de 6500 W/m? e com desvio padrdo de 500 W/m?. E importante notar que a mesma condi¢io
inicial e a mesma densidade de probabilidade a priori permitiram a estimativa dos dois perfis
de fluxo de calor, mesmo sendo informagdes a priori vagas cujo e que ndo impdem portanto a
forma funcional do fluxo de calor, mas apenas consideram a ordem de grandeza aproximada do
mesmo, o que mostra que o método aplicado € robusto na estimativa de diferentes perfis € 0 uso
desta priori permite regularizacdo suficientemente para obtengdo dos diferentes perfis de fluxo
de calor estudados.

A Fig. 4 mostra o desenvolvimento da cadeia de Markov em = = 0,3 m, onde é possivel
observar que no caso contendo maior nimero de sensores (Ax, = 0,01) a cadeia de Markov
converge mais tardiamente e possui maiores oscilacdes quando comparadas ao caso de menor
nimero de sensores (Az; = 0,1). A Fig. 5 mostra uma comparacio entre os fluxos estimados,
fluxo exato e a média da priori gaussiana para os casos de menor e maior nimero de sensores,
respectivamente.

x=0,3 m x=0,3 m
2000 , ‘ i} : : : : g
7000 F MM\N 1
~ 6000+ 1 I ]
% WWW £ 6000F ! W% MM‘
z 2000¢ | ] 2 5000¢ o /
S 4000¢ f ] < 4000 1"/" ]
o Q ]
» 30007 2 3000F ]
% 2000 / 2 2000 :
= 1000F = 1000tf
0k ‘ ‘ | E 0k, ‘ | ‘ g
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000
Cadeia de Markov Cadeia de Markov
(a) Com espacamento dos sensores de 10 cm. (b) Com espacamento dos sensores de 1 cm.

Figura 4- Desenvolvimento da Cadeia de Markov em z = 0, 3 m no Exemplo 2.
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Figura 5- Fluxo de Calor estimado do Exemplo 2.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi aplicado do método de Monte Carlo via Cadeia de Markov utilizando o
algoritmo de Metropolis-Hasting para a solu¢do a estimativa do fluxo de calor em um problema
de escoamento em placas paralelas. Dois diferentes perfis para o fluxo de calor com variagcdo
foram examinados, um senoidal e o outro triangular, bem como dois diferentes nimeros de
sensores. Os resultados obtidos através da simulacdo da temperatura, permitiram a estimativa
de funcdes que representam bem os respectivos fluxos de calor. Foi possivel observar ainda
que para maiores nimeros de parametros a serem estimados, na decomposicao da fun¢do a ser
estimada, haverd maiores oscilagdes nas cadeias de Markov.
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HEAT FLOW ESTIMATION IN PARALLEL PLATES WITH LAMINAR FLOW VIA
BAYESIAN INFERENCE

Abstract. The present work aims to estimate the boundary heat flux with spatial variation
in a laminar flow problem in parallel plates. The direct problem, solved through a routine
implemented in Wolfram Mathematica and the finite difference method, involves heating one
of the plates through a heat flux, having as interest the temperature behavior through the
flow. The inverse problem was solved with the Monte Carlo Method via Markov Chain within
a Bayesian approach, implemented through the Metropolis-Hastings algorithm. The inverse
solution estimated the heat flux with spatial variation, with the temperature measurements being
known. In two examples, the technique could estimate the heat flux functions from simulated
temperature measurements.

Keywords: Inverse Problem, Markov chain Monte Carlo (MCMC), Convection, Contour Heat
Flow
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