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Resumo: O presente trabalho aborda o conhecimento da Matemética utilizado pelo aleméo
astrbnomo e matematico Johannes Kepler, que serviram de base para o seu estudo
astrondmico, ao fundamentar suas leis universais no século XVII, e tendo esse trabalho o
objetivo de oferecer ao aluno do ensino médio uma proposta inovadora que contempla o
estudo algébrico e geométrico dessas leis, através de suas deducdes matematicas, com o
auxilio do conhecimento da Fisica, bem como a utilizacdo do software matematico
gratuito GeoGebra, servindo como ferramenta facilitadora da aprendizagem desse
contedo na Fisica. Sdo simulacbes ilustrativas que o GeoGebra nos auxilia para
desenvolver tanto a algebra quanto a geometria nas trés leis de Kepler. E para garantir o
sucesso dessa atividade é necessario que a escola disponha de um laboratério de
informética educativa (LIED) para que o professor venha desenvolver com os alunos,
tanto a manipulacdo do software mateméatico quanto o desenvolvimento do ludico no
processo de ensino e aprendizagem.
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INTRODUCAO

A necessidade dessa proposta metodoldgica MATERIAL E METODOS

parte da dificuldade encontrada pelos alunos do
ensino médio, ao assimilar o estudo das cdnicas em
Geometria Analitica, e consequentemente, na Fisica,
quando eles se deparam com as leis da mecanica
celeste imposta por Johannes Kepler, onde as conicas
servem de base para a anélise dedutiva dessas leis.

Dessa forma, apresentamos como iniciativa
didética, nas aulas de Matematica e Fisica, uma
ferramenta que possa auxiliar na compreensdo e
entendimento desse tépico matematico - o
GeoGebra.

O Geogebra é um software matematico gratuito
gue nos possibilita de realizar uma infinidade de
construgdes geométricas com auxilios de pontos,
retas, poligonos, dentre outros, além de expor em
uma mesma interface o dinamismo da figura
geométrica em 2D ou 3D, bem como a leitura
algébrica de um mesmo problema matematico.

Ao darmos destaque ao estudo Kepler no século
XVII, levamos o aluno a compreender que, através
de suas bases matematicas e astrondmicas, Kepler
provocou uma revolucdo cientifica na historia da
Astronomia, devido ao rompimento com o sistema
geocéntrico de Claudio Ptolomeu, que antes era
defendido pela sociedade cientifica e pela Igreja.
Suas leis sao aceitas até hoje na Astronomia e servem
de suporte para calcular o periodo e o raio da Orbita
de um corpo celeste, mesmo que ele nao faga parte
do nosso Sistema Solar.
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No estudo das leis astrondmicas verifica-se a
importdncia de utilizar uma deducdo clara e
compreensivel, que alcance o entendimento do aluno
do ensino médio.

O método dedutivo esta pautado nos
conhecimentos da geometria e da é&lgebra,
possibilitando ao aluno de comprovar os célculos e
ao mesmo tempo simular situagdes-problema, através
do software de matematica dindmica, GeoGebra.

A metodologia que o professor pode
disponibilizar para os alunos, deve partir de um
laboratorio de informatica educativa (LIED), afim de
que os alunos participem de minicursos para poder se
familiarizar com o software matematico que, além de
sua instalac&o ser de fécil acesso, é gratuito.

Mas para que os resultados sejam satisfatorios, é
necessario que o conhega 0s conceitos e formulas que
regem o assunto abordado para posteriormente testa-
los nos simuladores criados no GeoGebra.

1. AS LEIS DE KEPLER

O astrbnomo e matematico alemdo Johannes
Kepler (1571 - 1630) tornou-se discipulo do
astrénomo dinamarqués Tycho Brahe para corroborar
as suas teorias cientificas, no que diz respeito ao
sistema heliocéntrico defendido pelo astrénomo e
matematico polonés Nicolau Copérnico no século
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XVI. E ao estudar a drbita de Marte por cerca de 4a2 —4.c? = 4ap — 4.p.c.cosB ©)
trinta anos, pdde elaborar as trés leis da mecénica Entdo dividimos a expresséo (7) por 4, ficando:
celeste. S3o elas: Primeira Lei (Lei das Orbitas), a? —c? = p(a — c.cosb). 8)
Segunda Lei (Lei das Areas) e Terceira Lei (Lei dos Se a2 — ¢% = b2, entio:
Periodos). e
pP= a—c.cosf’ (9)
1.1. Primeira Lei de Kepler Ao dividir a expressao (9) p2or a, fica;
b
Os anos de 1608 e 1609 foram importantes para p=1 (10)

Kepler estudar a distancia entre o Sol e Marte e

. e _ A
passar chegar a concluir que 6rbita de Marte deveria Considerando que —- = k (parametro de Kepler),

ser uma elipse. Entdo ele se baseia nas cénicas do entdo temos que a equacdo geral das conicas é

matematico e astronomo grego Apoldnio de Perga do definida por:

século Il a.C, servindo de alicerce para Kepler - _k (12)
P 1-e.cos@

explicar as Orbitas dos corpos celestes. E depois de
varias tentativas errneas, ele parte de um estudo
trigonométrico, conforme a figura a seguir, para
desenvolver a 12 lei, conhecida por Lei das Orbitas.

Generalizando, as secbes conicas podem ser
descritas pela equagdo acima, que para surpresa de
Kepler, essa primeira lei satisfaz ndo so elipses,
¥ como também circunferéncias, hipérboles e
pardbolas, de acordo com os valores que e ir4

o) ’ assumir.

e No caso da elipse e < 1. S8o as orbitas da
8 T~ s Lua e dos pla_netas; _
F 2 F x No caso da circunferéncia: e = 0. S0 as
l Orbitas dos satélites artificiais;
No caso da pardbola: e = 1. S&o as Orbitas
dos cometas e asteroides;
No caso da hipérbole: e > 1. S&0 0s voos
Figura 1. Distancia entre P € F’ na elipse. planetarios que utilizam a gravidade
assistida.

A partir do longo estudo pela drbita de Marte,
Kepler entdo generaliza e descreve sua primeira lei
astrondbmica através de uma carta a um amigo
tedlogo e astrénomo alemdo, conhecido por David

2a

Kepler, entdo, deduz a equacdo polar das
cbnicas, através do estudo de uma elipse, para a
determinacdo do raio vetor (p). Sabendo-se que a
elipse € um conjunto de pontos equidistantes de dois Fabricius, afirmando: “Todos os planetas do
focos F (lugar geométrico do Sol) e F” separados pela Sistema Solar descrevem uma 6rbita eliptica em
distancia focal 2. ¢, onde a é o semieixo maior e e é torno do Sol, e este ocupa um dos focos dessa
a excentricidade (e = E) Ele adota um ponto elipse”.
qualquer P(x,y) na elipse, onde se encontra neste
instante um corpo celeste que pode ser dado por P(

p, 6) e 8 é conhecido por anomalia verdadeira. Bem
como ¢ ¢é a distancia entre P e F°, e b € 0 semieixo

1.2. Segunda Lei de Kepler

Kepler ja estava conformado que s6 a
Matematica ndo era suficiente para explicar a érbita

menor. : -
Pela lei cossenos no triangulo APF’F, tem-se oval dos pl_anetas, € que ha_verla uma explicagdo de
. cunho eminentemente fisico para os resultados
que: : R - .
2 2 9 obtidos. Foi dai que ele utilizou a grandeza fisica
9=y "‘_(2- ) =2p.(2c).cos6 (1) momento angular para desenvolver a 2* lei
Entdo, tem-se que: denominada Lei das Areas.

2_ 2 2 -
@°=p° +4.c —4.pccosh ) O momento angular (L) é uma constante dada
pelo produto vetorial entre o raio vetor (r)e o

Pela definicio da elipse tem-se que: momento linear (p). Algebricamente, tem-se que:

@+ p = 2a. 3 =
Ficando entdo © . L=rxp. @
@ =2a—p. (4) Mas p € dado pelo entre a massa do corpo mais leve
Substituindo (4) em (2), vem: (m) e sua velocidade (7). Ou seja,
(2a—p)?=p?>+4.a*.c*—4.p.c.cosf  (5) p=mxu. )
Desenvolvendo o quadrado da diferenga, fica: Logo:
4a®> —4ap +p* = p* +4.¢* —4.p.c.cosb. (6) L=mx7Tx7 3)

Se
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De acordo com a figura a seguir, iremos deduzir v
tal Lei. Pi3y)

i P
L\e
ET\ \9 2b
F1 a.e a.e FZ x

r e h

k Vg \UAtsenf

N VA7 2a

Figura 2. Raio vetor varrendo uma area na elipse.

Considera-se dr o deslocamento linear dado por:
dr = v.At.senf 4)

Se 6 tende ag , entdo: senf = sen% =1.

Como a érea delimitada (AA4) na figura 2 é um

Figura 3. Elipse em coordenadas cartesianas.

Kepler utiliza, entdo, o teorema de Pitagoras e
dispde de duas equagdes:

,a2 =(x+a 3)2 + y2 1)

o’ =(x—ae)+y @)

Ao subtrair as duas equagdes tem-se que
p2 - (pz = (x + a. 3)2 +}*2 - ((x - a. 3)2 +}’2)

tridngulo, entéo: 3)
1 = . ~
Ad =, [7"x dr| (5) No desenvolvimento dessa equagdo chega-se em:
Substituindo (4) em (5), fica: PP — ¢’ =4aex Masp=2a—o. 4)
AA = % |7 x 7. At. senf| (6) Entéo, desen\éolvendo essa equagdo, obtén-se:

Assim, tem-se que V+x.(1-€)=d.(1-¢). )
5~ 5 L Em uma elipse temos a seguinte relacéo
rxv=-_—- (7) pitagdrica:

Dai vem: ) b? = &% (1—€%). (6)

AA = % ‘i_m‘. ®) Ao substituir (6) em (5) fica:
m N P e 7

Logo: y=gvar—xn @)
b4 _ L ©) A éarea de uma elipse € dada por:

At 2m A=ma.b. (8)

Kepler mostra que L e m sdo constantes do

. ~ A4, . .
movimento. E a razéo ¢ denominada de velocidade
areal (ou areolar) do planeta, que corresponde a area

Se considerarmos que a resultante centripeta

(ﬁCTp) do planeta € a forca gravitacional (ﬁcw),
onde:

varrida pelo raio vetor que une o planeta ao Sol por ﬁmg = 9)
intervalo de tempo. . M
Dessa forma, Kepler denomina sua segunda lei Foyr = 7z (10)
como Lei das Areas e a publica em 1609, afirmando , entdo:
que: “O raio vetor (segmento de reta que liga um it GMam
planeta ao Sol) “varre” areas iguais em intervalos = (11)
de tempos iguais™. Assim tem-se que: ’ ’
=2 G.M
1.3. Terceira Lei de Kepler vE (12)
Pela defini¢do de momento angular, tem-se que:
Depois de 10 anos da elaboragdo das duas L=mxrxi (13)
primeiras leis, ou seja, em 1619, Kepler busca uma Para: 7 = p, ento:
harmonia em seus estudos e publica a sua terceira lei 2
astrondbmica. Essa lei é conhecida por Lei dos = GM.p. (14)
Periodos. Seu estudo se da pela avalicdo das Na primeira lei de Kepler, obteve-se que:
coordenadas cartesianas da elipse formada por um p= K (15)
planeta que situa no ponto P (x, y) e o Sol se encontra ou 1-e.cos6
no foco F», conforme a figura 3. a(1-€?)
P= 1-e.cos@ (16)
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Sabe-se que p esta em funcdo de &. Ao considerar
que 8 = 90°, tem-se que cos90° = 0. Entéo:

p=a(l—e?). an
Agora fazemos:
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42 (@ e
L_ = G.M. a. (1 _ 62) (18) \A;ms;-snuo:qbufmmmstuunm
e | DEEESOEN =
Na segunda lei de kepler, obteve-se que: T [ e
I Funglo Masga () filn o1 oOv (O~
ﬂ_ﬂ _ i (19) @ f(x) =75x (x>0) 7S E =
At - 2m’ . 0:0“;“-(2“15.551) ° -i '"”“”7 mm'“ Lt TIBC
Desenvolvendo a equacéo anterior chegamos o vmos s I
Teso 4 massas 61 289 039 75 4

em:
4047

187 025 75
101 013 75

=

C1="razdo"

alo|e|~]olofs]wls]s

G.Ma(l-e?)="" (20) S i
Sabendo-se que AA = A (area da elipse), entdo: S e
ﬁ . ﬁ 21 Entrada ' :
a3 GM (21)

Essa relacdo harmonica diz respeito a tabela 1, que
denota a constante mostrada na equag&o (21),
tratando apenas dos planetas do Sistema Solar que
eram conhecidos até o tempo de Johannes Kepler.

Semieixo

Periodo de
revolucao

maior da
Pl t
anets érbita

T (anos) a (U.4)

Figura 4. Interface do GeoGebra atendendo o tripé da
Matemética

2.1. Simulacdo da equacgdo geral das cdnicas no
geoGebra

O simulador permite com que o aluno altere o
semieixo maior (@), a excentricidade (e) e o angulo 0,
para determinar o raio-vetor (p), que é a distancia

Tabela 1. Dados de periodo e raio médio para os 6
planetas

A terceira lei estabelece o seguinte: O quadrado
do periodo de revolucdo de um planeta ao redor
do Sol é proporcional ao cubo do semieixo maior
da elipse que representa a Orbita do planeta.

2. APLICACOES NO GEOGEBRA

O GeoGebra é um software que foi criado pelo
austriaco Markus Hohenwarter embaseado em 2001
na linguagem Java. Com ele, o aluno terd a
possibilidade de desenvolver o ladico, através da
criacdo de simuladores.

O GeoGebra nos possibilita de executarmos uma
situagdo-problema em Matemética, onde as janelas
de visualizacdo podem nos mostrar simultaneamente
o tripé matematico: algebra, geometria e aritmética.

E a intradisciplinaridade, que pode facilitar a
percepgdo dos significados dos conceitos, valorizar
as semelhancas de cada ramificacdo da Matematica e
agrupar ideias que contribuem para a compreensao de
temas matematicos (LORENZATO, 2006). A figura
4 faz referéncia ao exposto.
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it . 387 0058 0,088 1,000 onire o Sol e 0 corpo celeste, e visualize as conicas
Vonus v.815 Sias | 9@7s haae) 1,000 seguintes: circunferéncia, elipse, hipérbole e
Terra 1,000 1,000 1,000 | 1,000 1,000 parébola.

Marte 1,881 1,524 3,537 | 3,537 1,000 . =5 0
dater | 1iss2 5203 a0y v oses i nTEIITL

Saturno 29,456 9,534 867,7 | 867,9 0,999 Xt ¥ LT iagiel

= T

Figura 5. Simulador da equacg&o geral das cOnicas.

2.2. Simulagdo das trés
GeoGebra

leis de Kepler no

Esse simulador faz com que o aluno desenvolva
as trés leis, através dos botdes expostos na janela de
visualizagdo 1, possibilitando o aluno de buscar um
estudo detalhado das diversas situacbes que Kepler
buscou mostrar a sociedade cientifica, de forma
geométrica, enfatizando, através da janela de
visualizacdo 2 o ludico da exposicdo das trés leis
astrondmicas.

2.2.1. Primeira lei de Kepler (lei das orbitas)

A figura 5 mostra a primeira lei de Kepler (lei das
oOrbitas), enfatizando a propriedade eliptica que
afirma que um ponto qualquer na elipse, ligado aos
seus focos, gera duas distdncias cuja soma §é
constante, bem como a velocidade vetorial variando
conforme o afélio e o periélio.
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Figura 6. Simulador da 12 lei de Kepler.
2.2.2. Segunda lei de Kepler (lei das &reas)

O simulador expde a representacdo do raio-vetor
“varrendo” areas iguais em intervalos de tempos
iguais, com os botbes do raio da Orbita e de &rea,
conforme a figura 7.

Figura 7. Simulador da 22 lei de Kepler.
2.2.3. Terceira lei de Kepler (lei dos periodos)
O simulador representa a relagdo de
proporcionalidade entre o quadrado do periodo e o

cubo do raio médio da Orbita dos seis primeiros
planetas do Sistema Solar, conforme a figura 8.

BRSO AN TEs

Figura 8. Simulador da 32 lei de Kepler.
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RESULTADOS E DISCUSSAQ

A atividade proposta no LIED, com o intuito de
demonstrar de forma lddica e dindmica para 0s
alunos traz resultados positivos no processo de
ensino-aprendizagem, a medida que eles conseguem
relacionar a teoria com a pratica.

O que antes ficava restrito em apenas uma
exposicdo de conteldos em sala de aula, agora o
aluno tem a possibilidade de manipular os
simuladores do GeoGebra, assumindo valores
diferentes na excentricidade da equacdo, conhecendo
as conicas formadas, bem como os comandos para
designar as trés leis de Kepler.

E notério que a aprendizagem se torna mais
divertida e prazerosa para os alunos, a medida que
eles assimilam os comandos do software e
conseguem relacionar a algebra, através das funcgdes,
com os graficos que ddo formas bidimensionais ou
tridimensionais de uma situagéo - problema.

CONCLUSAO

De acordo com as nossas Vvivéncias e
experiéncias em sala de aula, na condicdo de
professor de mateméatica, sabemos quanto é
desafiador o papel do professor em ensinar
Matematica e Fisica, @ medida que tentamos sair do
mundo da abstracdo para a praticidade dos contedidos
matematicos abrangentes na educacdo basica do
ensino publico. Por conta dessa situagdo € que
pensamos na utilizacdo do GeoGebra nas aulas. E
issofaz com que os alunos adquiram mais estimulos
em aprender a Geometria e as leis universais, bem
como conseguir interligar a teoria a pratica dos
conteddos abordados.
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