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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma sequéncia de atividades para trabalhar com o Principio de Cavalieri por
meio da metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de
Problemas. A atividade propGe o uso de aplicativos do GeoGebra 3D e de material concreto produzido
usando a impressdo 3D, por serem materiais que permitem unir e fomentar a participagdo do aluno e do
professor no estudo de um objeto matematico. Temos por hipbtese que a sequéncia contribuird com os
processos de ensino e aprendizagem, pois, com a exploracdo do material concreto aliada ao conhecimento
prévio dos alunos, espera-se que eles possam obter resultados que 0s encaminham para a conclusdo do
Principio de Cavalieri. Esse processo coloca o aluno no papel central da aprendizagem e o professor atua
como mediador, como prevé a metodologia de ensino através da Resolugdo de Problemas.
Palavras-chave: Volume de sdlidos; Material concreto; GeoGebra 3D.

Abstract

This work presents a sequence of activities to work with Cavalieri’s Principle through the Mathematics
Teaching-Learning-Assessment methodology using Problem Solving. The activity proposes the use of
GeoGebra 3D applications and concrete material built using 3D printing, as those are materials that allow
uniting and driving the participation of the student and the teacher in the study of a mathematical object.
Our hypothesis is that the sequence will contribute to the teaching and learning processes, since, through
the exploration of the concrete material along with the students’ previous knowledge, they are expected to
achieve results that will lead them to the conclusion of Cavalieri’s Principle. This process gives the student
the main role in learning, while the teacher mediates, as predicted by the Problem-Solving teaching
methodology.

Keywords: Volume of solids; Concrete material; GeoGebra 3D.

Introducéo
O modelo tradicional de ensino, centrado na narrativa docente, tem sido alvo de

discussdes no que diz respeito a sua eficacia. A concepcdo do professor como o detentor
do conhecimento e do aluno como um ser passivo, tratada como um estudo pronto e
acabado, tem gerado questionamentos (CARPES; CARPES, 2020). Em contrapartida,
nos ultimos anos metodologias ativas tém conquistado espaco na Educacdo Matematica,
nas quais o aluno torna-se um ser ativo que tem grande participacdo nos processos de

ensino e aprendizagem, enquanto o professor exerce o papel de mediador.



Muitas pesquisas na area tém direcionado os docentes focar em estratégias de
inovacéo e aplicacdo das metodologias de ensino de modo a tornar de fato o discente ativo
na construcdo da sua aprendizagem. Contudo, por muitos, essas mudangas ainda sao
sindbnimo de resisténcia, pois excede a forma tradicional de ensino, geralmente aceita sem
questionamentos, que limita-se a ideia rotineira da transferéncia do conteudo para o
quadro, memorizacdo e posterior reproducdo em avaliacbes, em que a sensacdo de
aprendizado é inexistente quando é preciso aplicar o conteddo em novas situaces,
demonstrando assim que esse € um mecanismo de ensino a ser revisto, ja que a
aprendizagem ndo ocorre de forma relevante e duradoura (MOREIRA, 2010).

As novas praticas, cuja atuacdo discente é ativa, tem sido mencionadas nos
documentos curriculares brasileiros, como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
e apresentam a resolucdo de problemas como uma estratégia atual para a aprendizagem
matematica (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021). Além da resolucdo, a BNCC também traz
a necessidade de se trabalhar com a formulacéo de problemas, propondo a perspectiva de
que os problemas matematicos sejam elaborados também pelos estudantes, e ndo somente
pelo professor (POSSAMAI; ALLEVATO, 2022). No Ensino Fundamental, a BNCC
propGe o desenvolvimento do letramento matematico, associado as competéncias e
habilidades que contribuam para a formulacdo e a resolucdo de problemas em diferentes
contextos (BRASIL, 2018, p. 266). Ja para a etapa subsequente, o documento indica que
0 Ensino Médio tem o intuito de incentivar “processos mais elaborados de reflexdo e de
abstracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar que permitam aos estudantes formular
e resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos matematicos”
(BRASIL, 2018, p. 529).

Nesse trabalho apresentamos uma sequéncia de atividades com foco no estudo do
volume de sdélidos pelo Principio de Cavalieri. As atividades da sequéncia utilizam
material concreto e aplicativos do GeoGebra, e sua aplicacdo segue 0s passos da
metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucao
de Problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021).

Referencial Teorico

Bonaventura Cavalieri nasceu em Mildo em 1598, tornando-se jesuado aos 15
anos de idade. Em sua trajetoria académica, foi aluno de Galileu e atuou como docente
de matematica na Universidade de Bolonha de 1629 até 1647, ano em que faleceu. Uma



de suas obras publicadas mais influentes € o tratado Geometria indivisibilibus, publicado
em 1635. Nesse trabalho, Cavalieri apresenta 0 método dos indivisiveis, que remonta
tracos das ideias de Demacritos e Arquimedes, mas que possui motivacdo direta nas
tentativas de Kepler de achar &reas e volumes (EVES, 2011).

As observacOes de Cavalieri foram formalizadas nos chamados Principios de
Cavalieri para o calculo de areas e de volumes. Em especial, para o calculo de volumes,
o principio conceitua que “se dois solidos sdo tais que todo plano secante a eles e paralelo
aum plano dado determina nos sélidos sec¢Ges cuja razéo é constante, entdo a razao entre
os volumes desses solidos ¢ a mesma constante” (EVES, 2011, p.426).

Esse principio € um teorema que pode ser demonstrado, mas exige conceitos
avancados de Célculo Integral moderno e por isso, geralmente é considerado como um
axioma. Inclusive, Pontes (2014) indica que problemas matematicos sobre areas e
volumes, que precisam de Calculo para sua solugdo, podem ser resolvidos por alunos do
Ensino Médio gracas a existéncia do Principio de Cavalieri.

Allevato e Onuchic (2021, p. 37) afirmam que a Resolucdo de Problemas €
considerada o “corac¢do” da atividade matematica, que ¢ fundamental para a construgdo
de novos conhecimentos, e reciprocamente, novos conhecimentos possibilitam a
formulacéo e resolucdo de novos problemas. A Formulacdo de Problemas é uma préatica
que propde o aluno como formulador do problema matematico, e ndo o professor, o que
permite o desenvolvimento de seu raciocinio matematico critico. Cabe ressaltar ainda,
gue nesse processo, 0s estudantes também desenvolvem a autenticidade, motivagédo
intrinseca ou extrinseca, significados e conceitos matematicos (ALTOE, 2017), o que
muitas vezes nao é possivel de ser abordado somente através da resolucdo de problemas.

Ao formular problemas sdo percorridos trés procedimentos fundamentais:
formular, resolver e melhorar (RAMIREZ, 2006 apud DUARTE, 2020). Inicia-se na
etapa de Formulacdo de Problemas, na qual é feita a estruturagdo do problema matematico
junto aos dados numericos necessarios. Em seguida, tem-se a Resolugcdo do Problema,
em que o discente efetivamente resolvera o problema que elaborou, e as vezes, precisara
retornar a etapa anterior para o aprimoramento desse. Na etapa seguinte, de Melhorias do
Problema, o objetivo ser& analisar o problema formulado, de modo a considerar corregdes,
grau de complexidade e melhorias, bem como sua adequagao ao objetivo tragado. Caso
esse ultimo ndo ocorra, € possivel recomecar na etapa de Formulacdo de Problemas,

excluindo o que foi feito anteriormente, ou retornar a etapa de Melhorias do Problema.



Uma metodologia que abrange e relaciona a resolucdo e a formulacdo de
problemas é a metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através
da Resolucdo de Problemas, na qual a Formulagédo de Problemas constitui uma das etapas
finais do roteiro proposto. Esse roteiro é constituido por dez etapas: proposi¢cdo do
problema, leitura individual, leitura em conjunto, resolucdo do problema, observacéo e
incentivo, registro das resolugdes na lousa, plenaria, busca de consenso, formalizacdo do
conteddo, proposicao e resolugdo de novos problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021,
p.47). A palavra composta inicial que nomeia a metodologia (ensino-aprendizagem-
avalia¢do) tem como finalidade apresentar a perspectiva em que “o ensino, aprendizagem
e a avaliacdo devem ocorrer simultaneamente durante a construcdo do conhecimento pelo
aluno, com o professor atuando como guia ¢ mediador” (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021,
p.43) ao longo da execucdo das etapas do roteiro. Nesse processo, e em especial ao
formular novos problemas, o aluno amplia a compreensdo e habilidade de contetdos
matematicos basicos, e consegue demonstrar a sua percepcdo sobre os problemas por
meio das estratégias adotadas, que sdo resultado de sua experiéncia matematica. Ou seja,
a formulacdo torna-se uma extensao natural da resolucdo de problemas, caracterizando a
experiéncia matematica completa evidenciada por Polya (2006, apud SILVA, 2020).

Convém ainda destacar, que com o intuito de aprimorar a resolucéo e a formulacao
de problemas em sala de aula, o uso de tecnologias pode proporcionar aos estudantes
“alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens que reforgcam a
capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de
raciocinios e construir argumentagdes” (BRASIL, 2018, p.536).

Nesse contexto o GeoGebra e o material concreto tém grande potencial no sentido
de auxiliar os processos de ensino e aprendizagem de matematica. O software GeoGebra
permite diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico, visualizado de forma
algébrica, grafica e numérica simultaneamente, que pode proporcionar aos alunos uma
atividade de exploracao e descobertas por conta propria, ou ser um meio de criacdo de
materiais didaticos pelos proprios professores (PREINER, 2008). Relacionar as
representacdes virtuais dos solidos geométricos no GeoGebra com sua versdo em material
concreto pode ampliar as interpretacfes de contedos matematicos muitas vezes dificeis
de serem abstraidos. Diante disso, embora muitos educadores ja tenham usado modelos
tridimensionais construidos com diferentes materiais por séculos (SLAWKOVSKY,

2012), novas tecnologias, como a impressao 3D, se mostram cada vez mais acessiveis



para a producdo de objetos fisicos para varias areas da educacdo, como na matematica.
Com essa perspectiva desenvolvemos materiais concretos usando a impressdo 3D,
aplicativos no GeoGebra e elaboramos uma sequéncia de atividades que prevé o uso
dessas ferramentas aliadas a metodologia de ensino através da Resolugéo de Problemas

para estudar o Principio de Cavalieri.

Metodologia de Pesquisa

O estudo descrito nesse artigo propomos uma sequéncia de atividades para o
ensino de volumes, no Ensino Médio ou em cursos de formacdo de professores, tendo
como foco o Principio de Cavalieri. A pesquisa esta inserida num projeto que tem como
objetivo o desenvolvimento de materiais concretos usando a tecnologia da impresséo 3D
e de aplicativos dinamicos no GeoGebra para melhorar os processos de ensino e
aprendizagem de matematica. Dessa forma, as potencialidades e perspectivas de
aplicacdo apresentadas foram realizadas a partir de pesquisas em dissertacdes e artigos
em torno dessa tematica. Assim, essa investigacdo caracteriza-se como qualitativa onde
a “fonte direta de dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento
principal” (BODGAN; BIKLEN, 2006, p. 24). Além disso, é de natureza exploratoria,
pois objetiva “maior familiaridade com o problema, tornando-0 explicito, construindo
hipdteses; envolvendo levantamento bibliografico” (GIL, 2002), presente, por exemplo,
na investigacdo das potencialidades e limitagdes das ferramentas tecnoldgicas que seréo
exploradas para o0 ensino de matematica, bem como o impacto dessas ferramentas na
abordagem da matematica.

Nossa proposta foi adaptada do trabalho desenvolvido por Cunha (2019), sendo
que a sequéncia de atividades é constituida de seis momentos baseados no roteiro sugerido
pela metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolucdo de Problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2021), conforme retratado no
Quadro 1.

Quadro 1: Momentos da sequéncia de atividades
Momento 1 | Propor uma pesquisa sobre a vida e contribuicdes de Cavalieri.
Momento 2 | Apresentar os solidos geométricos (material concreto) e solicitar o preenchimento de
um questionario a respeito desses.
Momento 3 | Compartilhar e discutir os resultados obtidos nos Momentos 1 e 2.
Momento 4 | Formalizar o conteido do Principio de Cavalieri.
Momento 5 | Solicitar o calculo do volume da esfera, através de uma anticlépsidra.
Momento 6 | Propor atividades que envolvam a Formulacdo de Problemas.

Fonte: Autoras (2022).




Descricdo da sequéncia de atividades

O momento 1, caracterizado como uma pesquisa extraclasse, deve ser solicitado
com no minimo uma semana de antecedéncia da aplicagdo da sequéncia didatica, e visa
resgatar historicamente dados da jornada pessoal e académica de Bonaventura Cavalieri,
tendo como foco perceber a importancia de seus feitos (CUNHA, 2019).

O momento 2 propde uma atividade préatica, que utiliza sobretudo da percepcéao
tatil, pois os alunos devem identificar medidas e calcular &reas e volumes de sélidos. Os
materiais concretos podem ser produzidos com materiais diversos, mas é preciso cuidado
para manter as medidas para que os alunos possam aplicar o Principio de Cavalieri. Os
materiais que utilizamos nas nossas praticas foram elaborados com a tecnologia de
impressdo 3D, e nesse caso seria interessante mencionar em sala o funcionamento e a
aplicacdo da impressdo 3D na construcdo dos solidos, pois € um assunto que gera interesse
e motivacdo nos alunos, como constatou Cunha (2019). Os materiais usados nessa etapa
sdo um cilindro, um paralelepipedo, um cone e uma pirdmide, sendo que o0 cone e a
piramide podem ser separados em uma parte menor e um tronco cortados numa mesma

altura nos dois sélidos, conforme a Figura 2 a.

Figura 2: Sélidos confeccionados em impresséo 3D
a) piramide, cone, cilindro e paralelepipedo b) esfera e anticlépsidra

Fonte: Acervo do Laboratério FAB3D - UDESC?, 2019.
Reunidos em grupos, os estudantes devem receber um conjunto com esses sélidos,
e em seguida, responder ao questionario do Quadro 2. Os sélidos de cada conjunto devem
ter a mesma altura e, ainda, o cilindro e o paralelepipedo ter areas de base igual, bem
como o cone e a piramide. Espera-se que por meio do estudo dos solidos, os alunos
cheguem as conclusdes matematicas conceitualmente descritas no Principio de Cavalieri,
apesar de ndo haver a formalizacdo do conteudo ainda. Durante esse processo, € essencial

gue os estudantes compreendam com clareza conceitos matematicos de area e volume,

! Laboratério de Ensino onde sdo desenvolvidos materiais para o ensino de Matematica.



para que assim seja possivel realizar as interpretaces e constatacbes adequadas na
atividade. Desse modo, € pertinente considerar o estudo prévio desses conteddos.

Ao finalizar a momento 2, seguindo as etapas da metodologia de Resolugéo de
Problemas, os grupos devem compartilhar seus resultados, enfatizando as estratégias
utilizadas nos calculos e suas opinides sobre as conclusbes alcancadas, constituindo o
momento 3 da nossa sequéncia. Em meio a discussdo, quando dificuldades vierem a tona,
o professor deve incentivar o compartilhamento de métodos e ideias entre os alunos para
sané-las. Anélogo ao debate, relembrar a pesquisa do momento 1 e incentivar o
compartilhamento das informac6es adquiridas, ressaltando os feitos de Cavalieri no
calculo de areas e volumes de sélidos geométricos, relacionando esses dados com o0s

resultados obtidos no questionario.

Quadro 2: Questionario
1 - Considere o cilindro e o paralelepipedo recebidos:
a) Meca os elementos necessarios para calcular a area da base do cilindro e do paralelepipedo. Preencha os valores
no Quadro 1.
b) Calcule a rea dessas bases e preencha o Quadro 1. O que vocé pode concluir sobre as areas obtidas?
Quadro 1 - Medidas do Cilindro e Paralelepipedo

Cilindro Paralelepipedo
Medidas Medidas
Area da Base Area da Base
Concluséo:

¢) Qual o volume do cilindro? E do paralelepipedo?
2 - Considere o cone e a piramide recebidos:
a) Meca o0s elementos necessarios para calcular a area da base do cone, do tronco do cone, da piramide e do tronco
da piramide. Preencha os valores no Quadro 2.
b) Calcule a area dessas bases e preencha o Quadro 2. O que vocé pode concluir sobre as areas obtidas?
Quadro 2 - Medidas do Cone e Pirdmide

Cone Piramide
Medidas Medidas
Area da base Area da base
Area da secéo Area da secéo
Conclusao

¢) Qual o volume do cone? E da piramide?
3 - O que voceé pode concluir com a comparagao entre os volumes do cilindro e do paralelepipedo? E a comparagéo
entre 0 cone e a piramide?

Fonte: Adaptado de Cunha (2019).
O momento 4 consiste na etapa da formalizagdo do contetido, no caso o Principio

de Cavalieri, de modo a confirmar as suspeitas feitas pelos alunos sobre os volumes dos
solidos geométricos por eles calculados (CUNHA, 2019). Para isso, sugerimos usar a
discussdo feita no momento anterior, considerando as dificuldades apresentadas pelos
estudantes nas atividades e os métodos mais utilizados por eles (e que foram adequados
para os resultados matematicos), assim a linguagem e a estratégia para ensinar o conteido
sera melhor entendida pela turma. Além disso, sugerimos o uso do GeoGebra 3D (por

exemplo um aplicativo como o da Figura 3a) e/ou o material concreto, ja que essas



ferramentas possibilitam “ao professor abordar um modelo estatico e fisico que mostra a
realidade do problema e um modelo dindmico e computacional” (BENK et al., 2016) que
mostra o Principio de Cavalieri.

Os momentos 5 e 6 correspondem a Ultima etapa do roteiro de Resolucdo de
Problemas (ALLEVATO, ONUCHIC, 2014): Proposicdo e Resolucdo de novos
problemas. No momento 5 apresentamos um novo problema, que consiste na
determinacédo do volume da esfera utilizando volumes conhecidos do cilindro e do cone.
Almejamos que os alunos, com o contetdo formalizado, possam verificar as hipdteses do
Principio de Cavalieri, tanto no material concreto (Figura 2b) como no aplicativo
disponibilizado (Figura 3b).

Figura 3: Simulacdes no GeoGebra
a) volume da piramide e do cone b) volume da esfera e da anticlépsidra
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Fonte: Autoras (2022)? Fonte: BENK et al. (2016)3

O momento 6, por sua vez, envolve a formulacdo de problemas pelos alunos,
podendo ser implementada através de questdes com condicGes pré-definidas pelo
professor, ou entdo mais abertas, que possibilitam maior intervencéo criativa do aluno, e
que por vezes, pode permitir maior variedade de solucBes. Ao propor essa pratica, 0s
alunos sdo convidados a utilizar seus conhecimentos prévios e a resgatar suas
experiéncias matematicas, aspectos essenciais para desenvolver o raciocinio matematico
necessario para a formulacao de problemas, pois o aluno transitara entre um resolvedor e

um formulador de problemas.

Conclus6es
A sequéncia didatica apresentada contempla as etapas do roteiro da metodologia
de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matemaética atraves da Resolucdo de Problemas.

2 https://www.geogebra.org/m/d6dbudzb
3 https://www.geogebra.org/m/ThUDpCCt



Desse modo, junto a metodologia, o Principio de Cavalieri para o célculo de volumes
também é apresentado aos estudantes de forma dindmica e tecnologica, fazendo uso de
materiais concretos e do GeoGebra 3D. Através disso, o aluno tem a oportunidade de
atuar ativamente no estudo do conteido, como protagonista, podendo desenvolver suas
habilidades por meio de ferramentas ndo convencionais, que pode fazé-lo vivenciar uma
nova maneira de se efetuar os calculos, desde que os sélidos possuam as caracteristicas
necessarias (CUNHA, 2019).

O material concreto e 0 GeoGebra 3D possibilitam uma melhor interpretacéo e
exposicao do conteddo matematico, visto que, diferentemente de um ambiente com 1apis
e papel, que limitam a visualizacdo de estudos mais complexos, evita a reproducao
automatica de formulas sem um significado conceitual (LEMKE, SIPLE, FIGUEIREDO,
2016). Além disso, a respeito desse Ultimo aspecto, o proprio Principio de Cavalieri é

uma ferramenta Gtil para o desprendimento de decorebas e repeticdes de formulas.
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