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Resumo: Este trabalho apresenta didaticamente os trdmites matematicos exigidos para a
construcdo dos operadores de criagdo e aniquilacdo para uma particula quéntica livre
considerando as coordenadas do cone de luz. Para tanto, sdo elencadas as rela¢fes entre as
coordenadas supracitadas e as coordenadas (ct, x,y, z), além do uso da equacéo de Klein-
Gordon-Fock no formalismo das coordenadas do cone de luz. Por fim, obtém-se o operador
evolugdo temporal e os operadores quanticos de criagdo e de aniquilacdo do tipo integral de
movimento.

Palavras-chave: Coordenadas do cone de luz; operadores quanticos; operador de cria¢do;

operador de aniquilacdo; equacdo de Klein-Gordon-Fock.

INTRODUCAO

Introduzidas pelo engenheiro eletricista e fisico inglés
Paul Dirac, as coordenadas do cone de luz (também
conhecidas como coordenadas da frente de luz) foram
desenvolvidas com o objetivo de construir formas de
descrever a dinamica relativistica de um sistema fisico
(Dirac, 1949). De fato, a ideia original consiste na
combinacéo dos principios da relatividade restrita com
a formulagdo hamiltoniana de modo que a Unica
exigéncia € que a teoria satisfaca as propriedades do
grupo de Poincaré.

Em raz&o das suas propriedades, nas Ultimas décadas,
tais coordenadas tém sido largamente empregadas em
teoria quantica de campos (TQC) e cromodinamica
quantica (QCD) sob regime de baixas energias.
Especificamente no contexto do presente trabalho, as
coordenadas do cone de luz proporcionam a estrutura
algébrica da equacdo relativistica de Klein-Gordon-
Fock (EK-G-F). Obtida em 1926, de forma
independente pelos fisicos Oskar Klein, Walter
Gordon e Vladimir Fock, a EK-G-F (também chamada
de equacdo de Klein-Fock-Gordon ou apenas equacéo
de Klein-Gordon) é historicamente reconhecida como
a primeira equacdo de onda relativistica, tendo
aplicacbes em Optica ndo linear, fisica da matéria
condensada e fendmenos de onda dispersiva, além de
permitir a descricdo do comportamento de particulas
com spin nulo (Ohlsson, 2011; Meira Filho e
Kamassury, 2018; Veeresha et al., 2020).

Ainda no dmbito da EK-G-F, conforme apresentado
por Bagrov et al. (1976), ao viabilizar a troca da

diferencial parcial de segunda ordem no tempo (aa?)

por uma diferencial parcial de primeira ordem na
./ a .
variavel (ﬁ) , 0 sistema de coordenadas do cone de

luz facilita a construcdo do operador de evolucéo
temporal a partir do qual é possivel estabelecer um
novo operador de aniquilagdo com status de integral
de movimento. No contexto dos estados quanticos
semiclassicos, em regime relativistico, este novo
operador é relevante para a obtencdo dos estados
guanticos coerentes de uma particula quantica
carregada sob influéncia de diferentes configuragdes
de campo eletromagnético classico.

Na prética, essa facilitacdo algébrica tem seu apelo ao
dar suporte aos estudos tedricos sobre os estados
coerentes tdo Uteis na teoria quantica moderna, com
aplicacdes imediatas em TQC, gravidade quantica em
loop, éptica e computagcdo quéntica (Pereira e
Miranda, 2002; Gazeau, 2009; Bagrov et al., 2015).

Isto posto, sob um escopo prioritariamente
pedagdgico, no presente trabalho sdo apresentadas as
etapas do desenvolvimento algébrico para a
construcdo dos operadores de criacdo e aniquilagdo
para uma particula livre sob o formalismo das
coordenadas de luz. Para tanto, inicialmente, elencam-
se as relaces entre as coordenadas do cone de luz e as



coordenadas do espago-tempo de Minkowski.
Posteriormente, apresenta-se a EK-G-F usando as
coordenadas  curvilineas  generalizadas  u*.
Finalmente, nas duas Ultimas secOes, obtém-se o
operador de evolucdo temporal e o operador do tipo
integral de movimento.

COORDENADAS DO ESPACO DE MINKOWSKI
E AS COORDENADAS DO CONE DE LUZ

De forma breve, para identificar associac@es entre as
coordenadas do espago-tempo de Minkowski e as
coordenadas do cone de luz, considere o diagrama da
Figura 1 inspirado na abordagem apresentada por
Kamassury et al. (2020), na qual, (ds)? = c?(dt)? —
(dz)? é o elemento de linha de um subespaco
bidimensional (z e ct).

Relacionando as coordenadas do cone de luz

(u®eu®) com as coordenadas (zex® = ct),
alcancamos:
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De posse das equacdes (1) e (2) e generalizando para

0 espaco 4-dimensional, obtém-se tanto as
coordenadas do espaco-tempo de Minkowski

u® = +zcos(45) + x%sen(45) =

)

u3 = —zcos(45) + x%sen(45) =
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x#* = (x%x1, x%,x3) = (ct,x,v,2) 3)

quanto as coordenadas do cone de luz:
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Figura 1. Diagrama e coordenadas do cone de luz.

EQUACAO DE KLEIN-GORDON-FOCK PARA
UMA PARTICULA LIVRE EM COORDENADAS
DO CONE DE LUZ

Considerando as coordenadas espago-temporais
curvilineas generalizadas u* em termos das
coordenadas cartesianas e de tempo x*, a EK-G-F
para uma particula livre e relativistica pode ser escrita
como

3 3 3
> g (ﬁuﬁv —iyrs m) W =mic2¥ (5)

onde o tensor métrico g*¥, o simbolo de Christoffel
Ff;ﬁ e o termo p,, sdo, respectivamente:
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Fazendo uso das relagdes expressas em (4) e sabendo
gue as componentes ndo nulas da métrica n*¥ sdo

ni=1,j=0123



Observando essas Ultimas relag@es, conclui-se que 0s
componentes do simbolo de Christoffel sdo todos

nulos (Fo‘{‘ﬁ =0), 0 que possibilita reescrever a
equacdo (5) como:

3 3
D) g =mEctw (©)

u=0v=0

Para os proximos passos, considere as relacdes entre
as coordenadas (ct,x,v,z) e (u°u',u?u?®) dos
operadores diferenciais dispostos na tabela 1. Isto
posto, pode-se substituir adequadamente as relagdes
dos operadores diferenciais parciais na equagdo (6)
€Omo se segue
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resultado na expressdo:
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A equacéo (7) é reconhecida como a EK-G-F para
uma particula livre escrita em termos das coordenadas
do cone de luz. Alternativamente, é possivel
reescrevé-la de forma algebricamente similar a
famosa equacgdo de Schrddinger (Bagrov e Gitman,
1990), ou seja

v

—=HY 8
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em que a funcdo de onda W est4 descrita em termos
das coordenadas (ul,u?,u3,u%) e o operador do tipo
hamiltoniano 7 é dado por:
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Tabela 1: Relacdo entre os operadores diferenciais dos sistemas de coordenadas cartesianas e de tempo e as

coordenadas do cone de luz.
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OPERADOR DE EVOLUGCAO TEMPORAL

Para a obtencdo do operador de evolucdo temporal,
considere uma particula quéntica livre de spin-zero
eletricamente carregada cuja dindmica € descrita pela
EK-G-F no sistema de coordenadas do cone de luz
expressa na equacdo (7) que pode ser reescrita como:
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Ademais, pode-se definir os operadores de criacdo (a)
e aniquilagdo (a™) associados as coordenadas u! e u?
como:
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Em seguida, calcula-se convenientemente a expressao
a,aty da seguinte forma:
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E, de forma andloga, a expressdo d,as¥:
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Verificando que oY _ oW reescreve-se as
q oulou? ~ au2oul’

equacdes (12) e (13), nesta ordem, como
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onde i =1,2 (14)

assim como o operador hamiltoniano # presente na
equacdo (8) no seguinte formato:

_ 1,0 \'/aaf a,ar _mje?
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Neste interim, definindo o operador X =3 €
indispensavel obter o comutador entre este e o
operador ', com a aplicagéo deste comutador sobre a

funcdo de onda W = W(ul,u?,u3,u"), isto é:
[ﬁ,g/@3]_l‘p = ﬁﬁ3kp—ﬁ3ﬁqj (16)

Desenvolvendo algebricamente o comutador, obtém-
se
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em que:
2 a;a;  mac?
= L 18
r=) (18)
i=1
Em seguida, sabendo que

e substituindo essa Ultima relagdo na equagédo (17),
alcanca-se:
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Com base no formalismo de Heisenberg, estados
quanticos que descrevem a evolugdo temporal de
estados quanticos puros que pertencem ao espaco de
Hilbert, além dos observiveis associados aos
operadores A independentes do tempo podem ser, no
formalismo de Schrédinger, substituidos por

operadores A (t), que por sua vez, evoluem por meio
de uma transformacao unitaria, a saber:

iFt iHt
A(t) = exp < . )o‘l exp (— T) (21)

Dado que o operador A (t) satisfaz a seguinte equacio
de movimento

dA(t) i
i = 22
ih— == [A,7]_ (22)
verifica-se que:
dx. P
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Este Gltimo resultado nos permite afirmar que o
operador K5 = 6% é um operador do tipo integral de
movimento para a equagao (7). Em outros termos:

d
—is ¥ =3GY (24)

Ainda, admitindo que operador %5 é uma constante, é
viavel reescrever a func¢ao de onda sob a forma

Yul,u?,u?,u) = exp(—iF;u?) (25)
tal que
KW (ul, u?,ud ul) = —iscw(ul, u?,ud,u’)  (26)

0 que assegura que ¥ é autofuncio do operador K,
com correspondente autovalor K.

Neste permeio, revisitando a modelagem da EK-G-F
no formato da equacdo de Schridinger destacada na
expressdo (8), ou seja,
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realizando a devida substituicdo da funcdo de onda ¥
pela expressao (25)
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e desenvolvendo-a algebricamente
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reescreve-se a equacao (27) como se segue:
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Por fim, integrando ambos 0os membros da uUltima
expressdo
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obtém-se a expressdo (29) que é denominado como
operador de evolugdo temporal.

Uw®) = exp (f ﬁduo) (29)

OPERADOR DE CRIAGAO E ANIQUILAGCAO DO
TIPO INTEGRAL DE MOVIMENTO

Uma vez alcancado o operador de evolugdo temporal,
manifesta-se conveniente construir o operador
aniquilacdo que se comporta como integral de
movimento. Para tal proposito, considere as seguintes
expressoes:

A, (w0 =Uw®a, U@ (30)
A, = Uw®a, U’ (31)
A; (uOHPt,u?) =

. _ (32)
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Com a devida substituicdo do resultado da equacgéo
(29) na equacéo (32), e procedendo algebricamente,
alcanca-se a expresséo (33).
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Recorrendo as séries de McLaurin para as fungdes &, wa,w?  wia,w?
exponencias (Stewart, 2012) w2 - + > + 2 +
" L = &y + [, 8, + = (W23, — 208, + R%a,) +
ex:Z—I:1+x+7+€+... =aq w,a, zwal waw +w-aq

=0

n
e_xzi(_X)nzl—x-Fﬁ—i_l_...
n! 2 6

n=0

adotando convenientemente

= [ s
w = 2:}(3._.1,1.

e realizando alguns tramites algébricos, resultamos
em:

facilmente, obtém-se a seguinte expressao:
w

_ 1
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Analisando minuciosamente cada termo, temos:



[W,a,]-% (u!,u?) = wa, — a,w)¥ (ut,u?)

=wa,¥ (ut,u?) —
(34)

Especificamente para o termo wa, ¥ (ul,u?),
encontra-se a relacdo dada na equacgdo (35). De posse
deste resultado, é possivel reformular a equacdo (34)
como

[W,a,]-¥ (ut,u?) =0

€ por consequéncia:
eV e VY (u,u?) = a4, ¥ (u',u?) (36)
Neste panorama, ohservamos que
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do qual, concluimos que:
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Utilizando procedimentos analogos aos descritos para
obtencdo das relacBes operatoriais anteriores,
verificamos que

— 4 a+
Ay =0, , A3 =a;

onde Af e Aj sdo os operadores adjuntos dos
operadores A, e A,, nesta ordem.

Das relagbes em (11), identificamos:

A

@1 = —&; y az = _ai'-
Por fim, facilmente alcangamos as relagdes analogas

as expressoes (30) e (31) para os operadores A7 e A7,
a saber

Sabendo que o operador evolucdo temporal T,
segundo as expressdes (28) e (29), é dado por

@-onl[ G (=) ]

podemos ainda escrever o operador inverso bem como
0 operador adjunto do operador U, nesta ordem, como

g1 02 _m%c2 Ju0
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tal que

at=1+ | [a1] =1
e os operadores de aniquilacdo do tipo integral de
movimento S0 expressos como:

CONCLUSAO

O formalismo do sistema de coordenadas do cone de
luz tem seu apelo por facilitar os tramites algébricos e
compressdo da dindmica relativistica de sistemas
fisicos inclusive com notaveis aplicagdes em TQC e
computacdo quantica.

Neste sentido, partindo das abordagens apresentadas
por Bagrov, Buchbinder, Gitman (1976) e Kamassury
et al. (2020), desenvolveu-se didaticamente 0s passos
matematicas e consideragoes fisicas suficientes para a
construcdo dos operadores de criacdo e aniquilagéo tdo



GUteis em estudos de estados quanticos coerentes (ou
estados quase-classicos).

Além de servir como um texto preparatorio para
estudos avancados em areas da fisica contemporanea,
0 carater pedagogico e sequencial da abordagem
apresentada, apesar de estar orientado ao modelo da
equagdo de Klein-Gordon-Fock para uma particula
quantica livre, pode ser facilmente transportado para
outros contextos e configuracGes de campo.
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