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Abstract. Esta pesquisa avalia a viabilidade de uma distribuicdo minuciosa de recursos
para o problema da desigualdade. O problema consiste em dividir uma quantidade fixa de
recursos arrecadados entre um conjunto de localidades, de modo que essas localidades possam
investir em dreas como saude e educacdo. Propoe-se uma forma de distribuir esses recursos
priorizando o acesso a eles, de modo que o planejamento de gastos pos-distribui¢do seja
considerado jd no momento da alocacdo para cada localidade.

Essa proposta envolve a resolucdo de um problema multicritério que, devido a natureza
da vetorizacdo exigida, cresce de forma impraticdvel em tamanho real. Por esse motivo,
sdo estudados métodos heuristicos alternativos capazes de resolver o problema em uma base
de tempo razodvel; essas solucoes sdo comparadas por meio de métricas de qualidade e
confiabilidade, considerando a quantidade de recursos disponivel e o nivel de detalhamento
dos dados.

Discute-se também uma caracteristica do problema — a independéncia entre as funcoes
objetivo — que pode ser explorada para reduzir o tempo de execugdo da resolugdo completa,
aproximando-o do tempo necessdrio para resolver um problema tradicional de menor ordem.

Keywords: Coeficiente de Gini, Otimizacdo Multicritério, Alocagdo de Recursos, Heuristicas,
Desigualdade

1. Introducao

Em diversos cendrios nos quais € possivel quantificar recursos, observa-se desigualdade em
sua distribui¢do. O coeficiente de Gini € uma métrica tradicionalmente utilizada para quantificar

Anais do IIl MCSM — Modelagem Computacional do Sertdo Mineiro - 2026



I MCSM
13-15 de agosto de 2026

esse fendmeno (Gini, 1912; Lorenz, 1905). Com a arrecadagdo de recursos publicos, torna-se
um objetivo do Estado distribuir essa renda de forma eficiente para melhorar a qualidade de
vida da populagdo — objetivo que, classicamente, € aplicado a distribui¢ao de renda.

Na proposta apresentada, o Gini € utilizado para o cdlculo da desigualdade na
distribui¢do de recursos entre localidades, o que torna o problema essencialmente diferente
da aplicacao classica. Como o problema envolve vdrias métricas que precisam ser otimizadas
simultaneamente — normalmente com interesses conflitantes —, ele € caracterizado como um
problema de otimiza¢do multicritério.

Os critérios utilizados sao decididos a partir do propdsito dos recursos a serem distribuidos,
sendo necessdrio encontrar uma resposta harmdnica em que os objetivos sejam otimizados
de forma balanceada. No caso de saneamento bdsico, por exemplo, poderiam ser escolhidos
critérios como acesso a rede de esgoto, acesso a d4gua limpa e investimento familiar em produtos
de higiene pessoal, entre outros. J4 no caso de escolaridade, poderiam ser utilizados critérios
como o nivel de escolaridade de cada membro da familia e o ndmero de filhos, entre outras
métricas.

Apo6s a definicdo desses critérios, € necessdria uma estimativa de custo para a provisao
dos novos recursos, que pode ser obtida a partir de pesquisas e planejamentos governamentais.
Com essas informagdes, € possivel calcular o coeficiente de Gini para cada critério e prever
a quantidade de recursos necessdria para influenciar cada critério individualmente. Como
resultado, torna-se possivel uma otimizac¢ao mais precisa, capaz de distribuir recursos de forma
especifica para cada critério e localidade, atendendo aos diferentes objetivos sociais do projeto.

2. Formulacao do Problema

Devido as caracteristicas do problema, combinadas a necessidade de vetoriza¢do dos dados
de entrada, o custo computacional cresce com o produto entre o nimero de localidades
estudadas e o nimero de critérios escolhidos: o tempo de execucao das otimizacdes € quadratico
em relacdo a esse produto, o que corresponde a uma ordem de quarto grau em relacdo as
dimensoes originais do problema.

Por esse motivo, considera-se a utilizacdo de métodos heuristicos, com o objetivo de
encontrar uma resposta satisfatéria em uma ordem de complexidade menor.

A proposta deste estudo é, portanto, testar e comparar diferentes formas de simplificar
a resolucdo do problema e avaliar sua efetividade. Os métodos aplicados sdo a otimizagao
multicritério e métodos heuristicos de distribui¢cdo, seguidos de otimizacdes locais tradicionais.

2.1 Definicao Matematica

Considerando uma regio (estado ou pais) dividida em localidades L = {/;}, cada localidade
¢ avaliada em relagdo a um conjunto de critérios j, sendo ¢ o nimero total de locais pesquisados
em cada localidade. O dado coletado /;; representa o nimero de locais que possuem acesso ao
critério j. Com esses dados, o critério normalizado é dado por:

D = {di; | dij = l;;/t}

Seja p;; o custo estimado para prover o crit€rio j a uma pessoa na localidade ¢. A matriz de
custo total de universalizacao é:

P =A{pij | pij =t ciy}
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Seja R o total de recursos disponiveis e X = {x;;} a matriz de alocagdo de recursos a
ser determinada (mesma dimensdo de D e P); X/P representa a fracdo de universalizagdo
financiada em cada célula. Seja G(-) o coeficiente de Gini aplicado a um vetor. Os objetivos,
em ordem lexicografica de prioridade, sdo:

V7 : argmin G, (D + %) ~ G (D + %) =0 (1)
X
Vi : argmin G; (D + %) ~ GZ-(D + %) =0 2)
X
Vi,j : argmaxd;; (D + %) ~ dyj (D + %) =1 3)
X

sujeito as restricoes:

> @ <R )
(2]
0 <z <py-(1—dy) )

Esses objetivos correspondem, respectivamente: ao coeficiente de Gini aplicado a cada
critério entre todas as localidades, dado que o problema esta relacionado a desigualdade entre
os locais; ao coeficiente de Gini aplicado a cada localidade entre os critérios definidos, dada a
importancia de nao negligenciar nenhum critério escolhido para a pesquisa; € a maximizagao
de cada sub-indicador individualmente, o que permite ao método melhorar a qualidade de vida
geral apds a reducdo da desigualdade nos dados.

Uma vez encontrada a resposta, € possivel gerar previsdes sobre os resultados esperados.
Essas previsdes podem ser usadas para a criacdo de politicas publicas, bem como para
conferir posteriormente a porcentagem do objetivo efetivamente cumprida pelas localidades
beneficiadas.

A melhora esperada M e a previsao final F' sdo calculadas por:

X
P +

3. Metodologia
3.1 Avaliacao Multicritério

Para aplicar o algoritmo de otimizacao multicritério, os dados sdo vetorizados: os objetivos
de Gini precisam operar sobre subconjuntos de um vetor Gnico que representa toda a tabela
i x j. Define-se o Gini vertical Gj(X), calculado sobre o intervalo de indices [j - ¢, j - (i + 1)],
e o Gini horizontal G;(X), calculado sobre indices espagados {...,7 + kj, ...}, Vk € Z.

Como o objetivo horizontal (Equacdo 2) s6 € relevante apds o objetivo vertical (Equagao 1)
ser satisfeito, a otimizacdo € feita apenas com G;. A inclusdo de G; precisa de modificagdes no
método como descrito jd que s6 podemos considerar estes objetivos apds garantirmos G; como
concluido.

O terceiro objetivo (Equacao 3) ndo precisa ser explicitamente especificado, pois todas as
otimizacdes realizadas ja distribuem os recursos em sua totalidade.
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3.2 Avaliacao Heuristica

Como alternativa de menor custo computacional, calculam-se pesos iniciais W = {wy} e
distribuem-se os recursos por meio do método de pesos ponderados, adaptado da abordagem
de decis@ao multicritério de Ekel et al. (2020), em que o total recebido por cada critério ou
localidade é dado por:

Wi

R.—*
>k W

Ap6s o célculo da quantidade de recursos para cada objeto, sdo realizadas k& otimizagdes
locais limitadas a .S},.

Sk =

Heuristica Vertical. Realiza a distribui¢do por critério; em seguida é feita a otimizacdo
vertical do Gini. Assume-se que os valores faltantes para cada critério sdo proporcionais a
quantidade de recursos recebida. Os pesos iniciais verticais, calculados incluindo o custo, sdo
dados por:

W =A{w;} = sz'j (L —dy)

Heuristica Horizontal. Realiza a distribui¢do por localidade; em seguida € feita a otimizagao
horizontal do Gini. Assume-se que os valores faltantes para cada localidade sdo proporcionais
a quantidade de recursos recebida. Os pesos horizontais iniciais, calculados incluindo o custo,
sdo dados por:

W ={w;} = Zpij (1 —dij)

4. Experimentos

A base de dados € gerada sinteticamente: cada localidade recebe um nivel latente de
desenvolvimento (sorteado de duas distribuicdes normais inversamente correlacionadas), a
partir do qual a cobertura D;; e o custo F;; de cada critério sdo derivados com ruido
independente por critério. Isso reproduz a correlagdo negativa entre acesso e custo esperada
na pratica: localidades isoladas apresentam simultaneamente menor cobertura e maior custo de
universalizacao, por estarem distantes da fonte dos recursos.

O objetivo de longo prazo € resolver o problema em até 300 localidades e 30 critérios;
nos experimentos preliminares deste artigo, usou-se uma escala reduzida (m = 22, n = 6),
suficiente para comparar os trés métodos sem o custo computacional da escala maxima. A
otimizagdo foi testada em diferentes fragdes do maximo de recursos possivel, B, = . >~ y (1—
D;;) - P;; (valor que levaria toda a tabela D a cobertura total, invidvel na pratica): orcamentos
de 10%, 30% e 60% de R;, com 5 repeticdes (seeds distintas) cada, totalizando 45 execugdes
(3 métodos x 3 or¢camentos X 5 repeti¢des).

Os trés métodos foram implementados em Python: o multicritério utiliza otimizagdao
do relogio também implementado em Python; as heuristicas utilizam uma estratégia de
pesos ponderados — distribuindo recursos inicialmente proporcional a quantidade de recursos
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faltantes. Métricas coletadas: Gini horizontal e vertical médios, cobertura média final e tempo
de execucao.

Os dados gerados inicialmente vem de uma tunica distribui¢io normal por critério o que
acaba causando algumas estranhezas quando otimizadas pelas heuristicas,

5. Resultados
Os resultados indicam a existencia de 3 regides notaveis, sendo elas:

1. Regido 1 - Caracterizada pela falta de recursos para resolver o problema do gini vertical.
Nesta regido a qualidade da heuristica vertical cresce rapidamente.

2. Regido 2 - Caracterizada pela falta de recursos para resolver o segundo objetivo principal.
Nesta regido ambas as heuristicas comecam a apresentar uma melhora lenta.

3. Regido 3 - Caracterizada pela capacidade de resolver o problema do gini vertical e
horizontal. Nesta regido as heuristicas melhoram rapidamente.

Table 1: Resultados comparativos entre os métodos.

Orcamento Método G G, Cobertura ~ Tempo (minutos)
0% Todos 0,1218  0,3472 0,538 00,00
Multicritério 0,0161  0,3109 0,576 287,75
10% Heuristica Vertical 0,0871 0,3353 0,580 13,91
Heuristica Horizontal 0,0780  0,3472 0,622 6,43
Multicritério 0,0018  0,2435 0,661 688,10
30% Heuristica Vertical 0,0608 0,3136 0,667 27,45
Heuristica Horizontal 0,0504 0,3472 0,726 78,72
Multicritério ~0 0,1691 0,787 511,62
60% Heuristica Vertical 0,0511 0,2843 0,799 32,56
Heuristica Horizontal  0,0474  0,3466 0,858 52,35

Como observado no teste de 10% de recursos, nem sempre alcangca um resultado adequado.
Principalmente quando ha poucos recursos hd uma tendéncia da normalizacdo ndo conseguir
otimizar o gini completamente mesmo utilizando todos os recursos em uma coluna; Com isso
durante a execucao essa coluna nao procura uma solugao satisfatoria.

6. Discussao

Uma caracteristica notdvel do problema € a independéncia entre as funcgdes objetivo, que
pode ser aproveitada para modificar o processo de otimizag¢ao multicritério, desde que se garanta
que todos os objetivos continuem sendo otimizados. O fato dos objetivos serem independentes
permite a otimizacdo pela quantidade de passos obviamente intteis. Devido ao objetivo da
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otimizac¢do multi critério olhar o objetivo minimo! qualquer dire¢io que ndo inclua o objetivo
minimo ndo precisa ser testada.

Mesmo conseguindo ajudar consideravelmente o problema da desigualdade utilizando
métodos heuristicos observa-se pelos resultados da Secao 5 ajudam a explicar por que a
Heuristica Vertical, apesar de rdpida é inadequada, quando o objetivo prioritdrio € a equidade
entre localidades (Gini vertical): ao distribuir os recursos inicialmente fornece-se muitos
recursos para critérios com magnitude baixa, o que a torna incapaz de resolver o Gini vertical
para todos os critérios mas sistematicamente pior no horizontal. A Heuristica Horizontal, que
ataca diretamente o objetivo de segunda maior prioridade lexicografica (Equacao 2), entregou
Ginis comparaveis a heuristica vertical a um custo computacional maior.

Ainda assim a otimizag@o multi critério € claramente superior o que motiva trabalhos futuros
— onde a melhor opg¢do é reinventar o método multi critério onde incluindo-se a independéncia
das fungdes objetivo para ignorar dire¢des irrelevantes e a remocdo da normalizacdo dos
critérios pois o gini ja é uma varidvel que existe no intervalo de 0 a 1 e pode ser utilizada
como &, tornando-o competitivo também em tempo de execucio a medida que m e n crescem
em direcdo a escala-alvo de 300 localidades e 30 critérios.

7. Conclusao

A principal contribui¢ao deste artigo € a formulacdo do problema de alocacdo de recursos
como uma otimizacao multicritério lexicografica baseada no coeficiente de Gini (horizontal e
vertical), acompanhada de uma comparagdo empirica entre essa formulacdo de referéncia e duas
heuristicas de menor custo computacional. Nos experimentos preliminares (m = 22, n = 6), a
Heuristica Vertical e Horizontal sdo comparaveis, com tempo de execugdo ordens de grandeza
menor, enquanto o método multi critério obtem um resultado claramente superior.

As principais limitagdes deste trabalho sdo: (i) experimentos em escala reduzida e com
dados sintéticos, ndo em base real de indicadores sociais; (ii) o multicritério foi implementado
com solver de propdsito geral e pesos fixos, o que pode ndo representar seu desempenho 6timo;
e (iii) apenas 5 repeti¢des por configuracdo. Como trabalhos futuros, pretende-se aplicar a
redugdo de complexidade da Se¢do 6 ao método multicritério, testar a formulacio com dados
reais de indicadores sociais municipais, utilizar uma linguagem mais eficiente e ampliar a escala
dos experimentos em direcao ao tamanho-alvo do problema.
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