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Resumo:Este trabalho investiga o potencial do modelo logistico de Verhulst como base
matematica para simular o crescimento populacional de cidades virtuais em jogos de
estratégia. Utilizaram-se dados censitarios de Toledo/PR (IBGE) para definir
empiricamente os pardmetros r=0,03 e K=180.000 por ajuste manual, buscando aproximar
a curva logistica dos dados historicos. A implementagdo foi realizada em Python e os
resultados comparados com a série historica por meio do erro relativo. O modelo
apresentou boa aproximacdo entre 1970 e 1991, enquanto os maiores desvios ocorreram
nos anos mais recentes, evidenciando as limita¢cdes de uma capacidade de suporte
constante. No contexto de jogos de estratégia, como futura extensdo do presente trabalho,
discute-se a adocdo de uma capacidade de suporte variavel dependente das decisdes do
jogador.

Palavras-chave: Modelo Logistico de Verhulst; Crescimento Populacional; Simulagao
Computacional.

descrevendo uma curva em forma de "S" conhecida
como curva sigmoide. Devido a sua simplicidade e a

INTRODUCAO

O estudo do crescimento populacional constitui um

importante campo de investigagdo da Matematica
Aplicada, com aplicagdes em demografia, ecologia,
epidemiologia e planejamento urbano. Entre os
modelos classicos utilizados para descrever esse
fenémeno, destaca-se o modelo exponencial de
Malthus, que assume que a taxa de crescimento da
populagdo ¢é proporcional ao nimero de individuos
existentes (MALTHUS, 1798). Embora essa hipotese
seja adequada para descrever periodos iniciais de
crescimento, ela desconsidera as limitagdes impostas
pelos recursos disponiveis, conduzindo a previsdes
de crescimento ilimitado. Verhulst (1838)
aperfeigoou esse modeloao ao introduzir um fator de
freio proporcional a ocupagdo do ambiente. A
equacao resultante,

SF=rP0 - ) (1)

onde P representa a populagdo em um dado instante,
r ¢ a taxa intrinseca de crescimento e K é a
capacidade de suporte do ambiente, isto €, o limite
maximo sustentavel de individuos. Essa equagdo,
aparentemente simples, captura com notavel
elegancia a transi¢do entre o crescimento acelerado
nos estagios iniciais e a estabilizagdo progressiva a
medida que a populagéo se aproxima de K,
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capacidade de representar processos de saturagdo, o
modelo logistico tem sido amplamente empregado na
descri¢do de fendmenos biologicos, ecologicos e
demograficos (MURRAY, 2002; BOYCE;
DIPRIMA, 2017). Entretanto, sua aplicagdo em
dados populacionais especificos também permite
avaliar suas potencialidades e limitagdes na
representagdo do crescimento de municipios ao longo
do tempo.

Neste contexto, o presente trabalho tem como
objetivo aplicar o modelo logistico de Verhulst a
evolugdo populacional do municipio de Toledo,
Parana, utilizando dados disponibilizados pelo
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).
Os parametros do modelo foram definidos
empiricamente por ajuste manual e a implementagao
computacional foi realizada em Python, permitindo
comparar as estimativas obtidas com os dados
historicos do municipio. Além de analisar o
desempenho do modelo na representacdo da
dindmica populacional de Toledo, este trabalho
discute como, em pesquisas futuras, o modelo podera
servir de base para simula¢des computacionais, como
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jogos de estratégia, nos quais a capacidade de suporte
podera ser tratada como uma variavel dependente das
decisdes do usuario.

[+dP + [—=dP = [rdt

Inlp| — In|[K — Pl=1t + ¢

Utilizando a propriedade de subtrag@o dos logaritmos
MATERIAL E METODOS (Ina- Inb = In(a/b)):

O modelo logistico de Verhulst parte de um principio

simples: a taxa de crescimento per capita ndo ¢ ln|

constante, mas decresce linearmente a medida que a
opulagdo P(t) se aproxima da capacidade de suporte o . .

pKIEBOYCE;( })IPRFI)MA, 2017). i dedugdo paSSO o  paracliminar o logaritmo natural:

passo para se chegar a solugdo analitica parte da

separacdo de wvaridveis da equacdo diferencial P = = e

Mart K—-P 1
ordinaria de Verhulst: . _— . S
Considerando a condig¢éo populacional inicial no

instante de partida t = 0, onde a populagdo ¢ P(0) =

Kfp|=rt+c

Aplicando a funcdo exponencial em ambos os lados

dp P )
o =P - PO:
Reescrevendo o termo entre parénteses para obter um P, 0
denominador comum: k—p_ € €
0
dP K—P .
— = rP(—) Substituindo o valor da constante c1 de volta na
e equacao:
Isolando as variaveis P do lado esquerdo e t do lado
direito: P
dP r P — 0 ert
Fa-m - w S

Para integrar o lado esquerdo, aplica-se a
decomposi¢do em fragdes parciais do integrando: Invertendo as fragdes de ambos os lados para facilitar
o isolamento da variavel populacional P:

L _ A, B
P(K-P) — P K—P K—p K=P, _y¢
PP °
Multiplicando ambos os lados por P(K — P), K 1= K=Py — —rt
obtemos a identidade 1 = A(K — P) + BP P ( P, )e
K—P
K 0 -1t
Para determinar as constantes A e B: 5= 1+ P )e
0
L Isolando finalmente P(t), chega-se a solugdo analitica
P=0:1=AK — 0)=4 ==+ do modelo logistico apresentada na Equagao (15):
1
P=K 1=0+ B(K)=B =—
. K P(t) = ——t—— (15)
Substituindo as constantes de volta na integral da 14 eyt
PU

equacdo diferencial:
Para a definicdo dos parametros do modelo, foram
utilizados os dados populacionais do municipio de
Toledo/PR, obtidos junto ao Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE) (INSTITUTO
BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA,
2025), referentes aos anos de 1970, 1980, 1991,
2000, 2010, 2022 e 2025. Os valores de r € K foram
determinados por meio de um procedimento empirico
de ajuste manual, no qual diferentes combinagdes de
parametros foram testadas até que a curva logistica

[+ (+—)dP = [Ldt

Multiplicando toda a equagao por K para simplificar
os denominadores e realizando a integracdo de cada
termo, obtemos:
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apresentasse uma aproximagao visual satisfatoria em
relacdo a evolugdo histérica da populagdo do
municipio. Ndo foi empregado nenhum método
formal de estimag@o de parametros, como ajuste por
minimos quadrados ou técnicas de otimizagdo
numérica, pois o objetivo foi ilustrar a aplicagdo do
modelo, e ndo realizar estimagao estatistica rigorosa
dos pardmetros. Assim, os erros relativos
apresentados possuem carater ilustrativo, uma vez
que os pardmetros ndo foram obtidos por um
procedimento formal de otimizagdo, ndo devendo ser
interpretados como resultado de um procedimento
formal de calibragéo.

A implementag@o computacional foi feita em Python,
utilizando as bibliotecas NumPy para operacdes
numéricas (PYTHON SOFTWARE FOUNDATION,
2026). O erro relativo entre o valor estimado pelo
modelo e o valor real foi calculado:

E [X=X|
Tr =
X1

onde X representa o valor estimado pelo modelo
logistico e X o valor obtido a partir dos dados do
IBGE.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A adequacdo do modelo logistico foi avaliada por
meio da comparagdo entre as estimativas
populacionais obtidas e os dados historicos do
municipio de Toledo/PR disponibilizados pelo IBGE,
referentes ao periodo de 1970 a 2025. Os parametros
=0,03 e K=180.000 foram definidos empiricamente
por ajuste manual, buscando representar de forma
satisfatoria a evolucdo da populagdo ao longo do
periodo analisado. Os resultados dessa comparagdo
sdo apresentados na Tabela 1, que retine os valores
observados, as estimativas produzidas pelo modelo e
0s respectivos erros relativos.

Tabela 1. Populagdo real e estimada pelo Modelo de
Verhulst — Toledo/PR.

Ano Pop. Real  Pop. Verhulst Erro
Relativo (%)

1970 68.885 68885 0.00%

1980 81.282 82005 0.89%

1991 94.879 96821 2.05%

2000 98.200 108708 10.70%
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Ano Pop. Real  Pop. Verhulst Erro
Relativo (%)

2010 119.313 121143 1.53%

2022 150.470 134433 10.66%

2025 160.701 137427 14.48%

Os dados apresentados na Tabela 1 indicam que o
modelo reproduz adequadamente a tendéncia inicial
de crescimento populacional. Entre 1970 e 1991, a
margem de erro manteve-se estritamente abaixo do
limiar de 2,1%, o que evidencia que a taxa intrinseca
de crescimento (r = 0,03) modela com fidelidade a
fase inicial de expansdo urbana acelerada de Toledo.
Entretanto, observa-se aumento do erro relativo em
alguns periodos, indicando limitagdes do modelo
logistico para representar fatores externos que
influenciam o crescimento populacional.

A medida que a populagio se aproxima da
capacidade de suporte estimada K, o modelo prevé
uma desaceleragdo progressiva do crescimento. Essa
desaceleragdo ¢ compativel com a hipotese de
capacidade de suporte constante adotada pelo
modelo. Entretanto, o desvio observado em 2025
sugere que fatores ndo contemplados pelo modelo,
como variagdes nas taxas de migracdo ou politicas
publicas de habitacdo, podem ter influenciado o
crescimento populacional do municipio.

A Figura 1 apresenta a comparagdo entre a populacao
observada do municipio de Toledo e os valores
estimados pelo modelo logistico de Verhulst.
Observa-se que, nas primeiras décadas analisadas, as
curvas  apresentam  comportamento  bastante
semelhante, indicando que o modelo reproduz
satisfatoriamente a tendéncia inicial de crescimento
populacional. A partir dos anos 2000, entretanto,
nota-se um afastamento progressivo entre os valores
observados e os estimados, tornando-se mais
evidente nos anos de 2022 e 2025. Esse
comportamento sugere que a hipdtese de uma
capacidade de suporte constante pode ndo ser
suficiente para representar a dindmica demografica
do municipio ao longo de um periodo extenso, uma
vez que fatores econdmicos, sociais e migratorios
podem alterar o padréo de crescimento da populagéo.
Além disso, também percebe-se que o modelo
superestima a populagdo em 1991 ¢ 2000 e, em
seguida, subestima a partir de 2022. Esse
comportamento sugere que o valor adotado para K
pode ndo representar adequadamente toda a série
historica.

Embora o modelo apresente limitacdes para
representar integralmente a evolucdo demografica
observada, sua simplicidade matematica e seu
comportamento  qualitativo  tornam-no  uma
ferramenta interessante para aplicagdes didaticas e
computacionais. Em trabalhos futuros, a adogdo de
uma capacidade de suporte varidvel podera reduzir
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esses desvios e ampliar as possibilidades de
utilizagdo do modelo em sistemas de simulagdo.
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Figura 1 - Evolugao da populagio observada de
Toledo/PR e da populagdo estimada pelo modelo
logistico de Verhulst para os anos de 1970 a 2025.

Para a execugdo das simulagdes numéricas, calculo
das projegdes de Verhulst e determinagdo dos erros
relativos percentuais plotados nos resultados, foi
desenvolvido e utilizado o seguinte algoritmo em
linguagem Python:

print(”-

for ano, real in dados_reais.items():

erro_rel = abs(real - estimado) / abs(real) * 180

Embora o presente trabalho tenha sido desenvolvido
utilizando dados demograficos do municipio de
Toledo, o modelo logistico de Verhulst apresenta
potencial para aplicacgdes em sistemas
computacionais de simulagdo. Em jogos de
estratégia, por exemplo, a capacidade de suporte (K)
pode ser associada a elementos como infraestrutura
urbana, disponibilidade de habita¢des, produgdo de
alimentos e ocupagdo territorial. Dessa forma,
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alteragdes promovidas pelo jogador poderiam
modificar dinamicamente o valor de K, influenciando
diretamente a evolugdo da populacdo virtual. Essa
abordagem permitiria representar matematicamente a
relacdo  entre  crescimento  populacional e
disponibilidade de recursos, constituindo uma
perspectiva interessante para trabalhos futuros.

CONCLUSAO

A analise realizada demonstra que o Modelo
Logistico de Verhulst foi capaz de representar
satisfatoriamente a tendéncia geral de crescimento
populacional do  municipio de Toledo/PR,
especialmente nas primeiras décadas analisadas. Em
comparacdo ao modelo exponencial de Malthus, o
modelo logistico incorpora a capacidade de suporte
do ambiente, permitindo representar a desaceleracao
do crescimento populacional a medida que a
populagdo se aproxima desse limite. Entretanto, os
desvios observados nos anos mais recentes
evidenciam as limitagdes de assumir uma capacidade
de suporte constante para descrever a dindmica
populacional ao longo de periodos extensos, uma vez
que fatores como migra¢do, mudangas economicas ¢
politicas publicas ndo sdo contemplados pela
formulagao classica do modelo.

Embora o modelo apresente limitacdes para
representar integralmente a evolucdo demografica
observada, sua simplicidade matematica e seu
comportamento  qualitativo  tornam-no  uma
ferramenta interessante para aplicacdes didaticas.
Como perspectiva de trabalhos futuros, o modelo
poderda  servir de base para  simulacdes
computacionais, nas quais uma capacidade de suporte
varidvel podera reduzir esses desvios e representar de
forma mais realista a evolugdo populacional. Essa
abordagem amplia as possibilidades de aplicacdo do
modelo, mantendo seus fundamentos matematicos e
incorporando maior flexibilidade para representar
sistemas dinamicos.

REFERENCIAS

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Elementary
Differential Equations and Boundary Value
Problems. 11. ed. Wiley, 2017.

INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E
ESTATISTICA (IBGE). Toledo (PR). Disponivel
em:
https://www.ibge.gov.br/cidades-e-estados/pr/tole
do.html . Acesso em: 11 jun. 2026.

MALTHUS, T. R. An Essay on the Principle of
Population. London: J. Johnson, 1798.



Anais do VII CoBICET — Resumo expandido P
Congresso Brasileiro Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia .

24 a 28 de agosto de 2026

MURRAY, J. D. Mathematical Biology I: An
Introduction. 3. ed. New York: Springer, 2002.

PYTHON SOFTWARE FOUNDATION. Python
Language Reference. Disponivel em:
https://www.python.org

VERHULST, P. F. Notice sur la loi que la
population suit dans son accroissement.
Correspondance Mathématique et Physique, v. 10,
p. 113-121, 1838.

Evento ()I'llfl7€
www.even3.com.br/cobicet2026



	 

