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Resumo: O ensino de Elementos Finitos tem uma complexidade na compreensdo
matematica e fisica que o fundamenta. Este trabalho reflete a importancia da plataforma
FEniCS, unindo Python e Ubuntu na resolugdo de equacdes diferenciais parciais em
elementos finitos e descreve o passo a passo de sua utilizagdo para resolver um problema
de forma didatica, com a inser¢do do codigo aberto de programacgdo e¢ a eliminacdo de
caixas-pretas, exemplificando o resultado no programa ParaView.
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INTRODUCAO

O método dos elementos finitos (MEF) constitui um
procedimento numérico para obter solugdes
aproximadas de problemas de contorno descritos por
equacdes diferenciais parciais (EDPs), cujas solucdes
analiticas exatas tornam-se complexas quanto a
geométrica, heterogeneidade das propriedades dos
materiais ou condigdes de contorno arbitrarias
(Zienkiewicz e Taylor, 2000). O método baseia-se na
estratégia de particdo de um dominio continuo
bidimensional ou tridimensional em um conjunto de
subdominios geometricamente simples e de tamanhos
bem definidos, denominados elementos finitos
(Reddy, 2019). Esses elementos mantém conexao
mutua por meio de pontos discretos localizados em
suas fronteiras e interiores, designados como nos.

Historicamente, as bases matematicas do método
remontam aos trabalhos de aproximacdo variacional
por particdes poligonais estabelecidos na primeira
metade do século XX (Courant, 1943). Contudo, a
sua consolidagdo e aplicagdo sistematica voltada para
problemas de elasticidade e mecénica dos solidos
ocorreu nas décadas seguintes, impulsionada pela
evolugdo da computagao cientifica (Clough, 1960).

A aplicagdo pratica do MEF segue ectapas bem
definidas, iniciando pelo estabelecimento da
formulagdo fraca do problema fisico, a transicdo do
modelo continuo para a representacdo discretizada
apoiada em formulagdes variacionais ou em métodos
de residuos ponderados, com destaque para o critério

Evento online
www.even3.com.br/cobicet2026

de Galerkin (Fish e Belytschko, 2007), quando a
malha ¢ gerada ocorre a definicdo dos nods, por
elementos e a interpolagdo das varidveis.
(Zienkiewicz e Taylor, 2000). A matriz de rigidez
global do sistema ¢é entdo montada a partir da
contribuig¢do  individual de cada elemento,
possibilitando a imposigdo das condi¢des de contorno
¢ a resolucdo numérica das incognitas nodais, tais
como deslocamentos ou distribui¢des de tensdes.

Sob essa perspectiva, o comportamento da variavel
dependente desconhecida no interior de cada
elemento finito ¢ aproximado por meio de
combinagdes lineares de fungdes polinomiais de
interpolacdo, conhecidas como fungdes de forma ou
fungdes de base (Cook et al., 2001).

Essas funcdes de interpolagdo sobre a formulagdo
fraca do problema resulta em um sistema local de
equagdes algébricas lineares para cada elemento
individual e ¢ por isso que o MEF pode ser aplicado
em problemas como analise estrutural, transferéncia
de calor, mecanica dos fluidos, eletromagnetismo,
biomecanica ¢ engenharia de materiais (Bathe, 2014,
Liu et al. 2022; Zienkiewicz et al., 2024).

A consolidagdo do método dos elementos finitos no
ambiente académico e industrial impulsionou o
desenvolvimento de diversos pacotes computacionais
comerciais amplamente difundidos, tais como
ANSYS, ABAQUS e COMSOL Multiphysics (Logg
et al.,, 2012). Embora tais ferramentas oferecam
interfaces graficas altamente intuitivas e robustas
bibliotecas de elementos pré-configuradas, sua
arquitetura fechada impde limitagdes severas quando
comparada a plataformas abertas ¢ orientadas a
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formulagdo matematica direta, como o ecossistema
FEniCS (Alnzs et al., 2015). A rigidez operacional e
o alto custo de licenciamento sdo fatores que
diminuem o uso desses softwares comerciais para a
customizagdo algoritmica avangada e para o
desenvolvimento de modelos constitutivos.

O principal ponto de divergéncia reside no nivel de
abstragdo da formulagdo fraca das equacdes
diferenciais parciais. Em ferramentas comerciais
tradicionais, o usudrio fica restrito a classes de
problemas predefinidas, enfrentando grande rigidez
no acoplamento de novos termos diferenciais néo
lineares (Langtangen e Logg, 2017). Por outro lado, o
FEniCS fundamenta-se em uma linguagem de formas
UFL (Unified Form Language), que permite a
transcri¢do quase literal de equagdes diferenciais em
sua forma variacional abstrata, compilando o cédigo
em tempo de execugdo de maneira otimizada (Kirby
e Logg, 2006). Nos pacotes de codigo fechado,
qualquer alteragdo na matriz de rigidez global exige
rotinas complexas de programacdo em linguagens
legadas, as quais operam de forma ineficiente fora do
nucleo principal do resolvedor numérico.

Ademais, a dependéncia de interfaces graficas
pesadas e o modelo de licenciamento por nucleos de
processamento (CPUs) limitam o uso de softwares
comerciais em ambientes de computagdo de alto
desempenho (HPC) e simulagdes em larga escala
(Olwegard et al., 2020). Enquanto o FEniCS distribui
as malhas e os sistemas lineares associados por meio
de interfaces MPI e bibliotecas lineares escalaveis
como PETSc, os pacotes tradicionais cobram taxas
adicionais exorbitantes para execucdo paralela
massiva. Essa parte comercial restritiva prejudica a
reprodutibilidade cientifica e eleva o custo de
pesquisas académicas focadas na otimizacdo de
formas.

Historicamente, a difusdo do MEF esteve associada
ao desenvolvimento de softwares comerciais
consolidados, como os derivados do NASTRAN e do
SAP, que se tornaram populares a partir da década de
1970 e atualmente dominam o mercado de simulagdo
estrutural (Niiranen, 2021). Esses pacotes costumam
operar como solugdes de "caixa-preta", oferecendo
interfaces graficas robustas sem expor ao usudrio as
rotinas internas de discretizacdo, montagem e
resolucdo do sistema de equagdes. .

O FEniCS ¢ uma plataforma de computagdo
cientifica de codigo aberto desenvolvida para
automatizar a solugdo numérica de Equacdes
Diferenciais Parciais por meio do MEF, permitindo a
implementagdo pratica dessas formulagdes sem as
limitagdes de transparéncia associadas a softwares
proprietarios (Logg et al., 2012). Seu uso eficiente é
baseado na integracdo entre a plataforma FEniCS, a
linguagem de programacdo Python e o sistema
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operacional Ubuntu 22.04 LTS via Windows
Subsystem for Linux (Alnzs et al., 2015).

Este trabalho tem como objetivo apresentar um
aplicagdo didatica do FEniCS no ensino de elementos
finitos, guiando o leitor pelas etapas de instalagdo,
modelagem e visualizagdo da plataforma FEniCs.

MATERIAL E METODOS

A metodologia computacional empregada neste
trabalho se inicia na instalagdo da plataforma FEniCS
para o usudrio, posteriormente ¢ apresentado o
ambiente operacional. Para representar as tensdes e
equacdes pela plataforma foi escolhido uma chapa de
aco de emenda de viga ponte (Rodriguez , 2023), que
sofreu uma abertura circular. Com as dimensdes do
objeto e suas descrigdes, 0 processo numérico pode
ser gerado através de comando, esse conjunto ¢
explicado em dez ectapas de forma didatica para
garantir a reprodutibilidade e a precisdo da analise
estrutural, feita pela plataforma FEniCS, unida a
linguagem de programagdo Python e o sistema
operacional Ubuntu 22.04 LTS via Windows
Subsystem for Linux (Alnzs et al., 2015).

Para representagdo dos objetivos propostos neste
estudo, estabeleceu-se uma abordagem explicativa e
didatica fundamentada em modelagem
computacional e simulacdo numérica avangada.
Iniciando com a aplicagdo do método dos elementos
finitos a analise de estruturas que exige um
encadeamento sistematico de rotinas algoritmicas,
garantindo que a transi¢do entre o modelo fisico
continuo e a aproximagdo discreta que preserve a
consisténcia matematica do problema (Oden e
Demkowicz, 2010). Conforme apontam Strang e Fix
(2008), o controle estrito sobre cada fase do processo
desde a geragdo da malha até a resolugdo dos
sistemas lineares, ¢ o fator determinante para mitigar
erros de truncamento e assegurar a convergéncia das
solug¢des numéricas.

A imagem resultante ¢ apresentada de forma visual
pelo progama ParaView na modelagem e simulagéo
numérica via MEF junto ao FEniCS, sendo realizada
a construcdo de uma chapa onde sofreu uma abertura
circular cujo resultado sdo as tensdes provocadas por
descontinuidades geométricas em regime de estado
plano de tensdes (EPT). Para a elaboracdo da malha
foram utilizados elementos triangulares na
discretizacao, que ilustra a forma do comportamento
mecdnico das linhas de fluxo de tensdo e as
implicacdes praticas de projeto estrutural ¢ baseada
nos critérios de falha de Von Mises.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O ponto de partida para a utilizagdo do FEniCS em
sistemas Windows consiste na ativagdo do Windows
Subsystem for Linux (WSL), que permite a execucdo
de uma distribui¢do Linux nativa sem a necessidade
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de maquinas virtuais pesadas. A instalacdo ¢
realizada através do terminal PowerShell em modo
administrador, utilizando o comando wsl --
install, que configura por padrido o Ubuntu. Apos
o reinicio do sistema e a criacdo de credenciais de
usudrio, o ambiente Linux torna-se acessivel como
um terminal independente, fornecendo a estabilidade
necessaria para gerenciar as bibliotecas de alto
desempenho que compdem o nucleo do software.

Apbs o reinicio do sistema e a criagdo de credenciais
de usuario, o ambiente Linux torna-se acessivel como
um terminal independente, fornecendo a estabilidade
necessaria para gerenciar as bibliotecas de alto
desempenho que compdem o nucleo do software.

A instalagdo do Python ¢ validada via terminal,
permitindo a criagdo de ambientes virtuais isolados
onde as bibliotecas de calculo podem ser atualizadas
sem interferir no sistema operacional. O Python
atuara como a interface de alto nivel que traduzira os
comandos do estudante para as rotinas de baixo nivel
em C++ do FEniCS.

A instalagdo da plataforma FEniCS no ambiente
Ubuntu ocorre de maneira automatizada através do
Gerenciador de Pacotes APT ou via repositorios
Conda-Forge. Utilizando o comando:

sudo add-apt-repository ppa:FEniCS-
packages/FEniCS

O sistema vincula-se aos pacotes oficiais mantidos
pelos desenvolvedores do projeto. A execucdo do
comando de instalacdo (sudo apt-get install
FEniCS) baixa e compila simultaneamente todos os
componentes essenciais, como a Unified Form
Language (UFL) e o motor de discretizagdo DOLFIN,
consolidando o ambiente de simulagdo no
computador do usuario.

O FEniCS néo possui uma "tela inicial" de interface
grafica (GUI) proprietaria, 0 mesmo opera como um
ecossistema de bibliotecas integrado ao ecossistema
Python. Existem dois ambientes na utilizacdo do
FEniCS, que chamaremos de camadas, abaixo na
figura 1 tem a primeira camada:

Ubuntu

Figura 1. Sistema operacional Ubuntu, sendo 1?
camada. Fonte: Autora Soraya Bandeira, 2026.

Ao abrir o terminal do Ubuntu, a linha de comando
apresenta a seguinte estrutura:

ical2026@DESKTOP-44HDO3V:~$
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Essa linha ¢ dividida em duas partes fundamentais: a
Identificagcdo do Ambiente (Prompt) e a Instrugdo de
Execugdo (Comando). O usuario inicia a sessdo com
o comando, conforme a figura 2, por exemplo:

nano simulation.py

ical2026@DESKTOP-44HDO3\ X =7

:~$ nano simulation.py

Figura 2. Sistema operacional Ubuntu com comando
ao arquivo salvo (1* camada). Fonte: Autora Soraya
Bandeira, 2026.

01. Ambiente Operacional

O Ubuntu (figura 1) é uma distribui¢do do sistema
operacional Linux baseada em Debian, amplamente
utilizada em computagdo cientifica devido a sua
robustez e eficiéncia no gerenciamento de pacotes e
recursos computacionais, (Langtangen, 2016). E o
ambiente nativo ideal para a compilagdo e execugdo
das complexas bibliotecas de algebra linear em C++
que rodam no nticleo do FEniCS (como PETSc,
SLEPc e SCOTCH).

Tabela 1. Explicacdo do comando.

Elemento T’CI‘II.IO Funcao / Significado
Técnico
. Username Identifica a conta de usuario
ical2026 L. . .
(Usuério) que esta operando o sistema.
Indica em qual
Conector .. . L.
@ (A1) maquina/servidor o usuario
esta logado.
DESKTOP-  Hostname (o io%e S0 el
44HDO3V Aqui .
(Méquina) no Windows).
Delimita as informagdes de
Separador rede do caminho do
diretorio.
Home Atalho que indica que o
Directory g p .
~ (Pasta usuarlo esta n_a sua pasta raiz
Pessoal) (/home/ical2026).
CommanNd O nome do editor de texto
(Invocag@o .
nano do baseado em terminal que o
sistema deve executar.
Programa)

Argument O nome do arquivo que o editor
simulation.p = (Pardmetro/ | nano deve abrir. Se o arquivo

y Arquivo nao existir, o sistema o criard
Alvo) automaticamente.
File Identifica o formato do arquivo,
. indicando ao sistema e ao editor
.py Extension

udo ¢ um script em

< que o conte
(Extensdo) Python.
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02. Interface de Edicao e Controle

Apds apertar a tecla “Enter”, a segunda camada ¢
apresentada, onde mostra o GNU nano ( figura 4 ),
que ¢ um programa rodando dentro do terminal,
sendo um editor de texto para programadores. A
figura 4 apresenta um cddigo feito pelo usuario com
as dimensdes da chapa, parametros do EPT e a
identificacdo da geometria de abertura na chapa.

ical2026 @DESKTOP-44HDO3\ X e

GNU nano 7.2
import numpy as np
from dolfin import *
import mshr

# Modulo de Young: 218 GPa (Aco)
# Razao de Poisson
# Tracao aplicada: 186 MPa

E = Constant(210e9)
nu = Constant(0.3)
sigma_8 = Constant(188e6)

mu=E / (2.8 * (1.8 + nu))
lmbda = (E * nu) / (1.8 — nux*2)

def epsilon(u):
return sym(grad(u))

def sigma(u):
return 2.0*mu*epsilon(u) + lmbda*tr(epsilon(u)) * Identity(2)

def von_mises(u):
s = sigma(u) - (1.8/3.8)*tr(sigma(u))+Identity(2)
return sqrt(3.6/2.8*inner(s, s))

plate.; msh: Rectan§ e(Point( o5 257, ﬁéint(@.s, 8.5))
circi.e,hol.e = mst ,Cir;:Le(Pﬁ-int(B, 8), 8.15)
geo_circle = plate - circle_hole

casos = {
"circular_inteiro”: geo_circle

We Help Write Out WY Where Is Cut
@i Exit Read File W Replace Paste

Figura 4. 2* camada com o cddigo Python feito pelo
usuario no GNU nano. Fonte: Autora Soraya
Bandeira, 2026.

Para o gerenciamento, escrita e modificacdo do
codigo-fonte do script (simulation.py), utilizou-se o
terminal integrado do Linux em conjunto com o
editor de texto GNU nano 7.2. Esta interface em
modo texto (linha de comando) permite o controle
agil do ambiente de simulagdo e a execugdo direta
dos comandos de compilacdo e teste, minimizando o
consumo de memoria RAM do sistema.

03. Automagao ¢ Linguagem Base

Esta etapa do programa ¢ inteiramente trabalhada na
linguagem Python 3. O interpretador executa o script
de forma sequencial, realizando a importagdo
automatizada dos moddulos numéricos fundamentais
(NumPy), mecéanicos (DOLFIN) e geométricos
(mshr). O Python atua como uma linguagem de alto
nivel para automatizar chamadas de solvers
compilados em linguagens de baixo desempenho
(C/C++), conforme destacado por na imagem a
seguir:
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ical2026 @DESKTOP-44HDO3\ X 4|

GNU nano 7.2 simulation.p
for nome, geometria in casos.items():

mesh = mshr.generate_mesh(geometria, 65)

file_mesh = File(;

file_mesh << mesh

V = VectorFunctionSpace(mesh, , 1
W_space = FunctionSpace(mesh, ")

bc_fixe = DirichletBC(V, Constant((0.8, ©.8)), )
bes = [be_fixo]

boundar: MeshFunction(
boundaries.set_all(e)

, mesh, mesh.topology(}.din() — 1)
class BordaDireita(SubDomain):
def (self, self_x, on_boundary):
return on_boundary and self_x[6] > 6.5 — le-5

BordaDireita().mark(boundaries, 1)
ds = Measure('ds", domain=mesh, subdomain_data=boundaries)

= Constant((100e6, ©.0))
= TrialFunction(V)
= TestFunction(V)

€ Help 0 Write Out fl where Is { Cut Ml Execute [¢ Location
| Exit i Read File @ Replace Paste B Justify Go To Line

Figura 5. Segunda parte do codigo Python no GNU
nano na 2% camada. Fonte: Autora Soraya Bandeira,
2026.

Tabela 2. Comandos de MEF.

Linha de .
1 Conceito no o .
Coédigo Fungéo Técnica no Projeto
MEF
(Comando)
Divide a geometria continua
. L em subdominios menores, de
mshr.generate  Discretizagdo S
e problema infinito para
mesh() do Dominio . .
- problema finito com nos e
elementos.
Define as fungdes
(polindmios de Lagrange de
VectorFuncti Espago de Grau 1) ao aproximar o
onSpace() Interpolagdo comportamento do
deslocamento dentro de cada
elemento.
Condigao de Define as restri¢des fisicas
DirichletBC() Contorno ou apoios do modelo
Essencial (engastes, apoios fixos).
Define as variaveis para o
TrialFunction Formulagao método de res@uos
/ Fraca ponderadqs. A Tr.1al (u)
TestFunction (Galerkin) representa a incognita real e
a Test (v) representa os pesos
virtuais.
Representam a fisica do
problema. a_form ¢ o
a forme Equagdes trabalho virtual interno
L form Integrais (matriz de rigidez) e L_form

¢ o trabalho virtual externo
(vetor de forgas/tragdo).

O comando principal do
MEEF. Ele monta o sistema
global de equagdes
algébricas (K- U=F), aplica
as condig¢des de contorno e
resolve o sistema para
encontrar os deslocamentos
nos nés (u_sol).

solve(a_form  Resolugdo do
== Sistema
L form, ... Linear

Essas duas camadas" diferentes no ambiente de
desenvolvimento no Ubuntu (rodando via WSL no
Windows) trabalham juntas, mas servem para coisas
totalmente distintas. A segunda camada serve
exclusivamente para editar as linhas de codigo do
arquivo simulation.py como o mddulo de Young,
a Razdo de Poisson, a geometria da chapa com o furo
circular. As duas telas trabalham juntas, o fluxo de
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trabalho com o FEniCS vai ser sempre esse ciclo: no
Editor (nano) se digita o cddigo do FEniCS, define a
malha, as propriedades do material e as condigdes de
contorno. Quando terminar é necessario salvar com a
sequéncia (Ctrl + 0), Enter e sair com (Ctrl +
X), voltando para primeira camada conforme a figura
6, onde basta apertar Enter para obter a resposta do
comando.

ical2026 @DESKTOP-44HDO3Y X Gl

:~$ nano simulation.py
‘ :~$ python3 simulation.py
Solving linear variational problem.

Figura 6. Primeira camada onde se apresenta a
resposta, nesse caso o arquivo foi gerado. Fonte:
Autora Soraya Bandeira, 2026.

Para acessar no computador, segue o exemplo deste
usuario (ical2026):

Abra o Explorador de Arquivos do Windows (Win +
E). No menu lateral esquerdo, role a barra até o final,
onde tem uma baleia ou a palavra Linux. No exemplo
deste trabalho:

Clique em Linux => Ubuntu => home => ical2026.

Todos os arquivos do projeto estardo dentro dessa
pasta ical2026.

04. Modelagem Geométrica da chapa com furo

Como exemplo de trabalho utilizamos a chapa de
Rodriguez (2023) aplicacdo, conforme a figura
abaixo:

ANALISE DE TENSOES EM CHAPA DE EMENDA DE VIGA DE PONTE
1: CONDIGOES REAIS DO PROBLEMA ,{5\

Lavgura total (W) = 1.0 m (1000 mm) \/}

2: MODELAGEM NUMERICA E CONDIGOES DE CONTORNO

??(pn.n, F(x.1,0)
N il

Region A - Grossa

R=015m
1150 )

S— f ——
TRACAO J TRAGAO
UNIAXIAL UNIAXIAL

Didimetio L

=0.30m

= Falorki= 3
M,

of
Tensio de Von Mhsss v
Distanciz do Furn

Region A~
Grossa

Restrigao Horizontal u, = 0}
Y=o

Carregamento
Tagbo (T
Y - )
Espessura X=03K (r=0)
E\liuﬂ,gﬁ)m fe—— Largura fotal (W) = 1.0m (1000 mm) ——| Y=0 Restiglo Verbcal (4, = 0)
PART 2: MODELO DE SIMETRIA (1/4 DA PLACA)

PART 1: PLACA COMPLETA E UNIAXIAL
Figura 1: Dimensoes e caracteristicas da chapa com
a abertura circular. Fonte: Adaptado de Rodriguez
(2023)
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As dimensodes Externas da chapa quadrada foi de 1.0
m x 1.0 m, ocupando o dominio [—0.5, 0.5] x [-0.5,
0.5]. A abertura do furo circular teve raio de 0.15 m ,
sendo o Diametro = 0.30 m.

A geometria bidimensional do dominio analisado foi
construida de maneira analitica através do modulo
geométrico mshr. O modelo consiste em uma chapa
quadrada centralizada na origem do plano cartesiano,
da qual ¢ subtraido um furo circular perfeito. A
constru¢do matematica do dominio final de anélise
(QQ) ¢ regida pelas seguintes equagdes de
subdominios:

Dominio da chapa (Qchapa): Retangulo definido pelos
pontos diagonais P1(-0,5; -0,5) e P2(0,5; 0,5):

Qraca={(x ) ER? | =0,5<x<0,5¢ — 0,5<y <0,5}(1)

Dominio do Furo (y,,) : Circulo posicionado no
centro do plano (0,0) com raio r =0,15:

quro:{(xay)eRz | x2+y25(0315)2} (2)

Dominio Final de Analise (Q2): Operagdo booleana de
diferenca entre os conjuntos geométricos:

Q:Qplaca\ Qﬁtra (3)
05. Discretizag¢do e Geragdo de Malha

Com base na geometria definida, realizou-se a
discretizacdo espacial do dominio continuo em
subdominios triangulares (elementos finitos lineares
de Lagrange), gerando a malha computacional
através da biblioteca mshr com um fator de
refinamento igual a 65. Esse processo divide a
geometria continua em um nUmero finito de
subdominios para viabilizar a resolugdo numérica
pelas aproximagdes do método dos elementos finitos
(Fish e Belytschko, 2007). Segue leitura e
discretizagdo do dominio continuo por meio de
malhas triangulares (2D):
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Figura 7. Discretizag@o da chapa no ParaView. Fonte:
Soraya Bandeira, 2026.

A aplicagdo das condi¢des de contorno essenciais
(Dirichlet) e naturais (Neumann) especificadas sdo
necessarias nesse processo do sistema.

K.U=F @)

K (Matriz de Rigidez Global): E uma matriz que
mapeia a geometria da malha e as propriedades
mecanicas do material (como o Mddulo de Young e
Cocficiente de Poisson). Ela dita o quio rigida é cada
parte da estrutura. No cddigo, ela ¢ gerada a partir da
forma bilinear a_form.

U (Vetor de Deslocamentos Nodais): E o vetor que
contém as incognitas do problema. Ele armazena os
valores de deslocamento (em x e y) que cada né da
malha sofrera. E a variavel primaria que o software
tenta descobrir (u_sol).

F (L_form): E um vetor que condensa todas as
for¢as atuando no sistema, como forgas de corpo
(gravidade), pressdes superficiais (tracdo) e
carregamentos concentrados .

A equagdo 4 ¢é importante no método dos elementos
finitos para problemas lineares (como a elasticidade
linear do projeto). Quando se executa o comando
solver, que ¢é integrado DOLFIN (o motor de
computagdo do FEniCS) realiza-se toda a algebra
linear pesada para transformar as equagdes
diferenciais nesse sistema matricial (LOGG et al.,
2012).

No contexto da mecéanica dos solidos, cada letra
dessa equag@o representa uma matriz ou vetor global
do sistema:

O DOLFIN ndo resolve apenas a equagdo final, ele
automatiza trés etapas matematicas complexas que,
antigamente, os engenheiros precisavam programar
manualmente linha por linha:
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Formulagdo  Variacional => 1. Montagem
(Assembly)=> 2. Aplicacdo de BCs=> 3. Resolugdo
Numérica

BCs (Boundary Conditions) - Condi¢des de Contorno
ou Condigdes de Fronteira

O DOLFIN pega as integrais definidas em a_form e
L form e as calcula elemento por elemento da malha
(integragdo numérica via Quadratura Gaussiana). Ele
gera matrizes locais pequenas para cada tridngulo da
malha e as "costura" de forma organizada para
construir a enorme matriz global K e o vetor F.

Antes de resolver o sistema, o DOLFIN injeta as
restricdes que foram definidas em bcs (como o
engaste fixo DirichletBC). Ele altera as linhas e
colunas correspondentes na matriz K ¢ no vetor F
para garantir que os nos presos tenham deslocamento
estritamente igual a zero (ou ao valor determinado),
impedindo que a pega "voe" pelo espago virtual
quando a forga for aplicada.

Como a malha possui milhares de nds, a matriz K se
torna gigantesca, porém esparsa (cheia de elementos
zero). O DOLFIN aciona bibliotecas de algebra
linear de alto desempenho (como PETSc, MUMPS
ou Scipy) para resolver o sistema:

U=K' F (5)

Ele faz isso utilizando métodos diretos ou iterativos
avangados para entregar o resultado do vetor u em
segundos, com alta precisdo numérica.

06. Resolugdo Numérica via Método dos Elementos
Finitos (MEF)

O cerne do processamento numérico ¢ executado
pelo solver do framework FEniCS, utilizando o
moédulo DOLFIN (Logg et al., 2012). O problema
elastico linear resolve o campo de deslocamentos u
através da formulagdo fraca do principio dos
trabalhos virtuais sobre o dominio €.

O material adotado possui comportamento mecanico
elastico linear e isotropico, configurado sob a
hipotese de estado plano de tensdes (EPT), cujas
propriedades mecénicas de entrada (compativeis com
0 ago estrutural) sdo:

- O Moédulo de Young: (E=210x10°Pa), a
- Razdo de Poisson: (v=10,3)
-Tragdo linear aplicada na borda de 6, = 100 x 10°Pa.

Para a resolu¢do do EPT, o FEniCS calcula
internamente os Pardmetros de Lamé (pn e i)
convertidos pelas relagdes constitutivas classicas
(Timishenko e Goodier, 1970):

E
T

BICET

(6)
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A= .2 (N

07. Pés-Calculo e Formulagdo das Tensdes de Von
Mises

A partir do campo de deslocamentos primarios u
obtido na etapa anterior, o algoritmo calcula os
tensores cinematicos ¢ estaticos derivados pelas
equagdes constitutivas da mecéanica dos soélidos
continuos (Shames e Cozzarelli, 1997):

Tensor de Deformacgdes Lineares (€): Representa a
parte simétrica do gradiente de deslocamentos:

c(w=3 (Vur(Vu)T) (8)

Tensor de Tensdes Elasticas (o): Obtido pela Lei de
Hooke generalizada para materiais isotropicos:

o(w)=2ue(u)+itr(e(u)l, 9

onde tr(- ) denota o traco do tensor e I, representa a
matriz identidade de segunda ordem.

Tensor Deviador de Tensdes (s): Isolamento da
componente pura de distor¢do do material:

s(u)=o(u)~ tr(o(w)l, (10)

Tensdo Equivalente de Von Mises (o,,,): Critério
escalar utilizado para avaliar o inicio do escoamento
e a concentracio de tensdes ao redor da
descontinuidade geométrica do furo:

Oym= /%(S:S) (11)

Onde (s:s) representa o produto interno tensorial
duplo do desvio de tensdes.

08. Exportacdo dos Dados Numéricos

Apds a convergéncia do solver e a resolucdo dos
campos mecanicos, os dados numéricos de cada n6 e
elemento da malha sdo mapeados e gravados em
disco. O script gera arquivos com extensdes .pvd
e .vtu através do comando nativo de saida do pacote
DOLFIN. Este formato estruturado baseado em XML
preserva a integridade das matrizes de resultados para
ferramentas externas de analise (Ahrens et al., 2005).

09. Visualizacdo e Analise Grafica

Os arquivos .pvd exportados sdo importados no
software de pds-processamento cientifico ParaView
(Ahrens et al., 2005). Através de filtros visuais e
paletas de cores, sdo renderizados mapas de contorno
do campo escalar das Tensdes de Von Mises,
facilitando a andlise qualitativa e quantitativa dos
fatores de concentracdo de tensdo elastica ( K, )
adjacentes ao furo central da chapa.
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Concluida a etapa de resolucdo numérica, os campos
vetoriais (como deslocamentos e tensdes) resultantes
sd0 salvos em disco na pasta de trabalho do Ubuntu.
O FEniCS exporta estes dados estruturados em
arquivos de extensdo comprimida .pvd ou .vtu
(padrdo Visualization Toolkit - VTK). Esses arquivos
sdo importados para o ParaView (Figura 6).

Na etapa final, por meio do Paraview, realiza-se o
pos-processamento visual do projeto, permitindo aos
estudantes aplicar filtros geométricos, renderizar
mapas de contorno coloridos, plotar graficos de
linhas ao longo de se¢des transversais da pega e gerar
superficies deformadas texturizadas. Este fluxo
visual completo corrobora para a validagao fisica dos
resultados gerados e consolida de forma empirica o
aprendizado do método de elementos finitos, como
mostrados nas Figura abaixo.
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Figura 8. Chapa discretizada, apresentado as tensoes.
Fonte: Soraya Bandeira, 2026.

10. Documentag@o Técnica do Projeto

A Ttltima etapa consiste na compilacdo dos dados
gerados, tabelas comparativas e graficos extraidos.
Esse contetdo ¢ estruturado e redigido na forma de
artigo cientifico.

Por fim, o processo educacional e¢ de pesquisa
completa-se com a exportagdo de arquivos em
formato VTK para o software livre ParaView,
permitindo aos estudantes realizar o pOs-
processamento, a visualizacdo grafica tridimensional
e o calculo rigoroso de erros de convergéncia (como
as normas de erro).

Apds os comandos o terminal nano vai sumir e a tela
limpa do terminal vai voltar. Digita-se o comando
para rodar o script. O FEniCS vai ler esse arquivo,
processar os calculos do Método dos Elementos
Finitos e gerar os arquivos de resultado (como o
malha {nome}.pvd que estd no cédigo do usuario)
para abrir e visualizar em outro programa depois.

A grande vantagem dessa arquitetura é que o Python
atua como uma interface acessivel e flexivel para os
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estudantes, enquanto o FEniCS utiliza internamente a
Unified Form Language (UFL) para traduzir a forma
variacional fraca da matematica diretamente em
codigo executavel de alta velocidade (Alnes et al.,
2015). Em termos praticos e didaticos, essa sinergia
permite que o aluno ndo precise programar
exaustivamente matrizes de rigidez elementares ou
loops de montagem global do zero; ele define a
equacdo diferencial em sua linguagem matematica
natural dentro do script Python e o ecossistema
FEniCS/Ubuntu encarrega-se de compilar, discretizar
e resolver o sistema linear de forma otimizada (Logg
et al., 2012 e Langtangen 2016).

A tabela abaixo resume o fluxo de trabalho dos 10
passos adotados no desenvolvimento deste estudo.
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Tabela 3. Os dez passos de MET no FEniCS.

Topico Atividade Detalhamento Técnico
Infrae;zrutura Implementagao utilizando
1 Ambiente Computacio ¢ Ubuntu 22.04 LTS integrada
Operacional putag via WSL2 (Windows
Sistema X
. Subsystem for Linux).
Operacional

2 Interface
e Codigo

3
Automagao
e Logica

4
Modelagem
Geométrica

5
Discretizaga
o

6 Resolugdo
Numérica

7 Pos-
Calculo

8
Exportagao
de Dados

9
Visualizaca
o

10
Documenta
cao

Ambiente de

Desenvolvime

nto Integrado
(IDE/CLI)

Arquitetura
Logica e
Scripting

Definigao do
Dominio
Geométrico

Discretiza¢ao
Espacial e
Geragdo de

Malha

Formulagao
Variacional e
Solugdo do
Sistema

Avaliagdo dos
Campos
Secundarios
de Tensao

Serializagdo e
Armazenamen
to de Dados
de Alta
Densidade

Analise
Grafica
Avancada e
Pos-
Processament
o

Sintese
Metodologica
e Relatorio
Técnico

Utiliza¢ao de interface de
linha de comando (CLI) com
o editor integrado GNU
Nano para edigdo direta de
codigo no terminal.

Desenvolvimento do cédigo-
fonte em linguagem Python
3, utilizando bibliotecas
cientificas

Construgdo da geometria
bidimensional

Divisdo do dominio continuo
em subdominios discretos
(elementos finitos
triangulares de Lagrange).

Formulagao fraca do
problema de Elasticidade
Linear via Método de
Galerkin utilizando a
plataforma FEniCS.
Montagem e resolugdo do
sistema linear de equagdes
diferenciais parciais
(K- U=F) pelo solver
integrado DOLFIN.

Processamento algébrico dos
resultados de deslocamento
nodal (variavel primaria)
para a extragdo dos
componentes de deformacao
e calculo do campo de
Tensdo Equivalente de Von
Mises .

Exportagdo das matrizes de
resultados para formatos
binarios estruturados (.pvd
e .vtu), compativeis com
visualizadores de dados
cientificos complexos, sem
perda de precisdo numérica.

Importagdo dos dados no
software open-source
ParaView para geragdo de
mapas de calor, linhas de
corrente ¢ analise de
concentracgdo de tensoes.

Consolidagdo dos resultados
obtidos e discussao .
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CONCLUSAO

O trabalho apresentou um fluxo didatico para o uso
do FEniCS no ensino do método dos elementos
finitos,  integrando  ambiente = Ubuntu/WSL2,
linguagem Python, formulag@o variacional, geragdo
de malha, resolucdo numérica e pods-processamento
no ParaView. A aplicagdo a chapa com furo circular
permitiu demonstrar, de forma encadeada, como um
problema de elasticidade linear pode ser formulado,
discretizado e resolvido computacionalmente, com
visualizacdo posterior do campo de tensdes de Von
Mises.

A principal contribuicdo do procedimento proposto
estd na explicitagdo das etapas que, em muitos
softwares comerciais, tendem a permanecer ocultas
ao usuario, como a definicdo da geometria, a
imposi¢do das condi¢des de contorno, a montagem
do sistema algébrico e a exportagdo dos resultados.
Nesse sentido, o FEniCS mostrou-se adequado como
recurso didatico para aproximar a formulagdo
matematica do MEF de sua implementagdo
computacional, favorecendo a compreensdo do papel
de cada etapa do processo numérico.

Como o estudo teve carater demonstrativo, nio se
pode afirmar, a partir dos resultados apresentados,
que houve validagdo pedagdgica formal ou
comprovagdo quantitativa da aprendizagem dos
estudantes. Ainda assim, o fluxo descrito constitui
uma base reprodutivel para atividades de ensino,
podendo ser ampliado em trabalhos futuros por meio
de estudos de convergéncia de malha, comparagio
com solugdes analiticas ou resultados de softwares
comerciais e¢ avaliacdo sistematica do desempenho
discente no uso do FEniCS.
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