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Resumo: Este trabalho analisou os conjuntos de nivel de uma funcéo vetorial bidimensional,
buscando determinar os pontos do plano em que um campo vetorial assume um valor
previamente estabelecido. Para isso, realizou-se uma interpretacdo geométrica por meio da
intersecdo entre curvas e aplicou-se 0 método de Newton-Raphson multivaridvel. Os
resultados mostraram concordancia entre as abordagens analitica e numérica, evidenciando

a eficiéncia do método empregado.
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INTRODUCAO

O Caélculo Vetorial constitui um importante ramo da
Matematica, dedicado ao estudo de fung¢des do tipo F:
R™ — R™, as quais associam a cada ponto do
dominio um vetor de saida. Tais fungdes
desempenham papel fundamental na modelagem de
diversos fendmenos fisicos e de engenharia, sendo
empregadas na descricdo de campos gravitacionais,
elétricos e magnéticos, bem como em problemas
relacionados ao escoamento de fluidos e a dinamica de
sistemas (Stewart, 2022). Em um campo vetorial, cada
ponto do espago estd associado a um vetor que
representa grandezas como intensidade, direcdo e
sentido de determinado fenémeno.

Nesse contexto, um problema de grande relevancia
consiste em determinar os pontos do dominio nos
quais uma fungdo vetorial assume um valor
previamente estabelecido. Do ponto de Vvista
matematico, esse problema corresponde a
determinacdo do conjunto de nivel de uma funcao
vetorial, definido por:

Fl(a)={xeR™ F(x) =a} 1)

onde F(a) é aimagem inversa (ou conjunto de nivel)
da funcdo associada ao vetor a; x é 0 vetor de variaveis
pertencente ao dominio R™; F(x) representa a lei da
funcgdo vetorial; e a é o vetor constante que define o
nivel desejado. (Guidorizzi, 2018).

Em geral, a obtencdo desses conjuntos de nivel conduz
a resolucdo de sistemas de equacdes nao lineares, cuja
interpretacdo geomeétrica esta associada a intersecao
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de curvas ou superficies definidas pelas componentes
da fungdo considerada.

Embora, no presente trabalho, seja estudado um caso
particular que admite solugdo analitica, a maioria dos
problemas envolvendo funcBes vetoriais e sistemas
ndo lineares de interesse pratico ndo apresenta
solucBes em forma fechada. Nessas situagdes, torna-
se indispensavel a utilizacdo de métodos numericos
iterativos capazes de fornecer aproximacoes
satisfatdrias para as solugdes procuradas.

Segundo Chapra e Canale (2016), o método de
Newton-Raphson multivariavel consiste em um
procedimento iterativo baseado na linearizacdo local
de um sistema ndo linear por meio da matriz
Jacobiana, gerando sucessivas aproximagfes para as
raizes do sistema até que seja atingido um critério de
convergéncia previamente estabelecido. Dessa forma,
0 método constitui uma ferramenta de grande
relevancia na resolucdo de problemas néo lineares.

Diante desse cenario, 0 presente trabalho tem por
objetivo analisar os conjuntos de nivel de funces
vetoriais sob uma abordagem analitica e numérica,
interpretando-os como  campos  vetoriais e
identificando os pontos do plano nos quais 0 campo
assume um valor especifico.

Para tanto, a investigacdo fundamenta-se no Exemplo
20.1 da apostila Célculo III » Vol. 2, proposta por Silva
e Cardim (2009), que considera a funcdo vetorial F:
R? — R?, definida por:
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Flx,y) = (x* + 4y*,y — x?) )

onde (x,y) € RZ% a expressio algébrica (x2? +
4y?,y - x?) determina a regra de transformagéo do
operador vetorial.

O exemplo prop0e a determinagéo de todos 0s pontos
(x,y) cujas imagens pela funcdo correspondem ao
vetor (4,—1), isto é, a determinacéo do conjunto de
nivel F~1(4,—1). Uma vez que o dominio e o
contradominio possuem a mesma dimensao, F pode
ser interpretada como um campo vetorial, associado a
cada ponto (x,y) do plano um vetor em R2.

Embora ndo represente necessariamente uma grandeza
fisica especifica, serve como modelo matematico para
ilustrar o problema de encontrar os pontos do espago
onde o campo assume um valor prescrito.

Este estudo de caso é ideal para a discusséo proposta,
pois sua resolugdo analitica revela que o conjunto de
nivel procurado, isto é, os pontos do espaco onde o
campo vetorial assume o valor (4,—1), provém da
interse¢do geométrica entre uma elipse e uma
parabola.

A partir da analise desse sistema ndo linear, aplica-se
0 método de Newton-Raphson multivariavel como
alternativa para a determinacdo numérica desses
pontos. Esse exemplo demonstra, de forma prética, a
complementaridade entre os conceitos de funces
vetoriais e calculo vetorial e as técnicas de célculo
numérico, evidenciando a transi¢do natural entre essas
duas &reas do conhecimento.

MATERIAL E METODOS

Inicialmente, foi necessario avaliar a melhor
abordagem para a resolugdo do sistema obtido, haja
vista que as fungdes que compdem o campo vetorial
representam uma elipse e uma parabola, dadas por:

P(x,y) = x*+ 4y* = 4 ©))
Qle,y) =y-x*= -1 (4)

onde P(x,y) denota a equacao associada a uma elipse
no plano cartesiano, Q(x,y) define a expressdo
algébrica correspondente a uma parabola.

As curvas associadas a essas funcbes foram entéo
representadas no software GeoGebra (GEOGEBRA,
2026), o que possibilitou a visualizagéo gréfica de seus
pontos de interse¢cdo e, consequentemente, a
estimativa das aproximacdes iniciais utilizadas no
método numérico. Dessa forma, optou-se pela
aplicacio do método de  Newton-Raphson
multivaridvel para obtencdo das raizes do sistema.
Assim, a fim de encontrar os valores de x e y que
satisfazem o vetor (4, —1), foi pertinente escrever o
sistema ndo linear na seguinte configuracéo:
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x2+4y?—4=0
A ®

y—x“+1=0
onde (5) é o sistema de equacdes ndo linear associado
a elipse e a parabola, respectivamente.

Apobs isso, o sistema foi resolvido de maneira
numérica no software R (R Core Team, 2026) através
do Método de Newton Raphson (NR) multivariavel,
conforme apresentado na Figura 1.

Primeiramente o pacote nlegslv (Hasselman e Carnell,
2026) foi requerido, a fim de que a funcdo nlegslv
pudesse ser utilizada, apds isso as funcbes que
compdem o sistema foram definidas. A ferramenta
nlegslv solicita que uma aproximacéo inicial para a
raiz seja fornecida (xstart), a fim de que iteracGes
sejam realizadas até que se chegue numa aproximacao
daraiz que atenda o nivel de precisao solicitado, o que
também foi adicionado ao cédigo.

A aproximagdo inicial foi estimada a partir da
plotagem de P(x, y) e Q(X, y), onde foi possivel
visualizar a existéncia de trés raizes e o intervalo em
que elas se encontravam.

require (nlegslv) #carregando o pacote

sistema <- function(x){ #define as fungdes
do
y <- numeric (2) #sistema

y[1l] <= x[1l]"2+4*x[2]"2-4

y[2] <= x[2]-x[1]"2+1

v}

#primeira raiz

xstart <- c¢(1,4) #define l%aproximagao
nlegslv(xstart, sistema,method =

c ("Newton"),control=1list (xtol = le-15, ftol
= le-15)) #resolvendo a primeira raiz
#segunda raiz

xstart <- c(-1,4) #define 1®* aproximacao
nlegslv(xstart, sistema,method =

c ("Newton"),control=list (xtol = le-15, ftol
= le-15)) #resolvendo a segunda raiz
#fterceira raiz

xstart <- ¢(0.1,-0.5)#define 1 aproximacédo
nlegslv (xstart, sistema,method =
c("Newton"),control=1list (xtol = le-15, ftol
= le-15)) #resolvendo a terceira raiz

Figura 1: Script de Resolugdo Numérica via Método
de NR multivariavel.

Ademais, foi passado em nlegslv o sistema que deve
ser resolvido, que foi definido inicialmente como
“sistema”, assim como o método aplicado em method.
Por fim, foram estabelecidos os critérios de parada do
método em control, onde xtol mede a varia¢do nas
aproximagdes da raiz e ftol mede o erro residual do
sistema. Entdo, o comando nlegslv foi utilizado trés
vezes, com o objetivo de se encontrar as trés raizes
reais do sistema nao linear.

A resolucgdo analitica de um sistema néo linear pelo
Método de NR sugere o desenvolvimento da matriz
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Jacobiana segundo Ruggiero e Lopes (1997), dada
por:

i . 91w
0xq 0xn
JX) = . : (6)
fnw . 9aw
0xn 0xn

onde J(X) representa a matriz Jacobiana associada ao
sistema de funcBes; X corresponde ao vetor de
variaveis independentes do sistema; fi(x), fa(x), ...,
fa(x) denotam as fungGes componentes que integram o
campo vetorial; X1, X2, ... , Xn, indicam as variaveis em
relacdo as quais as funcdes sdo derivadas; e os termos
af; . . ..
da forma —a‘(’.‘) constituem as derivadas parciais de
J
primeira ordem de cada fun¢do componente i avaliada
em relacdo a cada varidvel j, definindo a taxa de

variacéo local do sistema.

Portanto, as linhas dessa matriz, quando olhamos para
o calculo vetorial, correspondem ao gradiente de cada
uma das fungbes coordenadas do campo vetorial. O
gradiente de uma funcéo diz respeito ao vetor normal
a sua curva de nivel naquele ponto, indicando a
diregdo de méaximo crescimento da funcdo. Dessa
forma, utilizando a fun¢&o fornecida pelo exemplo de
Silva e Cardim (2009), a equacdo (5), o jacobiano
pode ser interpretado geometricamente como uma
matriz formada pelos vetores normais as curvas de
nivel de P(x,y) e Q(x,y), as funcbes coordenadas
que compdem o campo vetorial F.

_ 2x 8y _ Vf (X,J’)
Jreey) = [—Zx 1]_ Vf;(x,y) 0

onde Jr,y) representa a matriz Jacobiana da fungdo
vetorial F no ponto (x,y); as varidveis x e y sdo as
coordenadas de entrada da funcéo; as funcdes f,(x, y)
e f2(x,y) sdo as componentes que formam o vetor
F(x,v); Vfi(x,y) e Vfa(x,y) sdo os gradientes de
cada uma dessas componentes, isto €, 0s vetores
formados por suas derivadas parciais em relagdo a x e
ay; os termos 2x, 8y, -2x e 1 sdo os valores numericos
dessas derivadas parciais para o exemplo apresentado,
ocupando as posi¢des correspondentes na matriz.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A metodologia empregada possibilitou a resolugédo do
sistema ndo linear, as aproximagdes iniciais escolhidas
foram: (1;4), (—1;4) e (0,1;—0,5). Dessa forma, 0
método convergiu para as respectivas solucoes:
(1,322875656; 0,75), (—1,322875656; 0,75) e
(2,848170623 x 1078; —1).

O método de Newton-Raphson para sistemas nao
lineares exige uma aproximacao inicial a partir da qual
novas estimativas sdo calculadas iterativamente,
aproximando-se progressivamente da solucdo até que
um critério de parada, definido por um valor de erro
pré-estabelecido, seja satisfeito.
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Para o presente trabalho foi utilizado um valor de erro
de 1 x 10715, A primeira e a segunda raizes foram
obtidas ap6s 7 iteracdes, enquanto a terceira raiz
demandou 20 iteracdes até que o critério de erro fosse
atendido.

Essa diferenca no nlmero de iteracBes estad
relacionada a curvatura local das curvas que comp&em
0 sistema na regido da aproximacao inicial escolhida.
O método de Newton-Raphson aproxima o
comportamento do sistema ndo-linear por meio de um
plano tangente, construido a partir da matriz
Jacobiana, e avan¢a em direcdo a raiz com base nessa
aproximacéo linear local. Quando a estimativa inicial
esta situada em uma regido onde a elipse e a pardbola
variam suavemente, essa aproximacao linear é mais
fiel ao comportamento real das curvas, permitindo que
0 método convirja em poucas iteracoes.

Por outro lado, quando a aproximacdo inicial se
encontra em uma regido de maior curvatura, a
linearizagdo proporcionada pelo Jacobiano representa
menos precisamente a geometria das curvas naquele
ponto, exigindo  corre¢des  sucessivas e,
consequentemente, um ndmero maior de iteracdes até
gue o critério de erro estabelecido seja satisfeito, esse
comportamento pode ser observado na terceira raiz,
gue exigiu um numero significativamente maior de
iteracOes para atingir a preciséo estabelecida. A Figura
2 ilustra o processo de convergéncia de cada trajetoria,
desde a aproximacao inicial até a solucéo final.

= Elipse

= Pardbola
—a— Trajetdria 1° solugdo

' |~ Trajetéria 2° solucio
—
-

-2
1

Trajetaria 3° solucéo
Solucbes

T T i T T
0

2 -1 1 2

Figura 2: Trajetoria de convergéncia do método de
Newton-Raphson para as aproximagdes iniciais.

Como o Método de Newton-Raphson para a resolugédo
de sistemas ndo lineares traz uma aproximacdo da
solucdo do sistema, tal resultado estard sujeito a um
determinado erro. Essa discrepancia pode ser obtida
através do Erro Relativo (ER) entre os valores exatos
que resolvem o sistema e os valores que 0 método
convergiu, sendo os valores exatos 0s apresentados
por Silva e Cardim (2009) de maneira analitica. Os
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resultados que os autores obtiveram foram:

(22). (2200

24

Tabela 1: Erro Relativo das solucbes encontradas.

Al S.0. S.E. E.R.(%)
V7 3 .
(1;4) (1,322876;0,75) ) 30

(-114)  (~1,322876;0,75) (_gﬁ) 3.54x10°%

(0,1;-0,5) (2,848171x 107% —1) (0;—1)  2,85x10°**

A.l.: Aproximagdo Inicial; S.O.: Solugdes Obtidas; S.E.: Solucdes
Exatas; E.R.: Erro Relativo.

*Para a terceira solugéo foi utilizado o erro absoluto na primeira
coordenada, uma vez que o erro relativo é indefinido para valor
exato nulo;

O Erro Relativo apresentado na Tabela 1 é referente a
média entre os erros associados a cada componente x
e y, porém como a Unica componente que apresenta
certa discrepancia é a componente x, podemos afirmar
gue o erro é referente a abscissa.

Quando se fez o estudo individual de cada uma das
fungdes, foi possivel observar sua forma a fim de
entender como poderia vir a ser a sua contribuicdo
para o vetor resultante.

Embora a fungdo F: R? — R? possa ser interpretada
como um campo vetorial no plano, suas componentes

podem ser analisadas individualmente como
superficies em R3, dadas por:
z = x%+ 4y? (8)
z=y-x ©)

onde (8) ¢ a superficie no R3 associada a elipse, e (9)
é a superficie em R3 associada & parabola.

Figura 3: Representagdo da curva x? + 4y2.
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Figura 4: Representacio da curva y — x?2.

Essa representagdo proporciona uma interpretacéo
geomeétrica adicional dos conjuntos de nivel, uma vez

que as curvas de nivel x? + 4y? = 4ey- x? = —1
podem ser obtidas pelas interse¢des dessas superficies
com os planos horizontais z = 4ez = —1,

respectivamente.

Na Figura 3 e 4, foram apresentados a primeira e
segunda curva respectivamente e também a
planificacdo no plano xy de seus conjuntos de niveis,
sendo nivel (4) para a primeira e (-1) para a segunda:

ApOs a observagdo da origem das curvas em R?, foi
possivel encontrar os resultados esperados para a
solugdo do problema através dos pontos de interseccao

Figura 5: Pontos de interseccéo.

Além disso, pelo fato de o Jacobiano gerar uma funcéo
gradiente, todos os vetores sobre as curvas serdo
normais as mesmas e exatamente nos pontos de
interseccdo teremos os dois vetores normais a cada
uma das funcoes, tal caracteristica pode ser observada
pelos vetores vermelhos que sdo normais a elipse e 0s
em azul escuro, normais a parabola, na Figura 6:
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Figura 6: Representacdo dos vetores normais as
curvas nos pontos solucéo.

Com isso, € possivel concretizar a ligacdo geométrica
entre, a solugdo do sistema néo linear pelos métodos
numéricos de Newton-Raphson, com o estudo das
funcbes de vérias varidveis interpretadas em funcdes
vetoriais.

Devido ao estudo de fungBes em um determinado
conjunto de niveis estar sendo interpretado para uma
anélise de campos vetoriais no plano - ja& que
apresentam dominio e contradominio em R? - em cada
ponto (x,y) do plano, existirdo vetores associados
Ccuja origem é o préprio ponto e as componentes serao
dadas pela equacéo (2).

De maneira particular, nos pontos que correspondem
ao conjunto de nivel (4,—1), ou melhor, pontos de
interseccdo das curvas, 0 campo assumira 0 mesmo
valor e produzird trés vetores com a mesma
magnitude, direcdo e sentido. Porém, com pontos
iniciais distintos. Tal comportamento pode ser
observado pelos vetores em cor lilas na Figura 7:

.
. ]
v ]
»

1

]

»

Figura 7: Vetores do campo vetorial nos pontos
solucéo.

Evento online
www.even3.com.br/cobicet2026

Por fim, utilizando também os recursos do software
GeoGebra, as funcbes foram inseridas em uma
ferramenta de campo vetorial ja implementada no
programa. Embora a visualizagdo resultante apresente
carater mais ilustrativo do que analitico, é possivel
observar de forma geral o comportamento do campo
vetorial, conforme representado na Figura 8:

Figura 8: Campo vetorial com vetores solucéo
selecionados.

Os trés vetores em preto sdo destacados porque
correspondem exatamente aos pontos da solugdo
encontrada: (?Z) (_T‘ﬁ;%)e (0; —1). Nesses
pontos especificos, o vetor do campo F(x,y) =
(4,—1), ou seja, sdo os Unicos pontos do plano onde
0 campo vetorial assume exatamente o valor
procurado, o conjunto de nivel (4, —1).

7

Dessa forma, & possivel compreender o
comportamento do campo vetorial formado pela
funcéo F(x,y) e confirmar que os vetores nos pontos
de solucdo do sistema sdo equivalentes.

CONCLUSAO

Conclui-se, portanto, que com a interpretacdo gréfica
da construcdo da solucdo, juntamente com a analise
computacional do sistema por métodos iterativos, foi
possivel observar a ligagao entre o calculo vetorial nas
definicdes vetoriais e os métodos computacionais do
calculo numérico para a solugdo do sistema ndo linear
de vdrias variaveis.

E também, como proposicBes futuras, o presente
estudo pode ser estendido para o &mbito da anélise de
sistemas ndo lineares de dimensdes superiores,
permitindo o estudo ndo s de curvas de niveis que
representam o plano R?, mas também de superficies
de nivel que representardo o espago R3. Entretanto,
guanto mais se eleva a dimenséo a ser trabalhada,
menos se consegue uma representacao visual de suas
funcbes, se limitando aos métodos computacionais.
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