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Resumo: Apresenta-se a resolucdo numérica da equacdo do telegrafista, modelo utilizado na
propagacdo de sinais elétricos e ondas com dissipagdo. A equagdo € reformulada como um
sistema hiperbdlico de primeira ordem, adequado para métodos de volumes finitos, e imple-
mentada no Clawpack. Sdo obtidos os autovalores, autovetores, a decomposi¢do caracteristica
e o solucionador de Riemann do sistema. Os resultados apresentaram excelente concordancia
com a solu¢do analitica de d’Alembert, validando a implementagdo para o caso homogéneo da

equacdo do telegrafista.
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INTRODUCAO

Equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas desempe-
nham papel fundamental na modelagem matemadtica de
fendmenos associados a propagagdo de ondas, trans-
porte de informagdo e dindmica de sinais ao longo
do espaco e do tempo. Problemas envolvendo pro-
pagacdo acustica, dindmica dos fluidos, equacgdes de
Maxwell e transmissdo de sinais elétricos podem fre-
quentemente ser descritos por sistemas hiperbdlicos
(LeVeque, 2002).

Entre os modelos cldssicos relacionados a propagacao
de sinais destaca-se a equacdo do telegrafista, original-
mente desenvolvida para descrever o comportamento
elétrico em linhas de transmissdo. Este modelo é ob-
tido a partir das equacdes diferenciais para a tensdo
V(x,t) e corrente I(x,#) em uma linha com parime-
tros distribuidos: resisténcia em série R, indutincia em
série L, condutincia em paralelo G e capacitancia em
paralelo C. Aplicando as leis de Kirchhoff, obtém-se
um sistema acoplado que, ao eliminar a corrente, re-
sulta na equacdo escalar (1), onde os coeficientes a e
b relacionam-se com os parametros da linha e com as
perdas do dielétrico.

A equacdo do telegrafista possui a forma

2 2
a—M+a%=cza—u+bu, 1)
ar? ot 0x?

onde u = u(x,t) representa a varidvel transportada,
¢ > 0 corresponde a velocidade de propagacao das on-
das, a representa o coeficiente de amortecimento e b
estd associado a um termo reativo do sistema.
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A presenga das derivadas de segunda ordem caracteriza
o comportamento ondulatério da equagdo. Diferente-
mente da equacdo cldssica da onda, o termo proporci-
onal a u, incorpora dissipacdo de energia, permitindo
modelar a atenuacao de sinais durante a propagacao.
Do ponto de vista numérico, a resolucdo de sistemas
hiperbdlicos exige métodos capazes de representar ade-
quadamente a propagacdo de ondas e informagdes ca-
racteristicas. Nesse contexto, métodos de volumes fini-
tos tém sido amplamente utilizados devido a sua capa-
cidade de lidar com propagacdo de descontinuidades,
conservacdo numérica e velocidades caracteristicas do
sistema (Toro, 2009).

Em muitos métodos modernos, sistemas hiperbdlicos
sdo escritos na forma conservativa

qr + f(@x =¥ (q), 2

ou equivalentemente,

q:r + Aqx = ¥(q), 3

onde g representa o vetor de varidveis de estado, A cor-
responde a matriz associada ao fluxo do sistema e ¥ (g)
representa possiveis termos fonte.

A formulacdo conservativa € particularmente impor-
tante para utilizacdo de solucionadores de Riemann,
ferramentas fundamentais em métodos de volumes fi-
nitos aplicados a sistemas hiperbdlicos. Esses soluci-
onadores baseiam-se na decomposi¢do da solucdo em
ondas caracteristicas propagando-se ao longo das inter-
faces da malha numérica associadas a parte hiperbdlica
do sistema.
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Uma vez obtida essa formulaco, torna-se possivel em-
pregar solucionadores de Riemann implementados em
bibliotecas computacionais como o Clawpack (Conser-
vation Laws Package), biblioteca computacional desen-
volvida para resolu¢do numérica de leis de conservagao
e sistemas hiperbdlicos utilizando métodos de volumes
finitos e solucionadores de Riemann (LEVEQUE, 2002;
CLAWPACK, s.d.). O método implementado no Claw-
pack acompanha a propagacdo das ondas entre as cé-
lulas da malha, utilizando decomposicdo caracteristica
baseada nos autovalores e autovetores do sistema.

No presente trabalho, a equag@o do telegrafista é re-
formulada como um sistema hiperbélico de primeira
ordem adequado para métodos de volumes finitos. Em
seguida, foi realizada a implementacdo numérica da
versdo homogénea do problema no Clawpack, com o
objetivo de analisar a propagacdo das ondas, estudar a
estrutura caracteristica do sistema e validar o solucio-
nador de Riemann utilizado na discretizacdo numérica.
A solucdo numérica foi comparada com a solugio ana-
litica de d’Alembert como procedimento de validagdo
do método.

METODOLOGIA

A equacio do telegrafista (1) foi aproximada numeri-
camente utilizando o método de volumes finitos e a
estrutura computacional Clawpack.

Para utiliza¢do no Clawpack, a equagao foi reformulada
como um sistema de primeira ordem. Foram introduzi-
das as varidveis auxiliares

ou u
= N = —, = _— 4
qr=u 9= 5 93 = 4
Com essas defini¢cdes, obtém-se o sistema
991 _
o1 q2,
dg>  ,0q3
—= =22 + bq —aqa, 5
T c Ox q1 —aq» ( )
995 _ 092
ot ox
Definindo o vetor de variaveis de estado
q1
q=1492]|, (6)
q3
o sistema pode ser escrito na forma
q: + Aqx =¥ (q), @)

onde
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0 0 0
A=|0 0 =%, 8)
0 -1 0
e
q2
w(q) =|bq1 —aqa|. )
0

A formulac¢do adotada separa naturalmente a dinamica
hiperbdlica do sistema e os termos fonte. A parte hi-
perbdlica principal é dada por

— 2
{QZ,t =c q3,x, (10)

q3,t = CIZ,xa

enquanto os termos fonte sdo tratados separadamente
por meio de operator splitting (LEVEQUE, 2002),

qi1,: = 42, a1
g2, = bq1 — aqa.

Neste trabalho, inicialmente considera-se o caso em
que a = b = 0, utilizado para validagdo numérica da
propagacao hiperbdlica. Assim, a forma conservativa
associada a parte hiperbdlica pode ser escrita como

af(q)

Gt =5 = v(q), (12)
X
com fluxo
0
fq) =|-c*qs3]|. (13)
—q2
e
q2
v(q)=|0|. (14)
0

A matriz Jacobiana do fluxo é constante e coincide com
a matriz A, simplificando a constru¢do do solucionador
de Riemann (TORO, 2009).

Os autovalores do sistema sao obtidos pela condi¢do

det(A — AI) =0, (15)

resultando em

/11 = —C, /12 = 0, /13 =cC. (16)

Como os autovalores sdo reais e existe um conjunto
completo de autovetores linearmente independentes, o
sistema € hiperbdlico.

Um conjunto de autovetores associados é dado por
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0 1 0
r=j|cl, rp = 0 , r3=|—cj|. (17)
1 0 1

Os vetores ri; € r3 estdo associados as ondas
propagando-se para esquerda e direita com velocidades
—c e ¢, respectivamente. O autovalor nulo estd asso-
ciado a varidvel auxiliar ¢; = u, ndo correspondendo
diretamente a uma onda propagante independente do
subsistema hiperbdlico.

No método de volumes finitos utilizado pelo Clawpack,
o dominio espacial é dividido em células da forma

gt ] (18)

2

armazenando-se em cada célula a média aproximada da
solugdo,

n

i 19)
onde i representa a posicdo espacial da célula e n o
instante temporal.
Em cada interface da malha existe um salto local da
solugdo,

AQ =0Q;-0;-1, (20

interpretado pelo Clawpack como um problema de Ri-
emann. Esse salto € decomposto em combinagdes line-
ares dos autovetores do sistema,

AQ=(Z]7'1 + arry + asrs. (21)

As ondas caracteristicas sdao construidas na forma

WP =a,rp,, (22)

com velocidades associadas aos autovalores

/11 = —C, /12 = 0, /13 =C. (23)

O Clawpack separa automaticamente as ondas de
acordo com o sinal das velocidades caracteristicas.
Ondas com velocidade negativa propagam-se para a
esquerda, enquanto ondas com velocidade positiva
propagam-se para a direita. Essa decomposi¢do gera
as flutuacdes negativas e positivas, denominadas por
amdgq e apdq,

A"AQ = Z WP, (24)
Ap<0
€
ATAQ = Z A,WP. 25)
Ap>0
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A atualizag@o temporal utilizada pelo Clawpack é dada
por

At
Q?H =Qr - ™ (apdqi_% + amdqi+%) . (20)

obtida a partir da formulacdo de volumes finitos asso-
ciada ao método de Euler explicito (STRAUSS, 2007).
Os termos fonte foram tratados separadamente através
de operator splitting, permitindo atualizar a varidvel
g1 = u e incorporar posteriormente os efeitos dissipati-
vos e reativos do modelo.

A implementacgdo foi construida a partir da adaptacdo
do exemplo unidimensional de acustica disponivel no
Clawpack, realizando modifica¢des no nimero de equa-
¢oes, nimero de ondas, condi¢ao inicial e solucionador
de Riemann.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os parametros fisicos adotados nas simula¢des foram
¢ = 2, correspondente a velocidade de propagacao da
onda, e 5 = 200, parametro responsavel pela largura da
condig¢do inicial gaussiana. A discretizagdo espacial foi
realizada por meio do método de volumes finitos com
solucionador de Riemann de Godunov, reconstrugio
de segunda ordem (Lax—Wendroff com limitador MC)
e limitador MC configurado com parimetros [4,4,4],
conforme implementado no Clawpack. As condic¢des de
contorno foram tratadas por extrapolacdo linear, permi-
tindo que as ondas deixassem o dominio computacional
sem a ocorréncia de reflexdes numéricas espurias.
Como condi¢do inicial, adotou-se uma distribui¢do
gaussiana da forma

u(x,0) = e P, 27)
com velocidade inicial nula,
uy(x,0) = 0. (28)

A derivada espacial inicial foi obtida analiticamente a
partir da condicdo inicial,

uy(x,0) = —2ﬁxe7ﬁx2. (29)

Para o caso homogéneo considerado neste trabalho, com
a = b = 0, a equacdo do telegrafista coincide com a
equacdo cléssica da onda unidimensional,
2
U = C Uxx. (30)

Nessa situagao, a solugdo analitica é dada pela férmula
de d’Alembert (STRAUSS, 2007),

u(x,t) = %g(x—ct)+%g(x+ct), (3D
em que
g(x) = e P, (32)
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Para avaliar a precisdo da implementagdo numérica,
foram realizadas simulag¢des utilizando malhas com
N = 256, 512 e 1024 células, considerando o domi-
nio espacial [-2,2] e tempo final 7y = 0.8.

A Figura 1 apresenta a comparagdo entre as solugdes
numérica e analitica para os diferentes niveis de refi-
namento de malha. Observa-se excelente concordancia
entre ambas, evidenciando que a implementacao numé-
rica reproduz corretamente a dindmica de propagacdo
prevista pela solug@o analitica de d’Alembert. Con-
forme esperado para o caso homogéneo, a condi¢do
inicial gaussiana divide-se em duas ondas propagando-
se em sentidos opostos com velocidades 4 = +c, em
acordo com a estrutura caracteristica do sistema.

Comparagdo de malhas - t = 0.40

05 — N=256

N =512
— N=1024
= = Solugdo exata

0.4

0.0

Figura 1: Comparagdo da solucdo numérica para di-
ferentes malhas (N = 256,512, 1024) com a solugdo
analitica de d’Alembert (linha vermelha tracejada) em
t=0.4.

A Figura 2 apresenta uma ampliacdo da regido cor-
respondente ao pico da onda a esquerda, permitindo
visualizar com maior clareza os efeitos do refinamento
de malha.

Comparagéo de malhas - t = 0.40

u (tensao)

046

-083 -082 -0.81 -080 -079 -0.78 -077
xT

Figura 2: Zoom no pico da gaussiana que se desloca
para a esquerda (x < 0).

Observa-se que todas as discretizagdes apresentam boa
concordancia com a solugdo analitica, sendo que as
diferencas diminuem progressivamente a medida que
o nimero de células aumenta. Esse comportamento
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evidencia a convergéncia da solugdo numérica sob refi-
namento espacial e € consistente com o esquema numé-
rico de segunda ordem empregado, cuja reconstru¢ao
espacial proporciona maior precisdo a medida que a
malha € refinada. Uma andlise quantitativa da taxa de
convergéncia e dos erros numéricos serd realizada em
trabalhos futuros.

A Figura 3 apresenta a evolugdo temporal da solugdo
para os instantes t = 0.10, r = 0.30 e t = 0.50, consi-
derando a malha mais refinada (N = 1024). Para a va-
ridvel tensdo, observa-se concordancia entre a solu¢ao
numérica e a solu¢do analitica de d’Alembert (Equa-
¢30 31) em todos os instantes analisados, evidenciando
que a implementacdo reproduz corretamente a dina-
mica de propagagdo prevista para o caso homogéneo
da equagdo do telegrafista. Observa-se ainda que o
perfil gaussiano mantém sua forma durante a propaga-
¢a0, comportamento esperado na auséncia de mecanis-
mos de dissipagdo e dispersdo. Além disso, a varidvel
correspondente a derivada temporal apresenta regides
positivas e negativas associadas ao deslocamento das
frentes de onda, em concordancia com a dinimica ca-
racteristica de sistemas hiperbdlicos.

A decomposi¢do caracteristica implementada no solu-
cionador de Riemann mostrou-se adequada para repre-
sentar a propagacdo das ondas entre as células da malha
numérica. As velocidades de propagacdo mantiveram-
se compativeis com os autovalores do sistema, enquanto
a solu¢do numérica apresentou excelente concordancia
com a solucgdo analitica ao longo de toda a simulag@o.
Pequenas discrepancias foram observadas apenas nas
proximidades das fronteiras do dominio computacio-
nal, sendo atribuidas aos efeitos da discretizagdo espa-
cial e ao tratamento das condi¢des de contorno. Esses
resultados confirmam a correta implementacio do solu-
cionador de Riemann, da decomposicdo caracteristica
e do procedimento de operator splitting empregados na
formulag@o numérica do problema.

Do ponto de vista fisico, a separacdo da condicdo ini-
cial em duas ondas propagando-se em sentidos opostos
representa a propagacio de um pulso de tensao em uma
linha de transmissdo ideal, na auséncia de perdas. Nesse
regime, a velocidade de fase coincide com a velocidade
de grupo (v = v = ¢), caracterizando uma propaga-
¢do ndo dispersiva e sem atenuacgio, em concordancia
com a teoria. Em linhas reais, os coeficientes a € b
estdo associados, respectivamente, as perdas dhmicas
nos condutores e aos efeitos reativos e dispersivos do
meio, permitindo representar de forma mais realista a
propagacao dos sinais.

A validag@o numérica realizada para o caso homogéneo
demonstra que a implementagao desenvolvida reproduz
corretamente a solucdo analitica de d’Alembert, consti-
tuindo uma etapa fundamental para a extensao do mo-
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delo. Como continuidade deste trabalho, pretende-se
incorporar os termos dissipativos e reativos da equagao
do telegrafista (a # 0 e b # 0), possibilitando a inves-
tigacdo quantitativa dos efeitos de atenuagdo, dispersao
e perdas durante a propagacio das ondas.
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Figura 3: Evolucdo temporal da tensdo u (linha azul) e
de sua derivada temporal u; (linha verde) para a malha
com N = 1024, comparadas com a solucdo analitica
(tracejado vermelho). Os trés conjuntos de graficos
mostram a propagacdo e a separagdo da onda inicial em
duas ondas viajantes.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, a equagdo do telegrafista foi reformulada
como um sistema hiperbélico de primeira ordem, per-
mitindo sua resolu¢@o no Clawpack por meio do método
de volumes finitos com solucionadores de Riemann e
decomposicdo caracteristica.

A comparagdo entre as solu¢des numérica e analitica
de d’Alembert para o caso homogéneo evidenciou ex-
celente concordancia, demonstrando que a implemen-
tagdo reproduz corretamente o comportamento previsto
pela solugdo analitica. Os resultados obtidos confir-
mam a consisténcia da formulagdo adotada e validam a
implementagdo do solucionador de Riemann e do pro-
cedimento de operator splitting empregados neste tra-
balho.

Como continuidade da pesquisa, pretende-se incorporar
os termos dissipativos e reativos da equagao do telegra-
fista (@ # 0 e b # 0), permitindo investigar nume-
ricamente os efeitos de atenuagdo, dispersdo e perdas
em linhas de transmissdo, bem como realizar analises
quantitativas de erro e convergéncia.
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