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RESUMO

A rigidez da via permanente exerce influéncia direta no comportamento dindmico do
trilho, afetando suas frequéncias naturais e sua resposta estrutural sob carregamentos
operacionais. Este trabalho investiga a relagdo entre o mddulo de via e a frequéncia
natural do trilho por meio de abordagens analitica e numérica. O trilho ¢ modelado como
uma viga de Euler—Bernoulli sobre fundac¢do elastica do tipo Winkler, com formulacao
implementada em MATLAB. Em paralelo, desenvolve-se um modelo em elementos
finitos no SAP2000, cuja validagdo inicial ¢ realizada a partir de um caso experimental,
servindo de base para analises paramétricas subsequentes. Os resultados evidenciam
elevada concordancia entre os modelos, com diferengas inferiores a 4% para os modos
analisados, além de indicarem aumento consistente das frequéncias naturais com o
acréscimo do modulo de via. Verifica-se ainda que formulagdes simplificadas sao
adequadas para o modo fundamental, enquanto modelos completos sdo necessarios para
a analise modal global de modos superiores. Os resultados demonstram o potencial da
analise modal como ferramenta para estimativa da frequéncia natural a partir do modulo
de via.

Palavras-chave: Modulo de via, Trilho, Frequéncia natural.
1. INTRODUCAO

A dindmica da via férrea desempenha papel fundamental na compreensao da resposta
vibratoria do sistema ferroviario, sendo o trilho o principal elemento responsavel pela
transmissdo das cargas e excitagdes dinamicas entre o veiculo e a infraestrutura
(ESVELD, 2001). Nesse contexto, a analise modal constitui uma ferramenta essencial
para a identificacdo das frequéncias naturais e dos modos de vibragdo predominantes,
permitindo avaliar a resposta do sistema frente as excitagdes induzidas pelo trafego
ferroviario (THOMPSON, 2008).

A excitagdo continua decorrente da passagem dos trens confere ao trilho um
comportamento dindmico complexo, cuja quantificacdo ainda representa um desafio.
Nesse sentido, a determinagdo das frequéncias naturais associadas ao sistema trilho—via
surge como um parametro relevante para a caracterizagao do seu desempenho dinamico.
Além disso, a correlagdo entre essas frequéncias e a rigidez do sistema, usualmente
representada pelo modulo de via, possibilita a inferéncia de propriedades estruturais
fundamentais da via permanente. Formulagdes classicas da mecanica das estruturas
permitem representar o trilho como uma viga sob fundagdo elastica (TIMOSHENKO,
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1946) e por meio dela entender como a interagao da infraestrutura pode influenciar nas
respostas dinamicas.

Assim, este trabalho tem como objetivo investigar o comportamento modal de
trilhos ferrovidrios por meio de modelagem numérica e analitica, avaliando as frequéncias
naturais do trilho e sua relacdo com a rigidez da via, com valida¢do a partir de dados
experimentais. Nesse contexto, destaca-se o potencial do mddulo de via como parametro
para estimativa da frequéncia natural do trilho.

2. DESENVOLVIMENTO

Com o objetivo de sintetizar as etapas metodologicas adotadas nesta pesquisa e facilitar
a compreensao quanto a organizagao da abordagem proposta, apresenta-se, na Figura 1,
o fluxograma das principais etapas desenvolvidas.
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Figura 1. Fluxograma simplificado das etapas metodologicas e aplicacao dos resultados.

A partir dessa organizagdo, as se¢des seguintes detalham cada uma das etapas
apresentadas, incluindo a formulacdo analitica, a modelagem numérica e os
procedimentos de validagdo e anélise.

2.1. Determinacao Analitica da Frequéncia Natural do Trilho

A resposta dindmica do trilho pode ser representada, em primeira aproximacao, pelo
comportamento de uma viga de Euler - Bernoulli apoiada sobre uma fundagao eléstica
continua, modelo este conhecido também como viga de Winkler da teoria de vigas sob
base elastica (Beam on Elastic Foundation — BOEF), e que descreve a relacdo entre a
rigidez flexional da viga e a rigidez da fundacao, conforme expresso na Equacao (1):

d*y(x,1)
d 4

2
0 y(;c,t) _0
X

E.I +k-y(x,t)+m- (1)

Onde, E é o modulo de elasticidade do trilho, 7/ ¢ 0 momento de inércia da sec¢ao
transversal, k representa a rigidez da fundag¢ao (mddulo de via), m ¢ a massa por unidade
de comprimento do trilho e y(x,?) ¢ o deslocamento vertical ao longo do tempo. A equagao
combina o efeito da flexdo de viga com a reagao eléstica do apoio, permitindo caracterizar
a vibracao livre do sistema.

A partir da resolucao da equacdo diferencial homogénea, as frequéncias naturais
geradas, quanto a flexdo vertical podem ser obtidas considerando as condigdes de
contorno e os modos de vibragdo associados. Para um modelo de viga de Euler — Bernoulli
com BOEF, Irvine (2014) expressa a frequéncia natural pela Equacao (2) como:
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Sendo B, um parametro adimensional que depende do modo de vibracdo e das
condigdes de contorno, L ¢ o comprimento da viga equivalente e m, a massa linear. O

termo A (Equacdo 3) representa a influéncia da rigidez da fundagdo e ¢ definido, segundo
Subbaratnam (2023) como:

4
ﬂ:k-L
E-1

)

Essa formulacao mostra que a frequéncia natural depende diretamente da rigidez
flexional do trilho (E.7) e da rigidez da fundagdo (k), além das propriedades geométricas
e de massa do sistema. Em condig¢des onde o apoio ¢ suficientemente rigido, o termo 4
tende a aumentar, elevando as frequéncias naturais do sistema. Por outro lado, redugdes
no moédulo de via — causadas por degradagdo do lastro, compactagdo insuficiente ou
falhas de assentamento — resultam em diminuicao das frequéncias naturais, alterando a
resposta dinamica e favorecendo fendmenos de ressonancia.

Para modos mais simples de vibragao (por exemplo, o 1° modo de vibragdo), a
Equagdo (4) pode ser simplificada para a forma cléssica apresentada por Matsuoka et al.

(2022):
1 k
et @

O que também evidencia a dependéncia direta entre a frequéncia natural ¢ a
rigidez da via. Essa aproximagdo ¢ util em andlises preliminares e na interpretagdo de
ensaios experimentais, bem como para calibracdo de modelos numéricos.

Quanto a forma modal das frequéncias associadas, Ike (2023), também parte da
mesma equagdo diferencial apresentada por Irvine (2014). A solucdo assume
comportamento harmonico que ¢ resultado da equagdo diferencial de quarta ordem cuja
solucdo geral ¢ composta por fungdes trigonométricas e hiperbolicas.

As formas modais associadas sdo expressas na Equacao (5) como:
¢,(x) =cosh(e, - x)—cos(e,, - x)— A, -[sinh(e,, - x) —sin(a,, - x)] (5)

Sendo, a, =B, / L, e A, definido pela Equagao (6):

_cosh(B,)—cos(B,)
~ sinh(B,)—sin(B,)

(6)

Onde o B, encontrado esta associado as constantes de Bernoulli para uma viga bi-
engastada (engaste nas extremidades), com B; = 4,73004, B> =7,85321, B3 = 10,9956, ...
e B,=mn.(n+0.5), sendo n o nimero do modo correspondente.
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2.2. Estudo de Caso e Modelagem Numérica do Trilho

Como andlise inicial entre os métodos em questdo para avaliacdo das formas modais e
frequéncias naturais, foram considerados os monitoramentos de campo realizados por
Costa (2016) na Estrada de Ferro Carajas (EFC), utilizando um vagido hopper
descarregado, com carga vertical de 40 kN por roda. Para esse monitoramento, foram
obtidos deslocamento de 2,1 mm e modulo de via de 6,3 MPa, sendo o perfil de trilho do
tipo TR-68. Esse estudo de caso também tem sido adotado em analises complementares
de deslocamentos e esforgos, conforme apresentado em Ribeiro (2023) e em trabalhos
subsequentes (RIBEIRO et al., 2024; RIBEIRO et al., 2025). A composigao trafegava a
uma velocidade considerada pseudoestatica de 2,5 km/h, ndo implicando em majoragdes
dindmicas relevantes. As Figuras 2 e 3 apresentam, respectivamente, a campanha
experimental e o registro do monitoramento.
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Figura 3. Deslocamentos experimentais. Fonte: Costa (2016).

Destaca-se que a frequéncia natural do trilho estd associada as propriedades do
sistema trilho—apoio (massa—mola) e ndo depende diretamente da condi¢ao instantanea
de carregamento. No entanto, o valor do mddulo de via obtido experimentalmente pode
ser influenciado pelas condi¢des sob as quais foi determinado. Em particular, niveis
reduzidos de carregamento podem resultar em menor mobiliza¢cdo das camadas da via,
influenciando a rigidez equivalente obtida. Ainda assim, o mddulo de via ¢ adotado como
parametro representativo da rigidez do sistema trilho—apoio, devendo essa condicdo ser
considerada na interpretacdo dos resultados. Cabe mencionar que analises
complementares conduzidas para condi¢des de carregamento mais elevadas, associadas a
modulos de via superiores, indicam comportamento consistente com as tendéncias
observadas neste estudo.
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Adicionalmente, destaca-se que o modelo adotado considera uma representacao
idealizada da via por meio de apoio elastico continuo, ndo contemplando
descontinuidades locais, como a eventual presenca de dormentes sem suporte (gaps) entre
a base do dormente e o lastro. Tais descontinuidades podem alterar o comportamento da
via sob carregamento, influenciando localmente a rigidez do sistema. Ainda assim, a
abordagem adotada permite capturar, de forma adequada, o comportamento global do
sistema trilho—apoio para fins de analise modal. Para fins de modelagem, essa rigidez foi
representada por molas discretas distribuidas ao longo do trilho, conforme descrito na
sequéncia.

Para a concep¢dao do modelo numérico utilizando o software SAP 2000 foi
adotado o elemento do tipo frame e molas com rigidez equivalentes a de 6,3 MPa
espacadas a cada 0,6 m (valor este equivalente ao espacamento entre dormentes), gerando
um valor de 3,78 MPa, com a condi¢do bi-engastada nas extremidades. O moédulo de
elasticidade E do trilho foi 210.000 MPa e o momento de inércia obtido pela modelagem
da secdio foi proximo de 3,92.107 mm?*, conforme ¢ definido no PIM — 01 (Procedimento
de Inspecao de Materiais) da norma do DNIT (2015). Nas Figuras 4 e 5, seguem as
dimensdes do perfil adotado e da modelagem realizada com o deslocamento obtido para
essa primeira analise obtida em campo.
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Figura 5. Deslocamentos obtidos para o trilho em mm.

5

IX Simposio de Engenharia Ferrovidria, 24 a 25 de junho de 2026.



Modulo de via como parametro para estimativa da frequéncia natural de trilhos:
- Abordagem Analitica e Numérica

A Figura 5 apresenta o modelo numérico desenvolvido, destacando a
discretizag¢do adotada e a configurac¢ao das condi¢des de contorno. Observa-se que o trilho
foi modelado com comprimento total de 12 m, discretizado em 21 nds, com a
incorpora¢ao de molas distribuidas representando a rigidez da via. Tal comprimento
adotado foi com base em andlises preliminares que indicaram sua representatividade para
a resposta global do sistema, conforme discutido na Se¢do 3. A comparagdo entre os
deslocamentos obtidos numericamente e os valores experimentais indicou uma diferenca
de 6,25%, evidenciando a adequada representacdo do comportamento estrutural do
sistema pelo modelo proposto.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

A andlise dos resultados obtidos nessa secdo permite avaliar a influéncia da rigidez
(modulo de via) no comportamento dindmico do trilho, bem como a consisténcia entre as
abordagens analitica e numérica adotadas.

Na Figura 6, sdo apresentados o comparativo entre as formas modais obtidas pelos
modelos analitico, dado pela Equacao 5 (linha azul continua) e numérico pelo SAP 2000
(linha laranja pontilhada) para os trés primeiros modos de vibracdo, considerando tanto
as amplitudes ndo normalizadas quanto as formas normalizadas. Observa-se elevada
concordancia entre os perfis modais, evidenciando que o modelo numérico ¢ capaz de
reproduzir adequadamente o comportamento dindmico previsto pela formulacao
analitica.

Nota-se que, embora existam diferencas nas amplitudes absolutas nos resultados
ndo normalizados, as formas modais apresentam padrdes geométricos equivalentes, o que
confirma a consisténcia da analise. Ap6s a normalizagdo, as curvas tornam-se
praticamente coincidentes, reforcando que a comparacao entre modos de vibragdo deve
ser realizada com base em suas formas relativas, € ndo em valores absolutos de
deslocamento.

Ressalta-se também que, os deslocamentos associados as formas modais
apresentados nao correspondem a deslocamentos fisicos reais do trilho, sendo apenas
representacdes relativas da forma de vibragdo, usualmente normalizadas.
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Figura 6. Comparativo dos deslocamentos das formas modais em mm. Em (a), (c) e (¢) ndo-
normalizada; Em (b), (d) e (f) normalizadas para os 1°, 2° e 3° modos, respectivamente.

A Tabela 1 apresenta a comparagdo entre as frequéncias naturais obtidas pelos
modelos analitico € numérico, bem como entre as diferentes formulagdes adotadas. Os
resultados evidenciam excelente concordancia entre as abordagens, com diferencas
inferiores a 4% para os trés primeiros modos de vibragdo. Para o primeiro modo, observa-
se elevada aderéncia entre os valores obtidos, sendo 48,46 Hz pela formulagdo cldssica
(Equagdo 4), 49,19 Hz pela formulacao analitica adotada (Equagdo 2) e 49,15 Hz pelo
modelo numérico desenvolvido no SAP2000, resultando em diferencas inferiores a 1,5%.

De forma complementar, a comparagao entre a formulacao cléassica da frequéncia
natural e a expressdo analitica adotada neste estudo evidencia que, para o modo
fundamental, o comportamento dinamico do sistema pode ser adequadamente
representado por uma aproximagao simplificada do tipo massa—mola. No entanto, essa
formulacao apresenta limitagdes, uma vez que ndo permite a determinagdo das
frequéncias associadas aos modos superiores, ao contrario do modelo analitico completo,
que possibilita a andlise modal do sistema para diferentes modos de vibragao.

Tabela 1. Comparativo entre as frequéncias naturais obtidas para os 3 primeiros modos de

vibragio.
Frequéncia Natural (Hz)
Modo Analitico Numérico | Diferenca (%)
1° 49,19 49,15 0,08
2° 52,92 53,66 1,38
3° 63,63 66,20 3,88
7
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A seguir, as Figuras 7 e 8 apresentam resultados obtidos a partir da formulacao
analitica adotada neste trabalho, conforme descrito pela Equagao (2), permitindo avaliar
a influéncia dos parametros do sistema nas frequéncias naturais do trilho.

Para a Figura 7, sdo demonstradas a variacao das frequéncias naturais em fungao
do parametro adimensional B, e do comprimento L do trilho, sendo as curvas da esquerda
para direita o 1°, 2° e 3° modo, respectivamente. Observa-se que o aumento do
comprimento resulta na redugdo das frequéncias naturais, comportamento coerente com
a teoria de vigas, uma vez que sistemas mais flexiveis apresentam menores frequéncias
de vibracdo. Além disso, verifica-se que modos superiores apresentam frequéncias mais
elevadas, com comportamento assintético, conforme foi demonstrado.

500
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B“ =10,995

400

300

F, (Hz)

200 -

100

L (m)

Figura 7. Variagio da frequéncia natural variando B, para cada modo de vibragdo, ¢ em fungao
do comprimento do trilho.

Analisando a Figura 8, sdo evidenciadas a influéncia direta do médulo de via nas
frequéncias naturais do sistema. Observa-se que o aumento da rigidez da via resulta em
elevacdo significativa das frequéncias naturais, demonstrando a sensibilidade do
comportamento dindmico do trilho as condi¢des de apoio. Esse resultado reforca a
possibilidade de utilizacdo das frequéncias naturais como pardmetro para inferéncia da
qualidade da rigidez da via, evidenciando o potencial da analise modal como ferramenta
de avaliagao estrutural.

Adicionalmente, verifica-se que, para comprimentos inferiores a
aproximadamente 12 m, ocorre um aumento progressivo das frequéncias naturais,
associado a maior rigidez global do sistema para modelos mais curtos. Esse efeito pode
levar a identificacdo de frequéncias locais que nao representam adequadamente o
comportamento dindmico do trilho em escala real. Tal influéncia do comprimento L nas
respostas modais, também pode ser observada na Figura 7, onde para valores menores
que 12 m foi constado esse aumento da frequéncia natural. Dessa forma, a escolha do
comprimento do modelo numérico deve ser realizada com cautela, sendo adotado, no
presente estudo, o comprimento de 12 m por fornecer resultados globais mais
representativos, ja que, a partir desse comprimento convergem para uma estabilizagao.
Esse comportamento ¢ observado tanto nos resultados numéricos quanto nas analises
analiticas, evidenciando a consisténcia entre as abordagens adotadas.
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Figura 8. Variagio da frequéncia natural variando o médulo de via para o 1° modo de vibragéo,
e em fung¢do do comprimento do trilho.

4. CONCLUSAO

A rigidez da via permanente exerce influéncia direta no comportamento dindmico do
trilho, impactando significativamente suas frequéncias naturais. A partir das analises
desenvolvidas, observou-se elevada concordancia entre os modelos analitico € numérico,
com diferengas reduzidas para os modos avaliados, validando a abordagem adotada.

Verifica-se que formulagdes simplificadas sdo adequadas para a estimativa do
modo fundamental, enquanto modelos mais completos sdo necessarios para a
representacdo do comportamento modal global do sistema, especialmente para modos
superiores.

Os resultados indicam que o médulo de via pode ser utilizado como parametro
direto para estimativa da frequéncia natural do trilho, evidenciando a influéncia da rigidez
de suporte nas caracteristicas dindmicas do sistema.

De forma complementar, destaca-se a importancia da adequada defini¢ao do
comprimento a ser adotado, evitando a superestimagao de frequéncias associadas a efeitos
locais. Como continuidade, recomenda-se a ampliagdo das andlises experimentais,
visando a consolidacdo das correlagdes propostas em diferentes condigdes de operagdo.

Nesse contexto, ao estabelecer uma relagao direta entre o modulo de via ¢ a
frequéncia natural do trilho, este trabalho demonstra o potencial de utilizagdo de
parametros obtidos em campo para inferir propriedades dindmicas fundamentais,
permitindo estimar a frequéncia natural do trilho sem necessidade de instrumentagao
dindmica.
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TRACK MODULUS AS A PARAMETER FOR ESTIMATING
THE NATURAL FREQUENCY OF RAILS:
ANALYTICAL AND NUMERICAL APPROACH

ABSTRACT

The stiffness of the permanent way directly influences the dynamic behavior of the rail,
affecting its natural frequencies and its structural response under operational loads. This
work investigates the relationship between the track modulus and the rail's natural
frequency using analytical and numerical approaches. The rail is modeled as an Euler-
Bernoulli beam on a Winkler-type elastic foundation, with the formulation implemented
in MATLAB. In parallel, a finite element model is developed in SAP2000, whose initial
validation is performed using an experimental case, serving as a basis for subsequent
parametric analyses. The results show high agreement between the models, with
differences of less than 4% for the analyzed modes, and indicate a consistent increase in
natural frequencies with the increase in track modulus. It is also found that simplified
formulations are adequate for the fundamental mode, while complete models are
necessary for the global modal analysis of higher modes. The results demonstrate the
potential of modal analysis as a tool for estimating the natural frequency from the track
modulus.

Keywords: Track modulus; Rail; Natural frequency.
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