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Resumo: Neste trabalho, estudamos o comportamento assintdtico das solugdes de um
sistema acoplado de Klein—Gordon—Schrdodinger (KGS) com regido de amortecimento
efetivo localmente distribuida em uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, ¢ de
dimensdo menor ou igual a trés. O sistema estende resultados anteriores obtidos em
dominios euclidianos para o contexto geométrico de variedades compactas. Sob a condi¢do
de controle geométrico (GCC) imposta a regido de amortecimento, estabelecemos uma taxa
uniforme de decaimento da energia. A analise baseia-se no método dos multiplicadores
adaptado ao contexto das variedades, incorporando construgdes geométricas adequadas que
permitem excluir efeitos dissipativos em regides que satisfazem condigdes geométricas

locais especificas.

Palavras-Chave: Klein-Gordon-Schrodinger;

Diferenciais em Variedades.

INTRODUCAO

As equagdes de Klein—Gordon—Schrédinger descrevem
um modelo classico da interacdo entre um campo
conservativo complexo de né€utrons e o méson neutro de
Yukawa na teoria quantica de campos, para mais
detalhes sobre a modelagem fisica, ver Yukawa (1955).

Sabe-se, de acordo com Tang e Ding (2008), que tanto

as equacdes ndo lineares de Klein—Gordon quanto de
Schrodinger, com interagdes cubicas, possuem amplas
aplicagdes em diversos campos da fisica, tais como
optica nao linear, plasmas ndo lineares, matéria
condensada, entre outros. Além disso, o sistema de
Klein—Gordon—Schrddinger pode descrever a dindmica
de ondas eletrostaticas acopladas do tipo “upper-
hybrid” e “ion-cyclotron” em um magnetoplasma
uniforme.

Neste trabalho, consideramos o seguinte sistema de
Klein—-Gordon—Schrédinger com  amortecimento
localmente distribuido,

(1)
iy, + AP +ia|P[*P = dPem M x (0,)
bee — Ap+a®) b, = |P[*X, em M x (0,0)
‘IJ(O) = ‘110:43(0) = ¢y, q)t(o) = ¢y,

onde (M, g) ¢ uma variedade Riemanniana compacta,
sem bordo, de dimensdo n < 3, e g denota sua métrica
Riemanniana. O subconjunto aberto w € M, com
meas(w) > 0, representa a regido onde o efeito
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dissipativo ¢ efetivo, além disso w satisfaz as
condigdes geométricas de controle (CGC). Aqui, @ >
0 ¢ uma constante, e y,, denota a funcdo caracteristica
de w.

Observagdo 1. Observe que o par (w,Ty) satisfaz a
condigdo de controle geométrico (CGC) se toda
geodésica de M, percorrida com velocidade unitaria e
iniciada no instante t = 0, entra no conjunto aberto
w antes do tempo Ty.

Os resultados apresentados neste trabalho podem ser
vistos como uma extensdo daqueles obtidos por
Bisognin et al. (2008), em que os autores
consideraram um subconjunto aberto de R™ com
bordo suave. Em contraste, neste trabalho
consideramos uma variedade Riemanniana.

Vale também destacar que, neste caso, ndo obtivemos
decaimento exponencial da energia como em Bortot et
al. (2022). Naquele trabalho, os autores introduziram
um termo dissipativo localizado mais forte que, além
disso, exerce um efeito regularizante sobre a equagdo
de Schrodinger. Um problema interessante, que vai
além da busca por taxas de decaimento exponencial,
consiste em investigar a introdug¢do de um termo
dissipativo localizado na equacdo de Schrodinger e
analisar como essa localiza¢do influencia nas taxas de
decaimento.

FERRAMENTAS E METODOLOGIA
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A fim de obter os resultados desejados, as ferramentas
utilizadas nos trabalhos anteriormente mencionados
foram fundamentais.

As principais contribui¢des deste trabalho podem ser
resumidas como segue:

1. Primeiramente, estendemos de forma significativa
os resultados de Bisognin et al. (2008) para o contexto
de uma variedade Riemanniana compacta com
amortecimento localizado. Por meio de argumentos
geométricos e do uso de um multiplicador adequado
f:M —> R, dotado de propriedades apropriadas,
juntamente com a condi¢do de controle geométrico,
estabelecemos  estimativas  quantitativas  de
decaimento da energia.

2. Consideramos um termo de amortecimento ndo
linear da forma a|ys/|?{ na equacio de Schrddinger,
bem como um amortecimento localizado a(x)¢@;na
equacdo de onda. Existem poucos resultados
disponiveis na literatura sobre o decaimento
polinomial associado a dissipag¢@o ndo linear natural
i|¢|?y atuando na equacio de Schrddinger, o que
evidencia a dificuldade de se obter taxas de
decaimento nesse contexto.

Vale ressaltar que os resultados de continuagdo tnica
estdo intimamente relacionados a existéncia desse
multiplicador. A ideia geral consiste em construir uma
funcdo f: M — R e definir um subconjunto aberto V C
M tal que meas(V) = meas(M) — &, para todo € > 0,
de modo que f'satisfaga condigdes relacionadas ao seu
hessiano, gradiente e laplaciano em V. Assim,
podemos definir w (ver Figura 1) como o subconjunto
aberto tal que

w DD (M\V).

Figura 1. A regido em branco representa uma area
arbitrariamente grande livre de dissipagdo, enquanto a
regido em preto corresponde ao conjunto w, onde o
efeito dissipativo atua. Essa regido pode ser escolhida
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arbitrariamente pequena, estando ambas distribuidas
sobre toda a variedade M.

RESULTADOS

Faremos uso dos espacos de Sobolev padrio em
variedades Riemannianas. Definimos

Vi (v € [ y0o aM = 0)
M

Hi= {y €L2(M); fy(x) dM = 0}
M

A energia associada ao problema (1) é definida por

E(t) =5 [, [0l + Vo2 + |2 aM. )

Teorema 1. Dados (g, by, 1) E{V N
HZ(M)}2 xV o problema (1) possui UGnica
solucdo regular satisfazendo

¥ € Ly (0,00, V N HZ (M),
V€ L, (0,005 L2 (M),
¢ € Ly, (0,00, V N H2(M))
Demonstragdo: Ver Cavalcanti et al. (2000).

Teorema 2. Suponha que w satisfaz as condigdes de
controle geométrico (CGC) e que a > ay'/2. Entdo,
existe uma constante C = C(E(0)) tal que a seguinte
taxa de decaimento ¢ valida:
CE(0)
E(t) < )
© 1+t

para toda solugdo regular do problema (1).

Vi=0,

Demonstracdo: Para demonstrar o decaimento da
energia ¢ suficiente mostrar a seguinte desigualdade:

T
j E2(t)dt < CE(s), VO<s<T<o, (2)
N

para alguma constante positiva C que nao
depende de T'.

Esta desigualdade é provada usando a técnica de
multiplicadores, a saber, os multiplicadores
utilizados sdo E(t)Y e E(t){q,Vd), em que q €
(WL (M))™. Posteriormente fazendo q = Vf
sdo geradas todas as estimativas de energia
desejadas de modo a concluir a desigualdade (2).

Uma vez demonstrada a desigualdade (2)
aplicamos o Teorema 9.1 devido a Komornik e
concluimos a demonstragdo do Teorema 2.

Observag¢do 2. Suponha que (M, g) satisfaca as
condi¢des de “pinching” localmente, isto €, existem
subconjuntos Vi, ..., V, € constantes positivas 4;, B; >
Otais que A;<secg<B; em V,i=1,..,n
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Dessa forma, podemos livrar de efeitos dissipativos o BORTOT C. A., SOUZA, T. M., ZANCHETTA, J. P.
conjunto U™, V; (ver Figura 2). Asymptotic behavior of the coupled Klein—Gordon—
Schrodinger systems on compact manifolds.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, v. 45,
p. 2254-2275, 2022.
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Os detalhes desta construgdo podem ser encontrados
na Segdo 5.2 de Bortot et al. (2018).

Figura 1. E possivel deixar livre de amortecimento
subconjuntos abertos de M onde a curvatura seccional
satisfaz condigdes de “pinching” localmente.

CONCLUSAO YUKAWA, H. On the interaction of elementary
Podemos concluir que os principais objetivos particles. 1. Progress of Theoretical Physics
relacionados a estabilidade polinomial da energia Supplement, v.1, p. 1-10, 1955.

associada ao sistema acoplado de Klein—Gordon—
Schrodinger foram alcangados. Como perspectivas
futuras, pretende-se investigar condigdes que
permitam aprimorar a regido na qual a dissipag@o de
energia deve atuar de forma efetiva, buscando obter
taxas de decaimento mais gerais ou otimizadas. Nesse
contexto, acredita-se que caracteristicas geométricas
especificas de determinadas variedades Riemannianas
desempenhardo um  papel fundamental na
compreensdo dos mecanismos de dissipagdo e na
obtencdo de resultados mais refinados de estabilidade.
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