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RESUMO

Este trabalho, vinculado ao GEPSMHAG — Grupo de Estudos e Pesquisa em Saberes
Matematicos: histdria e pratica docente em aritmética e geometria — tem por objetivo expor
e analisar um episddio ocorrido na formacao inicial de professores de Matematica, durante a
Unidade Curricular: Dimensées, Grandezas e Medidas em Geometria, da Faculdade SESI de
Educagdo. A partir de uma pergunta feita por mim sobre o célculo do volume de um cilindro,
partindo da ideia de sélido de revolugdo surgiu dai uma oportunidade para a aprendizagem
coletiva e a exploragdo do Teorema de Papus (Boyer, 1996), abrindo discussdes mais profundas
dos significados das formulas usuais. De acordo com as ideias de Shulman (1986, 1987) que
destacam a importincia do conhecimento pedagdgico do conteudo e na construgdo de um
ambiente de exploracdo para (Lorenzato, 2006), tal acontecimento proporcionou a observagao
da matematica abordada ndo apenas como uma aplicagdo de regras e formulas, mas como uma
busca por sentido, trabalhando a geometria como uma ciéncia das formas e aprofundando-se na
compreensdo das propriedades e relagdes que as define como objeto geométrico. Esta andlise
evidencia a importancia de ambientes pedagogicos que acolham a investigacao, a escuta ativa
e o pensamento critico na formagao docente para a producdo de interpretagdes que afirmam a
esséncia matematica.
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1. INTRODUCAO

A Matematica é constantemente associada a imagem tradicional de exata, solida e
inquestionavel, pela forma como ¢ apresentada nas escolas, reduzida a aplica¢dao de formulas
e procedimentos padronizados (Lorenzato, 2006). Essa abordagem contribui para uma visao
limitada, que desconsidera sua historicidade e a possibilidade de compreendé-la como uma
constru¢do humana, sujeita a problematiza¢des e investigagdes, sendo ainda, fomento para
a exclusdo escolar. No entanto, situagdes inesperadas que emergem em contextos de ensino
podem romper com essa perspectiva e promover aprendizagens significativas, evidenciando a
Matematica como uma ciéncia viva, encontrando novos caminhos quando buscamos sentido a
partir da compreensao de suas propriedades e relagdes, nesse caso, geométricas.

Esse trabalho analisa um episddio como esses, que podem romper com a visdo mecanicista
e favorecer aprendizagens significativas. Ocorrido na Unidade Curricular “Dimensdes,
Grandezas e Medidas em Geometria”, durante a formacao inicial de professores de Matematica
da Faculdade SESI De Educacgdo, o professor Ubiratan, apresentava a ideia de solido de
revolucdo, quando me veio um questionamento. A condugao feita por ele, proporcionou a mim
e aos demais alunos o engajamento para buscarmos respostas e a discussao sobre o potencial de
cenarios que favorecem investigagdes coletivas (Lorenzato, 2006), ampliando a compreensao
das férmulas usuais e reafirmando a Geometria como a ciéncia das formas e suas relagoes.

A experiéncia vivenciada dialoga com as reflexdes de Shulman (1986, p.9). quando
afirma que “ensinar ¢ compreender ndo apenas o contetido, mas as formas mais poderosas de
representa-lo”. Em outra obra, o autor ressalta que “o conhecimento pedagdgico do contetido € o
amalgama especial entre matéria e pedagogia” (Shulman, 1987, p.8), evidenciando a importancia
de que o professor mobilize esse conhecimento para transformar situagdes imprevistas em
oportunidades formativas. Além disso, ao acolher a minha pergunta e permitir que ela fosse
investigada como uma conjectura, o professor criou um espaco em que os alunos poderiam
formular hipdteses, explorar ideias e construir conhecimento coletivamente (Lorenzato, 2006).

Diante disso, entre os objetivos desse trabalho estdo: (I) descrever e analisar o episodio
da conjectura, destacando como se configurou um cenario para a investigagao; (II) contextualizar
historicamente o Teorema de Pappus, evidenciando sua contribui¢do para a Geometria e para
o desenvolvimento da Matematica; e (III) discutir a relevancia desse tipo de experiéncia para
a formacdo docente, relacionando com as perspectivas apresentadas. Para assim, alcancar a
compreensdo e a valorizagdo da contribui¢do de situagdes como esta para uma educagao critica
e investigativa de professores a fim de romper a ideia da Matematica plena, pronta e acabada,
alcancando para além, os alunos do ensino basico.



2. RELATO DE EXPERIENCIA

No dia 16 de maio de 2025, sexta-feira, em uma das aulas sobre s6lidos geométricos
iniciavam-se os estudos sobre cilindros e cones. O professor Ubiratan, quem ministrou as aulas
da matéria de “Dimensdes, Grandezas e Medidas em Geometria”, iniciou a aula naquele dia
usando slides que exemplificavam a ideia de cilindro de revolucdo e exibiam seus elementos.
O cilindro de revolugdo ¢ um so6lido geométrico que foi formado pela rotagdo de um retangulo
(figura plana) em torno de um de seus lados (o eixo de rotacao).

Imagem 1 — Elementos de um cilindro Imagem 2 — Cilindro de revolugdo
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Apods entendermos essas questdes passamos a olhar para o cilindro em sua forma
planificada para o calculo da area total, e entdo fomos construindo juntos as melhores maneiras
de articular aquela figura. A partir do coletivo comegam a surgir os “por qués” que norteiam
essas investigacdes, para Lorenzato (1993), eles sdo um elemento basico para que ocorra a
aprendizagem significativa, pois podem manifestar a curiosidade para conhecer as respostas,
isto €, os “porqués”.
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Antes de irmos para a proxima etapa, o professor fez a pergunta que mudaria a aura fluida
e plena desta aula: “Agora, como poderiamos calcular o volume desse s6lido?” Prontamente
alguns alunos responderam “Area da base, multiplicada por sua altura!”, conceito que foi
construido anteriormente com outros s6lidos, como os prismas. Podemos visualizar essa ideia
se pensarmos em folhas de papel circulares, dispostas uma em cima da outra e sua espessura
sendo 1 unidade de medida de altura, portanto, basta sabermos a area da folha circular e quantas
delas precisamos para preencher totalmente o solido (uma folha de papel circular para cada
unidade de altura do cilindro), como mostra a imagem.



Imagem 4 — Representagdo volumétrica

VOLUME DO CILINDRO

Volume = Area da base x altura V=mr2-h

Fonte: Propria, 2025

Na imagem 3, podiamos ver as medidas necessarias para prosseguir com esse calculo,
evidenciada também a sua base pela planifica¢do, dando indicios para o pensamento do calculo
do volume de uma maneira que parecia mais tradicional para aquela turma, representada pela
formula:

V =narth

Sendo, 7#r? a medida da area da base circunferencial e A a altura do sélido. Entretanto,
eu, me lembrando da formagao do so6lido por revolugdo, conjecturei: “Se tomarmos a area do
retangulo que originou o cilindro e multiplicarmos pelo percurso da formagdo do mesmo, ndo
teremos também seu volume?”

Singela, pensou “Ora, se podemos dispor algumas circunferéncias até que
tenhamos o tal valor, porque ndo rotacionar o retdngulo que nos foi apresentado?”
Senti-me desvelando o 6bvio, ndo com um sentimento de superioridade, mas como se pressentisse
o proximo passo daquela aula. Porém, nao foi planejado pelo professor outro calculo que nao
fosse o tradicional, podia perceber por suas expressdes que via sentido no questionamento,
ainda que ndo tivesse vivenciado momento como este.

Nesse momento ele transformou sua aula em um Laboratdrio para Educagdo Matematica
(Lorenzato, 2006), dizendo: “Isto ¢ uma conjectura! Devemos testa-la!”. Seria mesmo possivel
encontrar o “porqué”, por este caminho? Como testariamos ele? Mobilizando ndo apenas a
mim, conjecturando orgulhosa, mas juntamente com os demais alunos, a fim de provar aquilo
que acabara de ser apresentado.

Iniciamos com generalizagdes, sabendo que paratermos a drea do retdngulo multiplicamos
suas duas dimensdes, no caso do retingulo em questdo, usando de referéncia as imagens 1
e 3, podemos dizer que a area do retangulo € o seu lado r (o raio da base circunferencial)
multiplicado por seu lado 4 (a altura do cilindro), e pelo trajeto percorrido por ele (comprimento
da circunferéncia, na figura 3 como 2zr). Sendo assim, chegamos em:

V=r.h.2ar
Juntando os termos semelhantes e reorganizando, temos:
V=2ar’ h
Com isso, percebemos que chegamos ao dobro do volume do cilindro (em comparagao a
generalizacdo na sua forma mais tradicional), um espanto para os alunos envolvidos que viram

sentido na conjetura da colega e entdo comegaram algumas suposicdes para o equivoco. Entre
as explicacdes e demonstracdo que surgiram decorrentes da descoberta, compreende-se uma



representacdo com um prisma ao invés de um cilindro, sendo ela representada nas imagens a
seguir.

Imagem 5 — Comparativo Imagem 6 — Comparativo

Fonte: Propria, 2025 Fonte: Propria, 2025

O novo soélido formado, representa o dobro do volume do cilindro, sendo ele um prisma
de base retangular com os retangulos que formam sua base medindo o mesmo tamanho da figura
plana que originou o cilindro, e a sua altura (distancia entre uma base e outra) sendo a distancia
linear percorrida por ela para formar o cilindro. A partir dessas apuragdes, houve uma grande
investigagdo entre professores e alunos para encontrar respostas a falha desta conjectura, foram
alguns dias entre pesquisas e investigagdes até chegarmos ao Teorema de Pappus.

A denominada “conjectura de Luisa” se mostrou importante para os envolvidos, ao
fim, ndo apenas para encontrar uma resposta, mas sim refletir sobre como aquele momento
simples se expandiu para a aprendizagem partilhada. Ressoando entre a maturidade dos futuros
professores, pensando juntos com a finalidade de construir os conhecimentos necessarios para
poder atender da melhor maneira aquilo que vos espera em sala de aula. Para essa aprendizagem
foi necessaria uma situagao de investigacao que se assemelhou aos processos necessarios para
que a matematica fosse concebida em sua historia.

Quanto aos professores universitarios que acolheram ao cendrio inesperado, apds a busca
para apropriar-se dos “porqués”, foram capazes de promover um ambiente que permitiu nao
somente a transmissdo de ideias, mas o esforco, saindo do ambito da sala de aula e permeando
os recursos da historia da matematica. Com o pressuposto de que a educagdo matematica ¢ “uma
praxis que envolve o dominio do contetido especifico (a matematica) e o dominio de ideias
e processos pedagogicos relativos a transmissao/assimilagdo e ou a apropriagdo/constru¢ao
do saber matematico” (Fiorentini e Lorenzato, 2006, p.5), percebemos a importancia do
conhecimento pedagogico, neste contexto, para a formagao de professores.

Shulman nos faz refletir sobre como o papel do professor se molda no processo de
ensino e aprendizagem, levando em consideragdo que:

Partimos do pressuposto de que um professor competente ¢ membro de
uma comunidade profissional e estd preparado, disposto e capacitado
para ensinar e para aprender com suas experiéncias praticas. Portanto, os
elementos que aparecem na teoria sdo: Preparado (tem visdo), Disposto
(tem motivacdo), Capacitado (tanto sabendo, como sendo capaz de
“fazer”), Reflexivo (aprende com a experiéncia) e Comunitario (agindo
como membro de uma comunidade profissional). Cada uma dessas
dimensdes envolve aspectos do desenvolvimento pessoal/profissional e
pode conectar-se com parte de um curriculo de formagao docente ou de
formacao continuada (Shulman; Shulman, p. 123, 2014)



Tais elementos foram essenciais para que encontridssemos respostas, com muita
procura, juntando conhecimentos entre professores e alunos, até que podemos ver a grandeza
da experiéncia e termos a oportunidade de transformé-la em um trabalho académico, para assim
demonstrar a magnitude da formacao docente que esta sendo regida pelo curriculo da Faculdade
SESI.

3. TEOREMA DE PAPUS

Papus de Alexandria viveu por volta do século IV d.C., periodo em que Alexandria
ainda era um importante centro intelectual, embora ja ndo vivesse o mesmo esplendor dos
tempos helenisticos. Sob dominio do Império Romano do Oriente, a cidade conservava parte da
tradi¢do cientifica grega, e a producdo matematica da época era marcada menos por descobertas
originais e mais pela preservagado e sistematiza¢do do conhecimento que foi herdado. Pouco se
sabe sobre sua vida pessoal, mas sua obra mais conhecida, a Colecdo Matematica — Synagoge
—, ¢ um marco na historia da matematica pois reine comentarios e aprofundamentos aos saberes
acumulados por matematicos como Euclides, Arquimedes, Apoldnio, Ptolomeu e outros (Boyer,
1996).

Segundo Boyer (1996), o trabalho de Papus se destaca por seu esfor¢o em organizar e
sistematizar o conhecimento geométrico num periodo de transi¢ao cultural, quando a heranga
cientifica grega corria o risco de se perder. A Colecdo Matematica, originalmente composta por
oito livros, chegou até nos de forma incompleta — os livros I e II estdo perdidos, e partes de
outros também se perderam ao longo dos séculos. Isso evidencia a fragilidade da preservacao
do saber cientifico na Antiguidade Tardia, mas também reforca o valor inestimavel daquilo que
foi conservado.

Papus ndo foi apenas um compilador; ele também apresentou ideias originais e
demonstragdes que revelam um dominio sofisticado da geometria classica. Sua escrita era
marcada por rigor logico, clareza argumentativa e uma notavel capacidade de generalizagdo
Boyer (1996). Nesse sentido, ele representa um elo entre a matematica antiga e o florescimento
da matematica moderna, j& que muitas de suas ideias s6 seriam retomadas e plenamente
exploradas durante o Renascimento europeu, quando matematicos como Descartes, Fermat e
Newton tiveram acesso as traducdes latinas dos textos gregos.

E nesse contexto que Papus formula os dois teoremas que hoje levam seu nome, e que
estdo relacionadas as descobertas apresentadas, ambos sobres a geracao de sélidos de revolugao
— tema que revela ndo apenas seu interesse por formas em movimento, mas também sua busca
por generalizagdes elegantes dentro da geometria. No livro VII da Syrnagoge, Papus apresenta
dois resultados fundamentais que estabelecem esses teoremas, e sdo apresentados por Boyer
(1996) da seguinte forma: (I) a area da superficie de um sélido gerado pela rotagdo de uma
curva plana em torno de um eixo fixo ¢ igual ao produto do cumprimento da curva pela distancia
percorrida por seu centroide durante a rotacao; e (II) o volume do sélido gerado pela rotagao de
uma figura plana em torno de um eixo externo a figura ¢ igual ao produto da area da figura pelo
percurso circular do seu centroide.

O segundo teorema, mais diretamente relacionado ao episoédio vivenciado pelos
estudantes na aula relatada, pode ser expresso como:

V=A.2nR

Com A representando a area da figura plana rotacionada e R a distancia do centroide da
figura ao eixo de rotag@o. Chegando ao estudo desse teorema, obtivemos as respostas necessarias



para aprimorar a conjectura proposta em sala, marcada pelo descobrimento do centroide.

Centroide ¢ o ponto que representa o “centro de massa” ou o “ponto de equilibrio” de
uma figura plana de densidade uniforme Boyer (1996). Em figuras simples, como retangulos e
tridangulos, ele coincide com o centro geométrico, o baricentro. Por exemplo, no retangulo que
gera um cilindro por rotacdo, o centroide se encontra no ponto médio de suas diagonais. Para
figuras mais complexas, o centroide pode ser determinado por meio de métodos de integracao
ou de decomposi¢cdo em figuras mais simples.

Imagem 7 — O Centroide

Fonte: Propria, 2025

No contexto do Teorema de Papus, o centroide ¢ fundamental porque o volume do
solido de revolug¢dao depende da distdncia que ele percorre ao girar em torno de um eixo —
ou seja, da circunferéncia tracada por esse ponto. A genialidade do teorema estd em mostrar
que, conhecendo apenas a area da figura plana e o caminho circular do centroide, ¢ possivel
determinar o volume do sélido gerado por rotagdo, sem precisar decompor o sélido ou realizar
somatorios, algo que s6 seria formalizado com o desenvolvimento do célculo integral, séculos
mais tarde.

Para encontrarmos a distancia do Centroide do retangulo ao eixo de rotacao do cilindro,
sao validos alguns caminhos, entre eles o mais simples seria se entendéssemos que na figura em
que se origina o s6lido em questdo o centro de massa estd localizado no ponto de intersec¢ao
entre as semirretas que ligam as medianas dos lados opostos. Portanto, a medida do lado do
retangulo disposto na base do cilindro é congruente a semirreta horizontal que mede, o ponto
do Centroide ¢ também congruente a mediana desta semirreta, tornando a distancia entre ele
e o eixo metade da medida da base. No caso do cone de revolucao, a sua figura geométrica de
origem ¢ o tridngulo retangulo com o cateto adjacente ao angulo de 90 graus posto na base do
solido, sendo o baricentro dele o centroide.

Imagem 8 — Calculo do Centroide

Fonte: Propria, 2025

Desse modo, entendemos que para o caso do cilindro R =r /2 e A a area do retangulo
revolucionado (compreendido por r multiplicado por ), substituindo no teorema de Papus,
temos:

V=rh.2a.r/2



Juntando os semelhantes e reorganizando, teremos:
V =nr2h

Voltando a forma tradicional e mais utilizada, dessa forma provando a veracidade do
teorema e chegando ao ponto crucial da investigacdo da minha conjectura. Usando apenas a
distancia entre o centroide e o eixo obtivemos o valor exato do volume do s6lido e ndo o dobro
como quando foi conjecturado. A fim de ressaltar, desvelado o caso iniciou-se um debate sobre
o uso do teorema no ensino basico abrindo espaco para novos problemas e a importancia da
pesquisa constante com objetivo de entrever e reter repertorio de grande parte das ferramentas
matematicas.

4. CONSIDERACOES FINAIS

A conjectura, a postura do professor e o encontro com o teorema, evidenciou que a
matematica ndo se limita a aplicag@o de férmulas e resultados prontos, mas envolve um processo
constante de investigacdo e descoberta, ultrapassando o campo puramente tedrico do teorema
de Papus e gerando uma oportunidade de desenvolvimento intelectual e pedagdgico. Durante
essa analise, foi possivel perceber que as duvidas e situagdes inesperadas, muitas vezes trazidas
por perguntas que ndo estamos preparados para responder, possuem grande importancia na
formac¢ao docente, fortalecendo a pratica e a postura como educadores em formagao. Assim,
adquirindo o tino para transformar um questionamento em parte do processo para a constru¢ao
do conhecimento, de forma que os alunos se sintam protagonistas do mesmo e fagamos juntos,
matematica.
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