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Resumo: Este trabalho aborda a análise de convergência local e global de uma variante do
método de Levenberg-Marquardt (LMM), projetada para problemas de mı́nimos quadrados não
lineares com reśıduo não nulo. Tal variante, chamada LMM com scaling singular (LMMSS),
permite que a chamada matriz de scaling do LMM seja singular, o que pode ser útil em certas
aplicações. Para lidar com o reśıduo não nulo enquanto preservamos a convergência local, uma
escolha criteriosa do parâmetro do LMM é feita com base no erro de linearização do gradiente,
que é ditado pela não linearidade e pelo tamanho do reśıduo. As principais contribuições deste
trabalho estão relacionadas à convergência local e global do LMMSS neste cenário. Mais especi-
ficamente, demonstramos que a sequência de direções dk gerada pelo LMMSS é gradient-related
e então provamos que pontos limite de uma versão com busca linear do LMMSS são estacionários
para a função de mı́nimos quadrados. Além disso, a análise local é ainda demonstrada sob uma
condição de error bound no gradiente e para diferentes hipóteses sobre o erro de linearização.

Palavras-chave: Levenberg-Marquardt, Matriz de Scaling Singular, Análise de convergência,
Reśıduo não nulo

1 Introdução

Neste artigo, investigamos as propriedades de convergência global e local do método de Levenberg-
Marquardt aplicado a um problema espećıfico de mı́nimos quadrados não lineares (NLS):

min
x∈Rn

1

2
∥F (x)∥2 := ϕ(x), (1)

em que F : Rn → Rm é duas vezes continuamente diferenciável. Em particular, focamos no
problema sobredeterminado, em que m ≥ n.

Diferentemente de trabalhos anteriores, que focaram predominantemente em casos de reśıduo
nulo ou assumiram posto completo da matriz Jacobiana [6, 5, 12, 9, 10], aqui assumimos que o
reśıduo pode ser não nulo em uma solução e não temos informações sobre a Jacobiana em tal
ponto, podendo esta, portanto, ter posto não completo.

Definimos o problema (1) como um problema NLS com reśıduo não nulo se x∗ é um mı́nimo
global de ϕ e F (x∗) ̸= 0. Consequentemente, nosso interesse está em identificar os pontos
estacionários de ϕ, i.e., o conjunto X∗ = {x ∈ Rn | J(x)TF (x) = 0}, em que J(x) ∈ Rm×n é a
Jacobiana de F em x, sob a hipótese de que X∗ ̸= ∅.



Embora trabalhos como [1, 2] explorem problemas com reśıduo não nulo, apresentando con-
vergência local do LMM, a matriz de scaling permanece sendo a matriz identidade. Neste
trabalho, além de considerar reśıduo não nulo, consideramos que o método é constrúıdo através
da seguinte iteração:

(JT
k Jk + λkL

TL)dk = −JT
k Fk (2)

xk+1 = xk + αkdk, ∀k ≥ 0, (3)

em que Fk := F (xk), Jk := J(xk), {λk} é um escalar positivo, {αk} é o tamanho do passo, e
LTL é chamada matriz de scaling, que é permitida ser singular.

Referimo-nos à iteração (2)–(3) como o método de Levenberg-Marquardt com Scaling Sin-
gular (LMMSS). A escolha da matriz de scaling como LTL, permitida ser singular, difere da
abordagem clássica do LMM. Esta estratégia é motivada por aplicações em problemas inversos,
e se distancia dos resultados explorados para problemas com reśıduo nulo em [4].

Embora a teoria clássica do método de Levenberg-Marquardt (LMM) seja bem estabele-
cida, a consideração de uma matriz de scaling singular introduz desafios únicos na análise de
convergência, exigindo novas ferramentas teóricas e suposições adicionais. O estudo visa demons-
trar que a convergência do LMM com matrizes de scaling singulares é alcançável sob condições
razoáveis, enfatizando o impacto de tais matrizes na qualidade das soluções aproximadas ob-
tidas, quando devidamente orientadas ao problema em questão. Esta abordagem, combinada
com a consideração de reśıduo não nulo, diverge da literatura existente, fornecendo uma nova
perspectiva sobre convergência local e global para o LMM na presença de matrizes de scaling
singulares.

Nosso estudo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2, começamos com algumas
suposições que serão consideradas ao longo do manuscrito e também o contexto matemático
e resultados preliminares necessários para as seções seguintes. Comentários sobre a análise
de convergência local e resultados obtidos são apresentados na Seção 3, que são categorizados
em dois casos baseados no comportamento do posto da Jacobiana em torno de uma solução
(posto constante e posto decrescente). Finalmente, a Seção 4 prova que, para o LMMSS com
um esquema de busca linear de Armijo, todo ponto limite da sequência gerada é um ponto
estacionário da função de soma de quadrados, estabelecendo assim a convergência global deste
método. Nossas considerações finais são fornecidas na Seção 5.

Enfatizamos que este trabalho é apenas uma breve apresentação do artigo completo [7], no
qual o leitor pode encontrar uma abordagem mais aprofundada dos conceitos discutidos aqui,
juntamente com provas e exemplos ilustrativos.

2 Hipóteses e ferramentas auxiliares

Nossas principais hipóteses são apresentadas a seguir.

Hipótese 1. A matriz L ∈ Rp×n tem posto completo, em que m ≥ n ≥ p, e existe γ > 0 tal
que, para todo x ∈ Rn

∥J(x)v∥2 + ∥Lv∥2 ≥ γ ∥v∥2 , ∀v ∈ Rn. (4)

Hipótese 2. Para qualquer x∗ ∈ X∗, existe uma constante δ ∈ (0, 1) e L0 > 0 tal que

∥J(x)− J(y)∥ ≤ L0∥x− y∥, (5)

para todo x, y ∈ B(x∗, δ).

A Hipótese 2 exige que a Jacobiana seja localmente Lipschitz e implica:

∥J(y)(x− y)− (F (x)− F (y))∥ ≤ L1∥x− y∥2, ∀x, y ∈ B(x∗, δ) (6)



em que L1 = L0/2, isto é, o erro na aproximação linear de F (x) em torno de y é O(∥x − y∥2),
para x e y em uma vizinhança de x∗.

Devido à compacidade da bolaB(x∗, δ), existem constantes positivas L2 e β tais que ∥J(x)∥ ≤
L2 e ∥F (x)∥ ≤ β para todo x ∈ B(x∗, δ). Portanto, como ∥J(x)∥ é limitado em B(x∗, δ),
aplicando a desigualdade do valor médio, podemos inferir que ∥F (x)−F (y)∥ ≤ L2∥x− y∥, para
todo x, y ∈ B(x∗, δ). Além disso, o gradiente ∇ϕ(x) = J(x)TF (x) é Lipschitz em B(x∗, δ):∥∥J(x)TF (x)− J(y)TF (y)

∥∥ ≤ L3∥x− y∥, ∀x, y ∈ B(x∗, δ), (7)

em que L3 = L2
2 + βL0.

Além disso, observe que para z ∈ X∗ ∩B(x∗, r) e x, y ∈ B(x∗, r), temos

∥(J(x)− J(y))TF (y)∥ = ∥(J(x)− J(z) + J(z)− J(y))TF (y)∥
≤ ∥(J(x)− J(z))TF (y)∥+ ∥(J(z)− J(y))TF (y)∥
≤ L0L2∥x− z∥∥y − z∥+ ∥J(x)TF (z)∥
+ L0L2∥y − z∥2 + ∥J(y)TF (z)∥.

(8)

Lema 2.1. [1, Lema 2.1] Se a Hipótese 2 é satisfeita, então existe L4 > 0 tal que∥∥∇ϕ(y)−∇ϕ(x)− J(x)TJ(x)(y − x)
∥∥ ≤ L4 ∥x− y∥2 +

∥∥(J(x)− J(y))TF (y)
∥∥ , (9)

para todo x, y ∈ B(x∗, δ).

Em seguida, apresentamos a hipótese de error bound assumida ao longo deste trabalho.

Hipótese 3 (Error bound). Para qualquer x∗ ∈ X∗,
∥∥J(x)TF (x)

∥∥ fornece um limitante de erro
(error bound) em B(x∗, δ), i.e., existe ω ∈ (0,∞) tal que

ωdist(x,X∗) ≤
∥∥J(x)TF (x)

∥∥ , ∀x ∈ B(x∗, δ), (10)

em que dist(x,X∗) = infz∈X∗ ∥x− z∥. Ao longo do texto, dado x, denotaremos por x̄ um
elemento de X∗ tal que ∥x− x̄∥ = dist(x,X∗).

Da Hipótese 3 e da equação (7), obtemos

ωdist(xk, X
∗) ≤

∥∥JT
k Fk

∥∥ ≤ L3dist(xk, X
∗). (11)

As hipóteses restantes focam, como delineado em (8), nos termos∥∥J(x)TF (z)
∥∥ e

∥∥J(y)TF (z)
∥∥ .

Esses termos desempenham um papel crucial no controle do erro, expresso em (9), da “linea-
rização incompleta” do gradiente. Vale notar que cada uma dessas hipóteses, motivadas por [1],
dá origem a taxas de convergência distintas e análises correspondentes.

Hipótese 4. Para todo x ∈ B(x∗, δ) e todo z ∈ X∗ ∩B(x∗, δ), a seguinte desigualdade vale:

∥(J(x)− J(z))TF (z)∥ ≤ θ∥x− z∥,

com 0 ≤ θ < θ̄(ω,L3, λ
∗), em que θ(ω,L3, λ

∗) é uma constante positiva dependendo de ω de
(10), L3 de (7), e o menor autovalor positivo de JT

∗ J∗, denotado por λ∗.

Hipótese 5. Para todo x ∈ B(x∗, δ) e todo z ∈ X∗ ∩B(x∗, δ), a seguinte desigualdade vale:

∥(J(x)− J(z))TF (z)∥ ≤ C∥x− z∥1+r, (12)

com r ∈]0, 1[ e C ≥ 0.



Hipótese 6. Para todo x ∈ B(x∗, δ) e todo z ∈ X∗ ∩B(x∗, δ), a seguinte desigualdade vale:

∥(J(x)− J(z))TF (z)∥ ≤ K∥x− z∥2, (13)

com K ≥ 0.

Em [1], alguns exemplos simples com duas variáveis e reśıduo não nulos são apresentados,
ilustrando a motivação para tais hipóteses. Além disso, é evidente que a Hipótese 6 implica a
Hipótese 5, que por sua vez implica a Hipótese 4.

Além das hipóteses acima, algumas ferramentas auxiliares são necessárias, a principal sendo a
Decomposição em Valores Singulares Generalizada (GSVD) [11]. Uma versão particularizada da
GSVD para o contexto deste trabalho pode ser encontrada em [8, p. 22]. Esta é uma ferramenta
importante na análise teórica porque permite a conexão, em uma única decomposição, de um
par de matrizes não relacionadas, como é o caso da Jacobiana de F em xk e L.

Os seguintes resultados estabelecem um limite no tamanho do passo com base na distância
da iteração atual ao conjunto solução, considerando dois casos distintos. O Lema 2.2 aborda
o cenário em que o posto da Jacobiana em torno da solução é constante, enquanto o Lema 2.3
trata do caso de posto decrescente, dependendo da definição da sequência λk.

Lema 2.2. Suponha que as Hipóteses 1-3 são válidas, e rank(J(x)TJ(x)) = rank(J(x∗)TJ(x∗)) =
q ≥ 1 para todo x ∈ B(x∗, δ). Se xk ∈ B(x∗, δ) e λk := λ(xk) > 0, então existe c1 > 0 tal que

∥dk∥ ≤ c1dist(xk, X
∗). (14)

Lema 2.3. Suponha que as Hipóteses 1–2 são válidas. Para xk ∈ B(x∗, δ) e rank(Jk) = ℓ ≥
rank(J∗) = q ≥ 1, e

(a) Hipótese 5 é satisfeita com λk =
∥∥JT

k Fk

∥∥r , e r ∈]0, 1[,

(b) Hipótese 6 é satisfeita com λk =
∥∥JT

k Fk

∥∥,
então existe c1 > 0 tal que ∥dk∥ ≤ c1dist(xk, X

∗).

Observação 2.1. Para o cenário em que o posto da matriz Jacobiana diminui, sob a Hipótese 4,
o resultado sobre um limite superior no tamanho do passo em termos da distância da iteração
atual ao conjunto solução permanece em aberto.

3 Convergência local

Os Lemas 2.2 e 2.3 mostram que, sob hipóteses espećıficas, ∥dk∥ ≤ c1 ∥xk − x̄k∥. Tal desigual-
dade é chave para a análise de convergência local sob a condição de error bound (Hipótese 3).
Nesta seção, consideramos a iteração LMMSS “pura”, i.e., (2)–(3) com αk = 1 para todo k.

A abordagem para obter resultados sobre a convergência local do método proposto é se-
parada em dois casos de acordo com se o posto da Jacobiana próximo ao conjunto solução é
constante ou não e de acordo com a hipótese em consideração (Hipótese 4, 5 ou 6). Devido
à complexidade da explicação e para encurtar a exposição, mencionamos que a convergência
quadrática local pode ser estabelecida sob a Hipótese 6, com o posto da Jacobiana sendo cons-
tante ou decrescente. Adicionalmente, a convergência superlinear local pode ser obtida sob a
Hipótese 5, novamente considerando posto constante na Jacobiana ou não. Sob a Hipótese 4,
entretanto, a convergência linear local é provada apenas para o caso em que o posto da matriz
Jacobiana permanece constante. Supondo que a Hipótese 4 é satisfeita quando o posto está
decrescendo, i.e., rank(Jk) = ℓ ≥ rank(J∗) = q ≥ 1, a prova de convergência local ainda está
em aberto.

Novamente, para uma explicação completa e provas destes resultados, o leitor é direcionado
a [7].



4 Convergência global

Para a análise de convergência global, consideramos o Algoritmo 1, uma versão do LMMSS com
busca linear para mı́nimos quadrados não lineares com reśıduo não nulo. Vale ressaltar que
o Algoritmo 1 difere do algoritmo proposto em [4] na escolha do parâmetro λk bem como no
critério de aceitação do passo completo (αk = 1).

Algoritmo 1: LMMSS para problemas com reśıduo não nulo com busca linear

1 Entrada: ν, ζ, ϑ ∈ (0, 1), F , J , L, e x0 ∈ Rn

2 Defina λ0 = ∥∇ϕ(x0)∥
3 para k = 0, 1, 2, . . . faça
4 se ∥∇ϕ(xk)∥ = 0 então
5 Pare com x̄ = xk
6 fim
7 Calcule dk = −(JT

k Jk + λkL
TL)−1JT

k Fk

8 se ∥∇ϕ(xk + dk)∥ ≤ ϑ ∥∇ϕ(xk)∥ então
9 αk = 1

10 senão
11 Escolha m como o menor inteiro não negativo tal que

ϕ(xk + ζmdk)− ϕ(xk) ≤ νζm∇ϕ(xk)
Tdk (15)

Defina αk = ζm

12 fim
13 Atualize xk+1 = xk + αkdk
14 λk+1 = ∥∇ϕ(xk+1)∥
15 fim

Inicialmente, demonstraremos que a sequência de direções dk gerada pelo Algoritmo 1 é
gradient-related (ver [3, Proposição 1.2.1]). Subsequentemente, estabeleceremos que qualquer
ponto limite da sequência produzida por este algoritmo é um ponto estacionário para (1), in-
dependentemente do ponto inicial. Isso serve para provar o teorema central, de convergência
global. Além disso, nesta seção, assumimos que a Hipótese 6 é satisfeita para simplificar a
notação e as provas.

Relembramos a definição de direções gradient-related de [3, Eq. (1.13)]:

Definição 4.1 (Gradient-related). Sejam {xk} e {dk} sequências em Rn. Dizemos que a
sequência {dk} é gradient-related de {xk} se, para cada subsequência {xk}k∈K (com K ⊆ N)
convergindo para um ponto não estacionário de ϕ, a subsequência correspondente {dk}k∈K é
limitada e satisfaz

lim sup
k→∞, k∈K

∇ϕ(xk)
Tdk < 0. (16)

Proposição 4.1. Suponha que as Hipóteses 1-3, 6, e λk =
∥∥JT

k Fk

∥∥ são satisfeitas. Sejam {dk},
{xk} sequências geradas pelo Algoritmo 1. Então, {dk} é gradient-related.

Esta proposição garante que o Algoritmo 1 gera uma sequência de direções {dk} que são
gradient-related. Portanto, usando [3, Proposição 1.2.1], a convergência global pode ser estabe-
lecida, como segue.

Teorema 4.1. Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 1. Então, todo ponto limite x̂
de {xk} é tal que ∇ϕ(x̂) = 0.

Demonstração. Seja K1 = {k ∈ N | ∥J(xk + dk)
TF (xk + dk)∥ ≤ ϑ∥J(xk)TF (xk)∥}. Se K1 é

infinito, segue que ∥J(xk)TF (xk)∥ → 0, e portanto qualquer ponto limite x̂ de {xk} é tal que



J(x̂)TF (x̂) = 0, logo ∇ϕ(x̂) = 0. Caso contrário, se K1 é finito, vamos assumir, sem perda de
generalidade, que ∥J(xk + dk)

TF (xk + dk)∥ > ϑ∥J(xk)TF (xk)∥, para cada k, de modo que o
tamanho do passo é escolhido para satisfazer a condição de Armijo. Como, pela Proposição 4.1,
as direções do Algoritmo 1 são gradient-related, segue de [3, Proposição 1.2.1] que qualquer ponto
limite x̂ de {xk} é um ponto estacionário de ϕ.

Agora, para conectar convergência local e global, o próximo resultado estabelece que, sob
certas condições, αk = 1 para todo k suficientemente grande e então podemos aplicar a teoria
de convergência local para mostrar que {dist(xk, X∗)} converge para zero quadraticamente.

Teorema 4.2. Suponha que as Hipóteses 1-3 e 6 são satisfeitas e λk =
∥∥JT

k Fk

∥∥. Além disso,
assuma que o conjunto de ńıvel Cn := {x ∈ Rn : ϕ(x) ≤ ϕ(x0)} é compacto para algum x0. Seja
{xk} gerada pelo Algoritmo 1, usando x0 como ponto inicial. Então, para todo k suficientemente
grande αk = 1 e a sequência {dist(xk, X∗)} converge para 0 quadraticamente.

Observação 4.1. Observamos que no caso de reśıduo nulo, um resultado anterior em [12,
Teorema 3.1] requer a suposição de que o ponto limite x∗ é tal que F (x∗) = 0. Além disso,
no caso de otimização irrestrita, para provar um resultado similar a suposição requerida é que
a Hessiana em x∗ é definida positiva; entretanto, tal suposição implicaria que x∗ é um ponto
estacionário isolado [3, Proposição 1.2.1]. Como queremos abordar o caso de reśıduo não nulo e
possivelmente pontos estacionários não isolados, consideramos a limitação do conjunto de ńıvel
em vez destas outras duas.

Observação 4.2. No cenário em que a Hipótese 5 é satisfeita com posto decrescente, é ne-
cessário ajustar o parâmetro λk do Algoritmo 1 para λk =

∥∥JT
k Fk

∥∥r. Além disso, quando esta
hipótese é válida, os resultados acima seguem com pequenas alterações em algumas constantes, e
podemos mostrar que existe k0 tal que αk = 1,∀k ≥ k0 e assim dist(xk, X

∗) vai para zero super-
linearmente. Quando apenas a Hipótese 4 é satisfeita, embora as provas da Proposição 4.1 e do
Teorema 4.1 sejam análogas (quando consideramos posto constante), a prova de que o tamanho
de passo completo αk = 1 é sempre aceito para k suficientemente grande permanece em aberto.

5 Conclusão e trabalhos futuros

Motivados pela abordagem do artigo [4], que emprega uma versão do método de Levenberg-
Marquardt com uma matriz de scaling singular (denominada LMMSS) para problemas de
mı́nimos quadrados não lineares com reśıduo nulo, propomos um novo método LMMSS para
problemas com reśıduo não nulo. Nosso estudo investigou minuciosamente a convergência local
e global do método proposto.

Para convergência local, mostramos que a convergência quadrática local de dist(xk, X
∗) para

zero é posśıvel, mesmo na presença de um reśıduo não nulo, com o posto da Jacobiana sendo
constante ou decrescente. Quando o posto da Jacobiana é constante para x ∈ B(x∗, δ), mesmo
considerando hipóteses mais fracas, conseguimos estabelecer convergência linear e superlinear
local (ver Hipótese 4 e 5, respectivamente). Entretanto, se apenas a Hipótese 4 for válida no
caso de posto decrescente, a convergência local permanece uma questão em aberto.

Além disso, demonstramos a natureza estacionária dos pontos limite na sequência gerada por
uma versão do LMMSS com busca linear (Algoritmo 1). A convergência global foi estabelecida
sob as Hipóteses 5 e 6. Infelizmente, quando apenas a Hipótese 4 é satisfeita, no caso de posto
decrescente, a convergência global do algoritmo permanece inconclusiva.

Como trabalhos futuros, além de abordar essas questões em aberto, pretendemos realizar ex-
perimentos computacionais para validar nossos resultados teóricos, bem como testar o algoritmo
em certos problemas inversos para avaliar seu comportamento prático.
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