Inversas generalizadas simétricas esparsas de matrizes simétricas
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Resumo: As inversas generalizadas sao uteis em uma ampla variedade de problemas de algebra
linear quando lidamos com matrizes que nao possuem posto-linha ou posto-coluna completo.
Para fins numéricos, é util ter uma inversa generalizada que minimize uma norma e, a0 mesmo
tempo, seja esparsa. De fato, é natural escolher a norma 1 como um meio de induzir esparsi-
dade. Quando a matriz dada é simétrica, podemos buscar uma inversa generalizada simétrica que
minimize a norma 1. Apresentamos uma formulacao para este problema e a utilizamos para de-
senvolver um algoritmo de ponto proximal Douglas-Rachford Splitting (DRS). Validamos nossa
abordagem com experimentos numéricos.

Palavras-chave: propriedades de Moore-Penrose, inversa generalizada, norma 1 minima, es-
parsidade, otimizacao linear, algoritmo Douglas—Rachford Splitting

1 Introducao

Quando uma matriz real A € R"™*" ndo é quadrada ou nao é invertivel, as inversas generalizadas
de A sao uteis para diversos problemas em &lgebra matricial (ver [RM72]). Em particular, a
pseudoinversa de Moore-Penrose (M-P) (descoberta independentemente por E.H. Moore e R.
Penrose) pode ser usada para calcular a solugao de varios problemas-chave em estatistica, como
a solugao de minimos quadrados de um sistema de equacoes lineares sobredeterminado e a
solugdo de norma 2 minima de um sistema de equacoOes lineares subdeterminado. Geralmente,
para estabilidade e eficiéncia numérica, pode ser 1til ter uma inversa generalizada que otimize
(ou otimize aproximadamente) diversas quantidades; por exemplo, norma 1 (vetorial) minima,
posto minimo, esparsidade méxima (que é NP-dificil; veja [XFLP21, Prop. 1.3]). Tais matrizes
geralmente nao serao a pseudoinversa M-P. Em nosso cenario, assumimos que a matriz de entrada
¢é simétrica e buscamos uma inversa generalizada simétrica que minimize a norma 1.

Se A = UXVT é a decomposigao em valores singulares reais de A (veja [GvL13], por exemplo),
entdo a pseudoinversa M-P de A pode ser definida como A := VXTUT, onde X' tem a forma
da transposta da matriz diagonal X, e é derivada de ¥ tomando os reciprocos dos elementos nao
nulos (diagonais) de ¥ (ou seja, os valores singulares nao nulos de A). Podemos definir diferentes
inversas generalizadas esparsas trataveis, com base na seguinte caracterizacao fundamental da
pseudoinversa M—P.
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Teorema 1 ([Pen55]). Para A € R™", a pseudoinversa M-P At € a inica matriz H € R™™
que satisfaz:

AHA = A (P1)
HAH = H (P2)
(AH)" = AH (P3)
(HA) = HA (P4)

Uma inversa generalizada de A é simplesmante qualquer matriz H que satisfaga P1.
A seguir, apresentaremos um resultado-chave para o nosso trabalho.

Teorema 2 ([BIG03], p. 208, Ex. 14 (sem demonstragao); veja também [PFLX24] (com
demosntracao)). Para uma matriz A € R™*™ de posto r, considere a decomposi¢cao completa em
valores singulares A =: UXVT com

D 0
P rXT rx(n—r)
0 0 ’
(m—r)xr (m—r)x(n—r)

e D diagonal. Para H € R™™ seja I’ := VTHU (logo, H=VTU"), onde particionamos I' em
blocos como em

X Y
I —: rXT rX(m-—r)
A w
(n—r)xr (n—r)x(m—r)

Temos que

(i) P1 € equivalente a X = D7!.

(ii) Se P1 € satisfeita, entao P2 € equivalente a ZDY = W.
(iii) Se P1 € satisfeita, entao P3 é equivalente a Y = 0.

(iv) Se P1 € satisfeita, entao P4 € equivalente a Z = 0.

De fato, atribuindo a matriz nula a W, Y e Z no Teorema 2, podemos ver a relagao simples
entre A e a decomposicdo SVD de A.

Notacgao. Denotamos o i-ésimo vetor unitario padrao por e; e a matriz identidade de ordem n
por I,. Para p € {0} U [1, 00|, denotamos a norma p vetorial ordinaria por || - ||, (é claro que é
apenas uma pseudonorma para p = 0). A vetorizagao de uma matriz A € R™*" é denotada por
vec (A) € R™ e sua norma p vetorial é definida por ||A||, := || vec(A)||,. Para matrizes, posto(-)
denota o posto e || - || denota a norma de Frobenius. Denotamos o produto de Kronecker por
® (usamos a identidade: vec(ABC) = (CT @ A)vec(B)). Denotamos por argmin{-} qualquer
solucao do problema de minimizacao associado.

2 Inversa generalizada simétrica esparsa de matriz simétrica

Consideramos o caso em que A € R™" ¢ simétrica e buscamos uma inversa generalizada
simétrica esparsa de A. Observamos que, se A é simétrica, entao a pseudoinversa de Moore-
Penrose de A é simétrica; portanto, sabemos que existem inversas generalizadas simétricas de
A. Estamos interessados no seguinte problema, o qual busca induzir a esparsidade por meio da
minimizacao da norma 1 vetorial.
min {||H|;: P14+ (H"= H)}. pl

g {5l P1+( )} (P sym)
Uma alternativa seria simplesmente buscar uma inversa generalizada que minimize a norma 1,
e entao simetriza-la, o que necessariamente ainda minimizaria a norma 1 devido a convexidade.



No entanto, com a simetrizagdo, o posto poderia aumentar substancialmente e a esparsidade
poderia diminuir substancialmente.

Podemos chegar a uma reformulacao sutil, e 1util, de P11 com a seguinte caracterizacao.

Sym

Teorema 3. Seja A € R™ "™ simétrica. H satisfaz P1 e H' = H se e somente se H satisfaz
AHA+H=A+H".

Proof. Seja A = VEVT a decomposicao completa em valores singulares de A. Consideremos
H = VTVT usando a notacao do Teorema 2.
(=) E facil ver que se H satisfaz P1 e HT = H, entdo H satisfaz AHA+ H = A+ H".
(<) Para ver que H satisfaz P1 e H" = H se H satisfaz AHA+ H = A+ H', observe que

AHA+H=A+H" &

VEVTVIVIVEVT + VIV = VXV + VIV &

ST +T =2 +17 &

| P R R
0 0||Z W[|0 0 zZ W 0 0 Yyr wr

DXD+X Y] [D+xT ZT
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Portanto, Z =YY", W =W"Te DXD =D+ X". De DXD =D + X", temos

dwii + my = di + @i, i i = j;
didjﬂfij + Tij = T, if 4 75 7

Logo, temos que dzzx” + 2y =d; + 1y S Ty = %. Somando as equagoes d;d;;; + xj; = xj; e

didjxji + T = x5, para 1 7é j, temos que didjacij iI—:L'Z'j + didj.%'ji + T = X5+ T = Tij = —Tj -
Portanto, didjl‘ij + X = T <= did]wij + Xy = —Ti < (didj + Q)LEij = 0. Como di,dj > 0,
temos z;; = 0, Vi # j. Desta forma, X = D!, Pelo Teorema 2, H satisfaz P1. Como Z = Y7
e W =WT, H também satisfaz H' = H. O
Baseados no resultado acima, apresentamos a seguinte formulacao equivalente para Pﬁsym.

. . _ T p1
g {(|H],: AHA+H =A+H'}. (P sym)

: 1
3 Um algorithm DRS para P|g
Desenvolvemos um algoritmo Douglas-Rachford Splitting (DRS) para resolver Pllsym. O DRS
é um método proximal que tem sido amplamente aplicado na literatura a esse tipo de problema
com resultados promissores (veja, por exemplo, [DHP24, FZB20]). Ele resolve problemas de
otimizagao convexa da forma
min f(H) + g(H), (1)
onde f,g: R™™ — R U {oo} sao convexas, fechadas e préprias, calculando iterativamente (see
[DHP24], [BC17])
HF1/2 = pI‘OX)\f(Vk),
Vk+1/2 — 2Hk+1/2 _ Vk,
R+ — prox,\g(VkH/Q),
Vk+1 — Vk’ + HE1 }[lf—|—1/27

para k= 0,1,..., onde prox,; é dado por

) 1
prox, (V) = arg min{h(H) + 51| H - VIE}-



Estamos interessados em aplicar DRS para resolver P11 ou, de forma mais geral, resolver

Sym >
um problema formulado como
min{||H|}, : H € €}, (2)
onde € é um conjunto convexo. (2) pode ser escrito na forma de (1) tomando f = |- |1 e g = Je

(a funcao caracteristica do conjunto convexo €). Nesse caso, temos de [PB14] que os respectivos
operadores proximais sio dados por prox, (X) = Sx(X) e prox,,(X) = e(X), onde Sy(X) é
o operador de soft thresholding elemento a elemento, definido por
T — A, a> A
Sx(z) =<0, | < A;
T+ A, a < —A,
e Ile é a projecao sobre o conjunto convexo C.
A seguir, abordamos mais detalhes sobre a aplicacao do DRS ao problema Pll,Sym , comegando
com a projecao sobre o conjunto especifico € para o problema. Em muitos casos, como o nosso,

em que C é afim, a expressao da projecao possui uma solucao analitica, que desenvolvemos a
seguir.

3.1 Projecao sobre C

O conjunto de todas as inversas generalizadas simétricas de uma dada matriz simétrica A pode
ser expresso como o espago afim € = {H : AHA = A,H" = H}. Abordaremos agora o cédlculo
de uma projecao sobre este conjunto.

Proposicao 4. Se C={H : AHA= A H" = H}, entao
Me(V) = 3(V+VT)— JAAN(V + VT)ATA + AT,
Proof. Seja V € R™™ uma matriz dada. Queremos encontrar a solugao analitica de
argénin{HH ~V|%:AHA=AH = H}. (Projigym)
O fungao lagrangiana para Proj;gy,, ¢ dada por
L(HAT)=|H-V|%+ (A, AHA— A) +(I',H — H"). (3)

Como Proj;gy,, é convexo, suas solugdes primal e dual (H, A,T") s@o tais que Vg L(H, A, T') = 0,
ou equivalentemente, tais que

H=V—-3(AANA+T -T7)
AHA=A=AVA— LA(AMA+T —TT)A
A?ANA% =2(AVA - A)— AT -TTHA
AP A2NA%AT? = 24 (AV A — A)A? — AP A — TT)AAT
ATANAAT = 2(ATV AT — AT%) — AT —T7) AT
((AAT) @ (AT A)) vec(A) = vec(2(ATV AT — ATY) — AT — TT)Al).

(4)

¢ e

Como (AAT) ® (ATA) é uma projegio ortogonal, A = 2(ATV AT — ATS) — AT(T —TT)A" é uma
solucdo para a ultima equagao acima. Substituindo este valor de A em (4), temos
H=V—AAVA" — AP)A 4+ LAATT —T)ATA - L0 —T7)
H=V - AAWWATA+ AT+ JAAY T - TT)ATA - (T - TT)
H =VT - AATVTATA + AT + LAAYTT —T)AtA - L(T7 - T)
H-—H =V VT —AAT(V = V)ATA + AATT —TTHATA - (T - T7)
0=V VT —AAT(V — VT)ATA + AATT —TTHATA - (T - T7)
(T —TT) —AATT —THATA=V — VT — AAT(V —VT)ATA.

O R



Assim, T' = V resolve a tltima equagao acima. Substituindo agora os valores de A e I" em (4),
temos
H=V - AAWVATA+ AT+ JAAN(V - V) ATA - (Vv —VT)
=LV 4+VT) - LAAT(V + VT)ATA + AT,

que é a expressao para a projecao. ]

3.2 Ponto inicial e critério de parada

Consideramos como ponto inicial V9 := Af, que é uma solucdo vidvel para o nosso problema e
nao requer custo computacional adicional, pois ja ¢é utilizada no célculo da projecao Ile(-).

Para o critério de parada, assumimos que P e € sdo tolerancias positivas dadas e calcu-
lamos 7F := HF1 — gF+1/2 — yk+l _ vk e cada iteracio k. Interrompemos o algoritmo se
[|[7%]|F < €@ + €|V — VO|p, k > 0, que busca tanto uma diferenca pequena entre as duas
ultimas iteracoes quanto uma diferenca pequena relativa a diferenca entre as duas iteragoes ini-
ciais. Note que, de [BC17], temos que se a sequéncia VF (k= 0,1,2,...) converge para um ponto
fixo de F(V) := V +1I¢(25\(V)—V)—S\(V), entdo ambas as sequéncias H*/2 (k =0,1,2,...)
e H*1 (k=0,1,2,...) convergem para H*, uma solucio do problema (1). Finalmente, obser-
vamos que sempre obtemos uma solugao primal vidvel do algoritmo DRS, tomando como saida
a matriz H**! calculada na tltima iteracdo k, j4 que H**! é obtida a partir de uma projecio
no conjunto viavel do problema abordado.

4 Limite na esparsidade dos pontos extremos do problema linear

O problema que resolvemos, buscando inversas generalizadas simétricas esparsas, induz esparsi-
dade com a norma 1 do vetor e, portanto, pode ser reformulado como um problema de otimizacao
linear. E interessante caracterizar os pontos extremos do conjunto vidvel desse problema, pois
essa caracterizacao pode nos fornecer um limite superior para o nimero de elementos nao nulos
nas solucoes viaveis basicas para esse problema e, portanto, um limite superior para o ntmero
de elementos nao nulos na inversa generalizada simétrica mais esparsa. Gostariamos de en-
fatizar que um ponto extremo arbitrario (esparso) pode ter uma norma 1 vetorial grande e,
por razoes numéricas, isso € indesejavel. Para comparacoes em nossos experimentos numéricos,
apresentamos a seguir um resultado de [XFLP21] que caracteriza esses pontos extremos.

Proposigao 5. [XFLP21, Prop. 2.1] Suponha que A € R"*™ € simétrica e tem posto r. Entao,

as solucdes extremas do problema de programacdo linear associado a PIISym

r2 4+ 1 elementos nio nulos. Além disso, este limite é alcancado paran —2 > r > 3.

tém no mdzrimo

5 Resultados numéricos

Apresentamos resultados numéricos usando o solver Gurobi v12.0.1 para resolver Pisym e pll,Sym
e o algoritmo DRS apresentado na Secao 3. Usamos a linguagem de programagao Julia v1.11.3
(usando VSCodium v1.97.1), e executamos os experimentos na “zebra”, uma maquina de 16
ntcleos (executando Windows Server 2019 Standard) com processadores Intel Xeon E5-2667
v4 rodando a 3,20 GHz com 8 ntcleos cada, e 128 GB de meméria. Geramos aleatoriamente
140 matrizes densas B € R™™™ com posto r (5 para cada configuragao dada por (n,r)), com a
fungao sprand do MATLAB, seguindo a maneira descrita em [FLPX21]. Para nossas instancias
de teste, calculamos entdao as matrizes simétricas A = BTB. Os parametros que usamos foram
n = 100, 200, ..., 500, 1000, 2000, . ..,5000, » = 0,25n. Em todos os experimentos, o limite de
tempo usado foi de 7200 segundos e as estatisticas apresentadas sao a média calculada para
cada conjunto de 5 instancias da mesma configuracao. Os parametros usados para o Gurobi sao:
Barrier convergence tolerance: 1075, Feasibility tolerance: 1075 e Optimality tolerance: 1075; e
para DRSpp sdo: €5 =1072, ¢l =103 e A = 1072,



Resolvemos Pisym e ]5117Sym com o Gurobi. S6 conseguimos resolver as instancias de dimensao
n = 100 no tempo limite, obtendo os resultados médios mostrados na Tabela 1. Mostramos a
razao entre a norma 0 de H e o limite superior >+ no nimero de elementos nao nulos de solu¢des
extremas da reformulacao de programacao linear de Pll,Sym (ver Proposicao 5). Comparamos
a solucado H obtida com o Gurobi com a pseudoinversa de Moore-Penrose de A, mostrando as
razoes ||H||/||AT|| para a norma 0 e a norma 1. Também mostramos a razdo entre o posto de H
er.

Pll,Sym Pll,Sym

n [Hlo — [HIo  THL  r(H) tempo tempo
r24r AT [0 AT r (segundos) | (segundos)
100 | 0.913 0.064 0.447 2.456 403.15 560.85

Table 1: Resultados para Gurobi para P Sym and P! sym (1 =0.25n)

Estatisticas semelhantes sdo apresentadas na Tabela 2 para os resultados obtidos com o
algoritmo DRS. Comparando os resultados obtidos pelo DRS para n =100 com os resultados
obtidos com Gurobi, observamos que as solugoes do DRS tém a mesma norma 1, mas sao menos
esparsas, com norma 0 cerca de 28% maior. No entanto, o tempo computacional necessirio para
o Gurobi resolver este problema o torna nao competitivo com o DRS. Notamos ainda que todas
as solucoes do DRS sdo muito mais esparsas do que AT, demonstrando a eficicia da inducio de
esparsidade com a norma 1 em nossos modelos. Ressaltamos que conseguimos resolver todas as
instancias até n = 3500 com o DRS dentro do tempo limite, enquanto com o Gurobi conseguimos
resolver apenas as instancias menores. Além disso, conseguimos resolver as menores instancias
em uma ordem de magnitude menor em tempo do que o Gurobi. Finalmente, observamos que,
em média, a norma 0 das solucdes obtidas por Gurobi e DRS fica préxima de 72 + r, limite
superior para o nimero de elementos nao nulos nas solugoes extremas dos programas lineares
associados. Mesmo sem explorar os pontos extremos na resolucdo do problema, o DRS fica
sempre préoximo do limite (em média nado mais que 30% acima) e abaixo dele nas instancias
maiores. Por fim, notamos que as solucoes esparsas obtidas tém posto maior que o posto r de
A'; portanto, podemos considerar o aumento no posto como uma contrapartida para alcancar
maior esparsidade com nossa abordagem. Concluimos que nosso modelo para induzir esparsidade
na inversa generalizada simétrica foi eficaz em nosso experimento, assim como o algoritmo DRS
proposto para resolver o problema.

1 lo 1 H lo |51 r(H) tempo
r24r [Ato  [[AT[4 r (segundos)

100 | 1.167 0.082 0.447 2.62 10.90
200 | 1.266 0.085 0.384 2.98 16.62
300 | 1.184 0.081 0.383 2091 17.31
400 | 1.114 0.076 0.374 3.10 60.13
500 | 1.148 0.078 0.359 3.21 109.14
1000 | 1.048 0.073 0.331 3.36 411.77
1500 | 1.009 0.071 0.323 3.50 841.76
2000 | 0.988 0.070 0.315 3.53 1489.70
2500 | 0.982 0.070 0.310 3.59  2639.73
3000 | 0.967 0.070 0.303 3.60 3574.90
3500 | 0.962 0.070 0.297 3.66 4780.89

n

Table 2: Resultados para DRS para Pisym (r =10.25n)
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