Programacao Linear e Teoria de Jogos: estratégias do Poker
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RESUMO

Os jogos que podem ser expressos por matrizes constituem uma classe fundamental da Teoria
dos Jogos nos quais dois jogadores competem em condigoes estritamente antagonicas. Cada
jogador seleciona estratégias com base em uma matriz de pagamentos A, onde cada entrada a;;
representa o ganho do Jogador X e, simultaneamente, a perda do Jogador Y. O objetivo central
da resolucao do problema consiste em determinar estratégias 6timas que garantam o melhor
resultado possivel diante do comportamento adverso do oponente, caracterizando o valor do
jogo. Se um jogo matricial é estritamente determinado, entao as estratégias 6timas para os
jogadores X e Y sao estratégias que tém componente igual a 1 e todas as outras componentes
iguais a zero. Uma estratégia que nao é pura é chamada de estratégia mista. Para jogos de
soma, zero com estratégias mistas, essa andlise pode ser sistematicamente formulada por meio
da Programacao Linear. Nem todo jogo comum se encaixa na teoria de Von Neumann abordada
neste trabalho, por exemplo o Xadrez nao se encaixa nesta teoria pois os jogadores X e Y podem
ter bilhoes de estratégias puras. Além do poker, o bridge também se encaixa na categoria de
jogos matriciais pois também contém certas trapacas, que caracterizam as estratégias mistas,
[2]. Para aplicar a teoria de programacao linear vamos escrever a otimizagao do Jogador X,
denominado Problema Primal, do seguinte modo:

O Jogador X deseja escolher probabilidades x1, x2, ..., x, associadas as suas estratégias, de
forma a maximizar o ganho minimo garantido, denotado por v. Sua formulacao é dada por:

max v
sujeito a
a1nry + a2 + -+ Gp1Tm > 0,

1271 + a22x2 + -+ + A2, > U,

a1p®1 + a2pT2 + -0 + ATy > 0,

T+ T2+ -+ x,m =1, x; > 0. (1)

Denotaremos por A = (aij)mxn a matriz dos coeficientes das restricoes e chamamos de matriz
pagamento, e £ = [2123...2,]’ o vetor das varidveis estratégicas do jogador X.

A otimizacao do Jogador Y, serd chamada de Problema Dual, e descreve a perspectiva do
Jogador Y, que busca minimizar o méaximo ganho possivel do Jogador X. Sendo assim, o Jogador
Y pode escolher probabilidades y1, 4o, . . ., ym para suas estratégias, em relacao a mesma matriz
de pagamentos A. O problema de otimizagao para o jogador Y pode ser descrito como:

min w
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sujeito a
anyr + a2y2 + - -+ ainyn < W,

a21y1 + a22y2 + - - - + a2y < W,

am1y1 + amay2 + -+ AGmnYn < W,
y1ty2+-+yn =1, yj > 0. (2)

sendo y = [y1y2 ... Ym] 0 vetor das varidveis estratégicas do jogador Y.
Teorema (Fundamental dos Jogos Matriciais). Todo jogo matricial tem uma solugao, [1].

Teorema (Minimax de Von Neumann). Para qualquer matriz de pagamentos A, vale:

max min yAx = min max yAz = valor do jogo. (3)

O Teorema Fundamental assegura a existéncia da solugao e o Teorema Minimax que ambos os
modelos possuem o mesmo valor 6timo, estabelecendo a existéncia de estratégias mistas étimas
para os jogadores. Se o jogador X deseja maximizar o seu ganho minimo. Isto significa escolher
uma estratégia x* tal que:

X garante ganhar pelo menos minyAz* = max minyAx.
y Ty

Por outro lado, o jogador Y deseja minimizar o ganho méaximo de X. Para isso o jogador Y
deve escolher uma estratégia y* tal que:

Y garante perder no maximo maxy*Ax = min max yAx.
T Y T

Para ilustrar a aplicagao da Programacao Linear em jogos matriciais, considera-se um jogo
de poker simplificado de soma zero entre dois jogadores, X e Y, no qual as escolhas de apostar,
desistir ou igualar resultam na seguinte matriz de pagamentos:

01 -1 0
A‘L 0 -1 —2]

A solucao do modelo de Programacao Linear determina as seguintes estratégias 6timas:

e Estratégia 6tima do jogador X (blefar com probabilidade %) T* = (%, %, 0, 0) .
e Estratégia 6tima do jogador Y (igualar ou desistir com probabilidade %) y* = (%, %) .

Neste contexto, o jogador X obtém um ganho esperado de 0,50 por rodada (Valor do jogo),
evidenciando que estratégias mistas proporcionam equilibrio e impedem exploracao unilateral.
Este exemplo mostra como a integracao entre Programacao Linear e Teoria dos Jogos possibilita
determinar equilibrios em contextos competitivos. Como temos um problema de otimizacao
linear convexo o exemplo pode ser resolvido por meio do método simplex.
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