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RESUMO

A gestão racional de recursos naturais, como a pesca sustentável, é essencial para garantir
segurança alimentar, renda e emprego. Para tal, a modelagem matemática, especialmente os
modelos cont́ınuos que descrevem o crescimento populacional, são importantes para prever o im-
pacto da exploração e prevenir catástrofes. Apresentamos uma análise detalhada dos equiĺıbrios
populacionais e dos riscos de colapso no contexto da exploração de recursos.

Neste trabalho estudamos o Modelo Loǵıstico para uma dinâmica populacional [1, 4], descrito
pela Equação Diferencial Ordinária (EDO):
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1− x

K
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(1)

Onde r é a taxa intŕınseca de crescimento, K é a capacidade de suporte do ambiente, e h é
a taxa constante de retirada (pesca, caça ou colheita).

O estudo da dinâmica populacional conforme a taxa de colheita h varia é crucial. Os pontos
de equiĺıbrio (x∗) são os zeros da função f(x, h), onde ẋ = 0. Para obter os equiĺıbrios, resolvemos
a equação rx(1− x

K )− h = 0,
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)
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A condição para que existam equiĺıbrios reais é que o termo sob a raiz seja não-negativo, ou
seja, 1− 4h

rK ≥ 0. Esta condição estabelece o Limite Sustentável de Colheita (hmax):

hmax =
rK

4
(3)

A variação de h define três regimes cŕıticos:

i) Colheita Sustentável (0 < h < hmax): Existem dois equiĺıbrios positivos. Matematica-
mente, estas são as duas ráızes reais. Para um h fixado, existe um equiĺıbrio estável e um
instável.

ii) Colheita Máxima Sustentável (h = hmax): Há um único equiĺıbrio em x∗ = K
2 . Este ponto

corresponde a uma raiz dupla.

iii) Colapso Populacional (h > hmax): Não existe equiĺıbrio. Para todo x > 0, a taxa de
variação da população é negativa ẋ < 0.
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Quando (h > hmax), a taxa de colheita é considerada insustentável. Nessa condição cŕıtica, não
há pontos de equiĺıbrio, e a população sempre decresce (ẋ < 0 para todo x > 0). A consequência
é que a população decresce até a extinção em um tempo finito [2].

A simulação numérica (Figura 1), feita em Python, confirma esta previsão anaĺıtica. Utili-
zando parâmetros como r = 1.0, K = 10.0 e uma taxa de colheita h = 3.0 (onde hmax = 2.5),
a população inicia em x0 = 14.0 e segue uma trajetória de decréscimo cont́ınuo. O gráfico
demonstra que a população cruza o eixo x = 0 , configurando a extinção, em um tempo finito
T ≈ 11.16. Abaixo de x = 0 (Região Não-Biológica), o modelo matemático continua a dimi-
nuir. Este resultado mostra que, na prática, a colheita acima do limite hmax leva a um colapso
inevitável e rápido. O tempo de colapso (T ) é dado pela integral:

Figura 1: Extinção em Tempo Finito quando h > hmax
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(4)

A análise da integral mostra que: se (h > hmax), o tempo de colapso T é finito (0 < T < +∞).
Isto indica que, quando (h > hmax), o sistema colapsa em tempo finito para qualquer dado inicial
x0 ∈ R+. Este limiar (hmax) atua como a fronteira dinâmica entre estabilidade e extinção.

A análise de estabilidade mostra que a sustentabilidade depende não só da existência de
equiĺıbrios, mas também da rapidez com que o sistema converge para eles. A passagem de um
equiĺıbrio estável para um ciclo limite instável, ou mesmo para o colapso, é um tema central na
ecologia teórica, especialmente em modelos com atraso temporal [3].
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