Analise da Estabilidade para a Equacao de Van der Pol

Francis Felix C. Puma Quintino Alexandre*

Universidade Federal de Santa Catarina- Departamento de Matematica
89065-100, Campus Blumenau, Blumenau, SC
, quintinoalexandredasilva@gmail.com.

RESUMO

Este trabalho fundamenta-se na teoria de sistemas dinamicos modelados por equagoes di-
ferenciais [1, 3], aplicada & equagado de Van der Pol para analisar o comportamento de suas
oscilagoes. Em particular, investigamos vibragoes com amortecimento nao linear, cuja dinamica
é caracterizada pela presenca de um ciclo limite: independentemente da amplitude inicial, as
trajetorias no diagrama de fase convergem para uma unica Orbita periddica & medida que o
tempo tende ao infinito. Essa evolugao temporal é descrita pela seguinte equacgao diferencial:

i—2e(1—2®)d+x=0,

onde z é a coordenada de posicao — uma funcdo do tempo ¢t — e € é um parametro escalar
positivo que indica o grau de néo linearidade e a intensidade do amortecimento. Assim, se x for
maior que 1, o segundo termo ¢é dissipativo e implica diminuicao da amplitude de oscilacao. Se x
for menor que 1, o sistema terd fornecimento de energia e a amplitude de oscilacdo aumentara.
Assim, espera-se que, independentemente do estado inicial, o sistema termine oscilando com
amplitude préxima de 1. A equacao de van der Pol é equivalente ao seguinte sistema dinamico
auténomo:
=y, y=—x—2(z®—1)y

Nossa contribuicao consiste em apresentar, de forma mais detalhada, a demonstracao de resul-
tados — disponiveis na literatura, por exemplo, em [2, 4] — e realizar a andlise da estabilidade.
Nesse contexto, estabelecemos o seguinte teorema:

Teorema. (Ciclo limite) Para a equacao de van der Pol existe uma tnica solugao periédica
nao trivial para a qual toda outra solu¢ao (exceto o ponto singular na origem) tende.

Além disso, existe um tnico ponto de equilibrio na origem e a matriz Jacobiana nesse ponto é:

ﬂQm:(ﬂ.i)

A=¢c++e2-1.

A origem é um ponto repulsivo, que poderd ser um foco (¢ < 1), um né (¢ > 1), ou um néd
impréprio (¢ = 1). A Figura 1 mostra o retrato de fase no caso ¢ = 0.17, com estado inicial
perto da origem: xg = yg = 0.1.

O sistema oscila, com amplitude crescente, mas apds algumas oscilagoes a amplitude aproxima-
se de um valor maximo e as oscilagoes tornam-se cada vez mais uniformes. No retrato de fase,
a Orbita cresce, aproximando-se de um ciclo com forma de retangulo de vértices arredondados.

Com o mesmo valor do parametro, e = 0.17, mas com um estado inicial afastado da origem,
o sistema oscila com amplitude que decresce até o mesmo valor obtido no caso anterior, como
mostra a Figura 2.

e os valores préprios sao
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Figura 2: Solucao da equagao de van der Pol para ¢ = 0.17, com zg afastado da origem.

Portanto, percebe-se que quanto menor for o parametro €, mais parecidas serao as oscilagoes
a uma funcao periddica de frequéncia tnica (fungdo seno ou cosseno). Quanto maior for o
parametro €, mais complicadas serao as oscilacoes. O circuito, ou sistema fisico, descrito
pela equacao de van der Pol é um sistema auto-regulado. Nomeadamente, independentemente
do estado inicial do sistema, o estado final serd um movimento oscilatério com amplitudes e

frequéncias especificas do circuito.
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