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Resumo: Neste documento, apresentamos uma nova abordagem para o estudo da modelagem
epidemiológica. Propomos a estrutura do Modelo Fracionário Fuzzy (MFF) aplicando a incer-
teza fuzzy na ordem da derivada. Em particular, nosso modelo baseia-se no modelo SEIR, na
qual o sistema carrega um efeito de memória, representado por meio da derivada de Caputo.
Com o objetivo de capturar toda a dinâmica de propagação da doença e tornar modelo mais
realista, introduzimos incerteza na ordem da derivada, representada pela lógica fuzzy. Para isso,
inicialmente estudamos os modelos fracionários e suas implicações no mapeamento de doenças
infecciosas. Em seguida, introduzimos a incerteza na ordem da derivada e analisamos o impacto
dos efeitos que ela pode causar no sistema.
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1 Introdução

Modelos epidemiológicos são amplamente utilizados para simular a propagação de doenças em
uma população. O ajuste dos parâmetros desses modelos a dados observados é uma ferramenta
indispensável na modelagem epidemiológica, pois permite identificar estratégias ótimas de in-
tervenção para controlar a disseminação de uma doença. Isso pode incluir a alocação eficiente
de recursos, como vacinação, tratamento e medidas de distanciamento social, bem como o uso
de estratégias de testagem para identificar casos positivos de forma eficaz, considerando fatores
como precisão dos testes, custos e disponibilidade de recursos [22, 10].

Diante do atual cenário de globalização, mobilidade urbana, mudanças climáticas e da pro-
pagação global de doenças altamente letais que antes se concentravam em regiões espećıficas,
torna-se cada vez mais necessário desenvolver modelos capazes de representar a dinâmica com-
plexa dessas enfermidades. Diante desse contexto, a comunidade cient́ıfica passou a intensificar
estudos voltados ao desenvolvimento de modelos capazes de mapear a dinâmica dessas doenças
de forma mais precisa. Diversas pesquisas, com diferentes abordagens, surgiram com o obje-
tivo de capturar a dinâmica de propagação dessas infecções de maneira mais realista, buscando
minimizar os impactos econômicos e sociais sobre a população [16].

Ainda nesse aspecto, destaca-se o estudo de [18], onde os autores aplicam um modelo com
operador h́ıbrido fracionário ao estudo do câncer de mama. Nessa abordagem, eles propõem
uma nova estrutura para analisar sistemas de controle de evolução fracionária não linear, utili-



zando derivadas h́ıbridas por partes em relação a uma função não decrescente. A aplicabilidade
da estrutura é demonstrada por meio de uma simulação da dinâmica do câncer de mama, ilus-
trando o impacto das derivadas h́ıbridas por partes no comportamento do modelo e destacando
vantagens em relação às abordagens tradicionais de modelagem, que não conseguem capturar
adequadamente a natureza multifásica da doença.

Modelos com incertezas fuzzy nos parâmetros têm sido amplamente utilizados na modelagem
de doenças. A teoria dos conjuntos fuzzy, desenvolvida pioneiramente por Zadeh [26], fornece
uma linguagem matemática rigorosa para incorporar e gerenciar formalmente esse tipo de incer-
teza. Para tal, é necessário transferir a incerteza das variáveis de estado para os parâmetros do
modelo, desde que esse procedimento seja conceitualmente e matematicamente justificável [3].
Em um trabalho mais recente, [7] apresenta uma abordagem inovadora na modelagem epide-
miológica, desenvolvendo o modelo denominado Fuzzy Piecewise Fractional Derivative (FPFD).
Essa estrutura matemática combina duas ferramentas poderosas: a adaptabilidade dos ope-
radores segmentados e a capacidade do cálculo fuzzy de quantificar a incerteza. O trabalho
demonstra uma extraordinária aplicabilidade dessa abordagem na modelagem epidemiológica.

Os estudos [1, 7, 17, 9] apresentam abordagens inovadoras, com resultados excelentes e capa-
zes de representar de forma realista a dinâmica de propagação de doenças. No entanto, apesar
dos excelentes resultados, ainda é posśıvel aprimorar os modelos em busca de maior precisão.
Nessa perspectiva, utilizamos esses estudos como referência para desenvolver um modelo capaz
de apresentar melhor desempenho no mapeamento da dinâmica de propagação de doenças.

Propomos uma nova estrutura: o MFF, com a incerteza fuzzy aplicada na ordem da derivada.
Esse modelo determińıstico baseia-se na propagação de doenças, aplicando o cálculo fracionário
com o objetivo de determinar a ordem ótima da derivada para capturar a memória do sistema.
Assim, nosso modelo combina ferramentas poderosas — os modelos com operadores fracionários
— e a capacidade do cálculo fuzzy de quantificar incertezas.

Em doenças onde o peŕıodo de propagação é longo, o sistema apresenta efeitos de memória,
que podem ser capturados por meio dos modelos fracionários [2]. Para tornar o modelo ainda
mais realista, introduzimos incerteza na ordem da derivada por meio de conjuntos fuzzy.

2 Preliminares

Definição 1. (Operações). As operações fuzzy podem ser aplicadas a quaisquer dois números
fuzzy arbitrários, A e B, representados em diferentes formas, trapezoidal ou triangular. Consi-
derando uma função mensurável e cont́ınua f ∈ {⊕,⊖,⊙}, a fuzziness associada a A e B não é
superior nem igual à fuzziness de f(A,B). A fuzziness de A, em qualquer ńıvel de γ-corte pode
ser definida como o diâmetro do intervalo correspondente ao número fuzzy. Se a função f for
cont́ınua e mensurável, então, para 0 < γ < 1 [5, 19].

• Se A⊕B = C, então A(γ)⊕B(γ) = C(γ), (Adição);

• Se A⊖B = C, então A(γ)⊖B(γ) = Cγ), (Subtração);

• Se A⊙B = C, então A(γ)⊙B(γ) = C(γ), (Multiplicação).

Definição 2. (Número Fuzzy). Um número fuzzy µ̃ é uma função de pertinência µ̃ : R →
[0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades: é normal, fuzzy convexa, semi-cont́ınua superior-
mente e possui suporte compacto. A sua representação paramétrica, ou forma em γ-ńıvel, é
expressa como [3]:

[µ̃]γ = [µ−(γ), µ+(γ)], γ ∈ [0, 1], (1)

onde µ−(γ) e µ+(γ) denotam, respectivamente, os limites inferior e superior do intervalo asso-
ciado ao γ-ńıvel.



2.1 Cálculo fracionário com números fuzzy

Os operadores fracionários fuzzy são uma alternativa adequada para representar os problemas
quando as informações e os dados forem amb́ıguos. Para isso, nesta subeseção definimos as
derivadas fracionárias de Caputo e Riemann–Liouville fuzzy, de forma rigorosa [11].

Seja f̃ : [a, b] → RF denota o conjunto dos números fuzzy normais, convexo e com suporte
compacto. A função fuzzy f̃ pode ser representada por seus γ-ńıvel:[

f̃(x)
]
γ
=

[
f
γ
(x), fγ(x)

]
, γ ∈ [0, 1] (2)

onde f
γ
(x) e fγ(x) são funções reais que representam, respectivamente, os limites inferior e

superior do γ-corte.
Definição 4. (Derivada fracionária de Riemann–Liouville fuzzy) A derivada fracionária de

Riemann–Liouville fuzzy de ordem 0 < α < 1 da função f̃(x) é definida, para cada γ-ńıvel
γ ∈ [0, 1] [11], por

Dα
a f̃(x) =

[
Dα

a fγ
(x), Dα

a fγ(x)
]

(3)

onde as derivadas nos limites são dadas pela definição clássica de Riemann–Liouville pelas
funções reais:

Dα
a g(x) =

1

Γ(1− α)
⊙ d

dx

∫ x

a

g(t)

(x− t)α
dt (4)

portanto, a operação é aplicada ńıvel a ńıvel e o resultado é um número fuzzy derivado.
Definição 5. (Derivada fracionária de Caputo fuzzy) A derivada de Caputo fuzzy de ordem

0 < α < 1 da função f̃(x) é definida de maneira análoga a Eq. 3, para cada γ-ńıvel γ ∈ [0, 1]
[11]. Em que cada componente é obtida pela definição clássica de Caputo:

Dα
a g(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

g′(t)

(x− t)α
dt (5)

3 Formulação do Modelo

Nesta seção, apresentamos o modelo SEIR formulado por meio de um Sistema de Equações
Diferenciais Fracionários Fuzzy (FFDEs). A Figura 1 ilustra o diagrama do fluxo de transmissão
da doença.

Figura 1: Diagrama de transmissão da doença

3.1 Modelo SEIR Fracionário

Diante da Figura 1, a dinâmica do processo pode ser descrita por meio do seguinte sistema
equações diferenciais fracionárias com ordem γ.

κα
CDα

t s = µ− βsi− µs

κα
CDα

t e = βsi− ϵe− µe = βsi− e(µ+ ϵ)

κα
CDα

t i = ϵe− νi− µi = ϵe− i(µ+ ν)

κα
CDα

t r = νi− µr

(6)



em que s é o número de indiv́ıduos suscet́ıveis, e é o número de indiv́ıduos expostos, i é o
número de indiv́ıduos infecciosos, r é o número de indiv́ıduos recuperados, β é a taxa de contato
ou taxa de transmissão, ν é a taxa de recuperação, ϵ é a taxa de incubação, µ é taxa de
natalidade/mortalidade e α é a ordem da derivada. Com, s ∈ [0, 1], e ∈ [0, 1], i ∈ [0, 1], r ∈ [0, 1]
e s(t)+e(t)+ i(t)+r(t) = 1. É importante ressaltar que, a derivada fracionária possui dimensão
de t−α, de modo a manter a consistência dimensional com o lado direito do modelo. Assim, a
constante κα deve ter dimensão de tα−1.

3.2 Formulação do modelo com conceito de MMF

Considerando o Sistema 6 como um vetor de funções fuzzy com derivadas de Caputo de ordem
α̃ ∈ (0, 1], dado por:

κα̃
CDα̃

t [X̃(t)] = F̃ (X̃(t)), X̃(0) = X̃0 ∈ R4 (7)

dessa forma, o sistema condensa todas as interações de incerteza associadas aos compartimentos
do modelo. Assim, cada equação do sistema passa a incorporar a incerteza inerente ao processo.
A seguir, apresentamos a formulação fuzzy da equação correspondente à população suscet́ıvel;
as demais equações do sistema são apresentadas de maneira análoga.

F̃s̃ = µ̃⊖ (β̃s̃̃i)⊖ (µ̃s̃) (8)

Onde X̃(t) = [s̃(t), ẽ(t), ĩ(t), r̃(t)]T , e F̃ : R4 → R4, assim o Sistema 6 reformulado com a
incerteza fuzzy é dado por:

F̃ (s̃, ẽ, ĩ, r̃) =


µ̃⊖ (β̃s̃̃i)⊖ (µ̃s̃)

(β̃s̃̃i)⊖ (µ̃⊕ ϵ̃)ẽ

(ϵ̃ẽ)⊖ (µ̃⊕ ν̃ )̃i

(ν̃ ĩ)⊖ (µ̃r̃)

 (9)

com parâmetros positivos. Os parâmetros para o Modelo 9 são β̃ é taxa fuzzy de transmissão,
ν̃ é a taxa fuzzy de recuperação, ϵ̃ é a taxa fuzzy de incubação e µ̃ é a taxa fuzzy de natali-
dade/mortalidade.

A estabilidade do Modelo 9 é analisada de forma análoga à abordagem descrita em [14, 20].
O número básico de reprodução fuzzy, R̃0, parâmetro fundamental para quantificar o impacto
da epidemia sobre a população, apresenta para o Sistema 9 a seguinte representação:

R̃0 =
β̃ϵ̃

(ϵ̃⊕ µ̃)(ν̃ ⊕ µ̃)
(10)

A estrutura da equação 10 [14, 15] é dada por:
R

[min]
0 =

βminϵmin

(ϵmin + µmax)(νmin + µmax)

R
[max]
0 =

βmaxϵmax

(ϵmax + µmin)(νmax + µmin)

(11)

Se:

• R
[max]
0 < 1, o sistema é globalmente estável. Ou seja, a doença desaparece em qualquer

cenário compat́ıvel com os parâmetros fuzzy;

• R
[min]
0 > 1, o sistema é instável. Ou seja, todos os cenários fuzzy são instáveis. Assim

acontecerá a epidemia;

• R
[min]
0 < 1 < R

[max]
0 , tem-se um comportamento incerto. Ou seja, o modelo indica zonas

de incerteza na estabilidade, o que pode ser interpretado como um risco fuzzy de epidemia.



4 Resultado

Para obter os resultados numéricos para o Modelo 9 e analisar o comportamento da dinâmica de
transmissão da atual epidemia de mpox na RDC, o método preditor-corretor Adams–Bashforth-
Moulton (ABM) fuzzy fracionário foi implementado computacionalmente com passo de tempo
= 0.1. Os parâmetros crisp utilizados na simulação estão apresentados na Tabela 4 e foram
fuzzificados considerando uma taxa de incerteza de ±3%. Para a ordem da derivada fracionária,
a fuzzificação foi realizada dentro do intervalo de incerteza α ∈ [0.95, 1.0]. Todos os dados reais
da epidemia de mpox na RDC foram coletados diretamente da planilha de casos dispońıvel em
[25]. Para este estudo de caso, consideramos uma população de P = 105789731 [24]. Neste
documento consideramos a ordem da derivada crisp α = 0.98, pois de acordo com as simulações
é que apresenta o menor erro.

Parâmetro Descrição Valor Fonte

β̃ taxa fuzzy de transmissão 0.15 [6]
ϵ̃ taxa fuzzy de incubação 0.116 [13, 23]
ν̃ taxa fuzzy de recuperação 0.0685 [13, 23]
µ̃ taxa fuzzy de natalidade/mortalidade 1/70 · 365 Estimado
α̃ ordem fuzzy da derivada 0.980 Estimado

Tabela 1: Parâmetros adotados na simulação dos dados da RDC para o Modelo 9

A Figura 2 apresenta o comportamento da doença considerando a incerteza nos parâmetros
do modelo. Observa-se que a faixa fuzzy representa com precisão a dinâmica de propagação da
doença. Isso ocorre porque a taxa de incerteza de ±3% é aplicada a todos os parâmetros cĺınicos
do modelo. Além disso, ao realizar a simulação incorporando uma “memória” ao sistema —
representada pelas ordens da derivada fracionária de Caputo —, o modelo é capaz de descrever
de forma mais completa a dinâmica de propagação da doença.

Figura 2: Solução do Modelo 9 com incerteza nos parâmetros

A Figura 3 presenta o comportamento da doença considerando a incerteza apenas na ordem
da derivada, mantendo os parâmetros cĺınicos do modelo em formato crisp. Nesse caso, embora
o modelo consiga representar de forma eficiente a dinâmica de propagação da doença, observa-
se que, entre as semanas 60 e 110, a faixa fuzzy não abrange os casos reais. Ainda assim, o
modelo é capaz de mapear adequadamente a propagação da doença e demonstra maior eficácia
em comparação aos modelos convencionais.



Figura 3: Solução do Modelo 9 com incerteza na ordem da derivada α

5 Conclusão

Neste documento, apresentamos uma modelagem fracionária fuzzy para estudar a dinâmica de
propagação da mpox na RDC. O objetivo deste estudo é propor uma nova abordagem baseada
em um modelo fracionário fuzzy, de modo a analisar o comportamento da mpox considerando a
incerteza fuzzy inerente aos parâmetros cĺınicos e também à ordem da derivada fracionária. Para
isso, apresentamos uma formulação matemática robusta que valida a proposta e fundamenta o
desenvolvimento do modelo. Os resultados obtidos demonstram que a modelagem proposta é
capaz de capturar a dinâmica de propagação da doença com maior precisão e eficácia. Os resul-
tados indicam que a abordagem fracionária fuzzy apresentada neste trabalho representa de forma
mais fiel a dinâmica da mpox em comparação com os modelos epidemiológicos convencionais.
Assim, reafirmamos nosso compromisso de continuar investigando e propondo melhorias.
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