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Resumo: Neste documento, apresentamos uma nova abordagem para o estudo da modelagem
epidemiolégica. Propomos a estrutura do Modelo Fracionario Fuzzy (MFF) aplicando a incer-
teza fuzzy na ordem da derivada. Em particular, nosso modelo baseia-se no modelo SEIR, na
qual o sistema carrega um efeito de memoria, representado por meio da derivada de Caputo.
Com o objetivo de capturar toda a dinamica de propagacao da doenga e tornar modelo mais
realista, introduzimos incerteza na ordem da derivada, representada pela logica fuzzy. Para isso,
inicialmente estudamos os modelos fraciondrios e suas implicagoes no mapeamento de doencas
infecciosas. Em seguida, introduzimos a incerteza na ordem da derivada e analisamos o impacto
dos efeitos que ela pode causar no sistema.
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1 Introducao

Modelos epidemiolégicos sao amplamente utilizados para simular a propagacao de doencas em
uma populacdo. O ajuste dos parametros desses modelos a dados observados é uma ferramenta
indispensdvel na modelagem epidemiolégica, pois permite identificar estratégias étimas de in-
tervencao para controlar a disseminagao de uma doenga. Isso pode incluir a alocacao eficiente
de recursos, como vacinacao, tratamento e medidas de distanciamento social, bem como o uso
de estratégias de testagem para identificar casos positivos de forma eficaz, considerando fatores
como precisao dos testes, custos e disponibilidade de recursos [22, 10].

Diante do atual cendrio de globalizacao, mobilidade urbana, mudancas climaticas e da pro-
pagacao global de doencas altamente letais que antes se concentravam em regides especificas,
torna-se cada vez mais necessario desenvolver modelos capazes de representar a dinamica com-
plexa dessas enfermidades. Diante desse contexto, a comunidade cientifica passou a intensificar
estudos voltados ao desenvolvimento de modelos capazes de mapear a dindmica dessas doencas
de forma mais precisa. Diversas pesquisas, com diferentes abordagens, surgiram com o obje-
tivo de capturar a dindmica de propagacao dessas infecgoes de maneira mais realista, buscando
minimizar os impactos econémicos e sociais sobre a populagao [16].

Ainda nesse aspecto, destaca-se o estudo de [18], onde os autores aplicam um modelo com
operador hibrido fracionario ao estudo do cancer de mama. Nessa abordagem, eles propoem
uma nova estrutura para analisar sistemas de controle de evolucao fracionaria nao linear, utili-



zando derivadas hibridas por partes em relagdo a uma fungao nao decrescente. A aplicabilidade
da estrutura é demonstrada por meio de uma simulacao da dinamica do cancer de mama, ilus-
trando o impacto das derivadas hibridas por partes no comportamento do modelo e destacando
vantagens em relagao as abordagens tradicionais de modelagem, que nao conseguem capturar
adequadamente a natureza multifasica da doenca.

Modelos com incertezas fuzzy nos parametros tém sido amplamente utilizados na modelagem
de doencas. A teoria dos conjuntos fuzzy, desenvolvida pioneiramente por Zadeh [26], fornece
uma linguagem matemadtica rigorosa para incorporar e gerenciar formalmente esse tipo de incer-
teza. Para tal, é necessario transferir a incerteza das varidveis de estado para os parametros do
modelo, desde que esse procedimento seja conceitualmente e matematicamente justificavel [3].
Em um trabalho mais recente, [7] apresenta uma abordagem inovadora na modelagem epide-
mioldgica, desenvolvendo o modelo denominado Fuzzy Piecewise Fractional Derivative (FPFD).
Essa estrutura matematica combina duas ferramentas poderosas: a adaptabilidade dos ope-
radores segmentados e a capacidade do cédlculo fuzzy de quantificar a incerteza. O trabalho
demonstra uma extraordinaria aplicabilidade dessa abordagem na modelagem epidemioldgica.

Os estudos [1, 7, 17, 9] apresentam abordagens inovadoras, com resultados excelentes e capa-
zes de representar de forma realista a dinamica de propagacao de doencas. No entanto, apesar
dos excelentes resultados, ainda é possivel aprimorar os modelos em busca de maior precisao.
Nessa perspectiva, utilizamos esses estudos como referéncia para desenvolver um modelo capaz
de apresentar melhor desempenho no mapeamento da dinamica de propagacao de doencas.

Propomos uma nova estrutura: o MFF, com a incerteza fuzzy aplicada na ordem da derivada.
Esse modelo deterministico baseia-se na propagacao de doencas, aplicando o célculo fracionéario
com o objetivo de determinar a ordem 6tima da derivada para capturar a memoria do sistema.
Assim, nosso modelo combina ferramentas poderosas — os modelos com operadores fracionarios
— e a capacidade do célculo fuzzy de quantificar incertezas.

Em doencas onde o periodo de propagacao é longo, o sistema apresenta efeitos de meméoria,
que podem ser capturados por meio dos modelos fraciondrios [2]. Para tornar o modelo ainda
mais realista, introduzimos incerteza na ordem da derivada por meio de conjuntos fuzzy.

2 Preliminares

Definicao 1. (Operagoes). As operagoes fuzzy podem ser aplicadas a quaisquer dois niimeros
fuzzy arbitrarios, A e B, representados em diferentes formas, trapezoidal ou triangular. Consi-
derando uma funcao mensuravel e continua f € {®,5,®}, a fuzziness associada a A e B nao é
superior nem igual & fuzziness de f(A, B). A fuzziness de A, em qualquer nivel de -corte pode
ser definida como o didmetro do intervalo correspondente ao ntmero fuzzy. Se a fungao f for
continua e mensuravel, entao, para 0 <y < 1 [5, 19].

e Se A® B = C, entao A(y) ® B(y) = C(v), (Adigao);
e Se A© B =C, entao A(v) © B(v) = Cv), (Subtragao);
e Se A® B =C, entao A(vy) ® B(vy) = C(7v), (Multiplicagao).

Definicao 2. (Nimero Fuzzy). Um nimero fuzzy i é uma funcao de pertinéncia i : R —
[0,1] que satisfaz as seguintes propriedades: é normal, fuzzy convexa, semi-continua superior-
mente e possui suporte compacto. A sua representagdo paramétrica, ou forma em ~y-nivel, é
expressa como [3]:

[y == (), u* (], v €10,1], (1)

onde p~(y) e ut(y) denotam, respectivamente, os limites inferior e superior do intervalo asso-
ciado ao ~v-nivel.



2.1 Calculo fracionario com nimeros fuzzy

Os operadores fracionarios fuzzy sao uma alternativa adequada para representar os problemas
quando as informagoes e os dados forem ambiguos. Para isso, nesta subesecdo definimos as
derivadas fracionérias de Caputo e Riemann-Liouville fuzzy, de forma rigorosa [11].

Seja f : [a,b] — Rp denota o conjunto dos nimeros fuzzy normais, convexo e com suporte
compacto. A funcao fuzzy f' pode ser representada por seus ~y-nivel:

@] =[f,@F@]. vel @)

onde Ly(:p) e ?W(x) sao funcoes reais que representam, respectivamente, os limites inferior e
superior do ~y-corte.

Definicao 4. (Derivada fracionaria de Riemann-Liouville fuzzy) A derivada fracionaria de
Riemann-Liouville fuzzy de ordem 0 < a < 1 da funcao f (z) é definida, para cada ~y-nivel
v € [0,1] [11], por

Def(@) = [D2f (@), DsT, () (3)

onde as derivadas nos limites sdo dadas pela definicao classica de Riemann-Liouville pelas

oy — L d [ g
PR = i O ), G <4>

portanto, a operacao é aplicada nivel a nivel e o resultado é um nimero fuzzy derivado.

Definicao 5. (Derivada fracionaria de Caputo fuzzy) A derivada de Caputo fuzzy de ordem
0 < a < 1 da funcio f () é definida de maneira andloga a Eq. 3, para cada y-nivel v € [0, 1]
[11]. Em que cada componente é obtida pela definigao cléssica de Caputo:

fungoes reais:

Deg(z) = r(11— 5 /j (ng?)adt (5)

3 Formulacao do Modelo

Nesta secao, apresentamos o modelo SEIR formulado por meio de um Sistema de Equagoes
Diferenciais Fracionarios Fuzzy (FFDEs). A Figura 1 ilustra o diagrama do fluxo de transmissao
da doenca.
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Figura 1: Diagrama de transmissao da doenga

3.1 Modelo SEIR Fracionario

Diante da Figura 1, a dindmica do processo pode ser descrita por meio do seguinte sistema
equacoes diferenciais fracionarias com ordem -y.

kaCD%s = pu — Bsi — ps
kaCDSe = Bsi— ce — pe = Bsi — e(pu+ €)
kol DY = ee — vi — pi = ee — i(ju+ v)

kol DY = vi — pr



em que s é o numero de individuos suscetiveis, e é o numero de individuos expostos, i é o
numero de individuos infecciosos, r é o niimero de individuos recuperados, 8 é a taxa de contato
ou taxa de transmissao, v é a taxa de recuperagdo, € € a taxa de incubacao, u é taxa de
natalidade/mortalidade e v é a ordem da derivada. Com, s € [0,1], e € [0,1],7 € [0,1], r € [0, 1]

s(t)+e(t)+i(t) +r(t) = 1. E importante ressaltar que, a derivada fraciondria possui dimensao
de t7%, de modo a manter a consisténcia dimensional com o lado direito do modelo. Assim, a
constante r,, deve ter dimensao de t*1.

3.2 Formulagao do modelo com conceito de MMF

Considerando o Sistema 6 como um vetor de funcoes fuzzy com derivadas de Caputo de ordem
a € (0,1], dado por:

RCDEX ()] = F(X(1),  X(0) = Xo e B} (7)

dessa forma, o sistema condensa todas as interacoes de incerteza associadas aos compartimentos
do modelo. Assim, cada equacgao do sistema passa a incorporar a incerteza inerente ao processo.
A seguir, apresentamos a formulacao fuzzy da equagao correspondente a populagdo suscetivel;
as demais equacoes do sistema sao apresentadas de maneira analoga.

Fs = o (B5i) © (i5) (8)
Onde X (t) = [5(t),&(t),i(t),7(t)]T, e F : R* — R*, assim o Sistema 6 reformulado com a

incerteza fuzzy é dado por:

o (

7(5,6,1,7) = ( e
Feein =\ @ e e

(7i) & (u)

com pardametros positivos. Os parametros para o Modelo 9 sao B ¢ taxa fuzzy de transmissao,
U é a taxa fuzzy de recuperacao, € é a taxa fuzzy de incubagado e i é a taxa fuzzy de natali-
dade/mortalidade.

A estabilidade do Modelo 9 é analisada de forma andloga a abordagem descrita em [14, 20].
O ntmero bésico de reproducéo fuzzy, Ry, pardametro fundamental para quantificar o impacto
da epidemia sobre a populagao, apresenta para o Sistema 9 a seguinte representacao:

_ e
P Eenmen

A estrutura da equagao 10 [14, 15] é dada por:

i) © (i3)
(i €)é

9)

(10)

R[mzn] . Bmin€min
o =
(Emin + Mmaw)(l/min + ,uma;t) (11)
R[mam] . maz€maz
o =

(Emaz + Nmin)(Vmam + Mmzn)
Se:

R[maz} < 1, o sistema é globalmente estavel. Ou seja, a doenca desaparece em qualquer

cenario compativel com os parametros fuzzy;

min . ;s o. ’ . s ~ . ’ . .
R[ IS 1, o sistema é instavel. Ou seja, todos os cendrios fuzzy sao instaveis. Assim

aconteceré a epidemia;

° R[mm} <1l< R[max} tem-se um comportamento incerto. Ou seja, o modelo indica zonas
de incerteza na estabilidade, o que pode ser interpretado como um risco fuzzy de epidemia.



4 Resultado

Para obter os resultados numéricos para o Modelo 9 e analisar o comportamento da dinamica de
transmissao da atual epidemia de mpox na RDC, o método preditor-corretor Adams—Bashforth-
Moulton (ABM) fuzzy fracionario foi implementado computacionalmente com passo de tempo
= 0.1. Os parametros crisp utilizados na simulacdo estao apresentados na Tabela 4 e foram
fuzzificados considerando uma taxa de incerteza de £3%. Para a ordem da derivada fraciondria,
a fuzzificacdo foi realizada dentro do intervalo de incerteza o € [0.95,1.0]. Todos os dados reais
da epidemia de mpox na RDC foram coletados diretamente da planilha de casos disponivel em
[25]. Para este estudo de caso, consideramos uma populagdo de P = 105789731 [24]. Neste
documento consideramos a ordem da derivada crisp a = 0.98, pois de acordo com as simulagoes
é que apresenta o menor erro.

Parametro Descricao Valor Fonte
6] taxa fuzzy de transmissao 0.15 6]

€ taxa fuzzy de incubacao 0.116 [13, 23]
1% taxa fuzzy de recuperacao 0.0685 [13, 23]
i taxa fuzzy de natalidade/mortalidade 1/70-365 Estimado
Qa ordem fuzzy da derivada 0.980 Estimado

Tabela 1: Parametros adotados na simulagao dos dados da RDC para o Modelo 9

A Figura 2 apresenta o comportamento da doenca considerando a incerteza nos parametros
do modelo. Observa-se que a faixa fuzzy representa com precisao a dinamica de propagacao da
doenca. Isso ocorre porque a taxa de incerteza de £3% é aplicada a todos os parametros clinicos
do modelo. Além disso, ao realizar a simulacdo incorporando uma “memoria” ao sistema —
representada pelas ordens da derivada fraciondria de Caputo —, o modelo é capaz de descrever
de forma mais completa a dindmica de propagacao da doenca.

Faixa fuzzy (I)
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Figura 2: Solu¢ao do Modelo 9 com incerteza nos paradmetros

A Figura 3 presenta o comportamento da doenca considerando a incerteza apenas na ordem
da derivada, mantendo os parametros clinicos do modelo em formato crisp. Nesse caso, embora
o modelo consiga representar de forma eficiente a dinamica de propagacao da doenca, observa-
se que, entre as semanas 60 e 110, a faixa fuzzy ndo abrange os casos reais. Ainda assim, o
modelo é capaz de mapear adequadamente a propagagao da doenca e demonstra maior eficacia
em comparacao aos modelos convencionais.
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Figura 3: Solugao do Modelo 9 com incerteza na ordem da derivada «

5 Conclusao

Neste documento, apresentamos uma modelagem fracionaria fuzzy para estudar a dinamica de
propagacao da mpox na RDC. O objetivo deste estudo é propor uma nova abordagem baseada
em um modelo fracionario fuzzy, de modo a analisar o comportamento da mpox considerando a
incerteza fuzzy inerente aos parametros clinicos e também a ordem da derivada fraciondria. Para
isso, apresentamos uma formulagao matematica robusta que valida a proposta e fundamenta o
desenvolvimento do modelo. Os resultados obtidos demonstram que a modelagem proposta é
capaz de capturar a dindmica de propagacao da doenga com maior precisao e eficacia. Os resul-
tados indicam que a abordagem fracionaria fuzzy apresentada neste trabalho representa de forma
mais fiel a dinamica da mpox em comparagao com os modelos epidemiolégicos convencionais.
Assim, reafirmamos nosso compromisso de continuar investigando e propondo melhorias.
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