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RESUMO

A Fatoracao de Matrizes Nao-Negativas (NMF, do inglés Non-negative Matriz Factorization)
consiste em decompor uma matriz X € R'*" como o produto de duas matrizes nao-negativas
W eRP" e He R*", de forma que X =~ WH [5].

Matematicamente, o problema pode ser formulado como

min F(W, H) := 3||X — WH|} sujeitoa W >0, H >0, (1)

em que W > 0 significa que cada entrada da matriz W deve ser nao-negativa.

Trata-se de um problema de otimizacao nao convexo, porém convexo em cada varidvel quando
a outra é mantida fixa, o que naturalmente sugere o uso de métodos de minimizagao alternada
[2]. A NMF possui aplicagao em diversas dreas, incluindo compressao e segmentacao de imagens,
agrupamento de documentos e descoberta de padroes moleculares [6].

Neste trabalho, estudamos dois métodos cldssicos para a resolugao do problema (1): o método
das Atualizagoes Multiplicativas e o método do Gradiente Projetado. O primeiro, proposto por
Lee e Seung [5], pode ser interpretado como um método de minimizagao alternada que tenta
minimizar uma fungao auxiliar G(W, H) que majoriza a fungao objetivo F(W,H). A cada
iteragdo, minimiza-se G com relagdo a uma variavel mantendo a outra fixa, garantindo que o
valor de F' nao aumente. As regras de atualizacdo, componente-a-componente, sdo dadas por
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que preservam automaticamente a nao-negatividade — desde que o ponto inicial seja estritamente
positivo — e asseguram o decaimento monétono da fungao objetivo. Apesar de sua simplicidade
e estabilidade numérica, o método ndo garante convergéncia para pontos estacionarios [4].

J4 o método do Gradiente Projetado, estudado por Lin [6], aborda o problema por meio de
minimizacoes alternadas em cada bloco de varidveis, resolvendo sequencialmente os subproble-
mas CONvexos

min F(W, H*) e min F(W*™ H). (3)
W>0 H>0
Cada iteragao interna (no subproblema) realiza uma descida na diregao do gradiente seguida de
projecao sobre o ortante positivo. Para cada bloco de varidveis, as atualizacoes sao dadas por
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em que ||+ denota a projecao sobre o conjunto das matrizes nao negativas, isto é, [A]; =
max(A,0) elemento a elemento. Os parametros ay e 5y sdo determinados por regras de passo
adaptativas, como a de Barzilai-Borwein [1], de modo a garantir estabilidade e decaimento da
funcgao objetivo.

Sob condigoes apropriadas, é possivel provar que todo ponto limite da sequéncia gerada é
estaciondrio para o problema (1). A andlise tedrica segue o arcabougo de métodos de primeira
ordem apresentado por Beck [2] e Bertsekas [3], que estabelecem propriedades de convergéncia
global e estratégias eficientes para a escolha do tamanho de passo.

Os algoritmos estao sendo implementados em Julia, utilizando inicializagbes estritamente
positivas e critério de parada baseado na variacao relativa entre iteragoes consecutivas. Os
experimentos numéricos avaliarao o desempenho dos métodos em termos de velocidade de con-
vergéncia e qualidade da fatoracao obtida. Espera-se que os resultados evidenciem a relagao
entre o comportamento numérico dos métodos e suas propriedades tedricas de convergéncia.
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