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Resumo

Desafios em finangas quantitativas, como precificagdo de opgdes e calibragdo de
volatilidade implicita, sao recorrentes. O modelo de Black-Scholes, ao assumir
volatilidade constante, ndo captura fendmenos como o volatility smile. Este trabalho
propde uma metodologia baseada em Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINNs) para
precificar opgdes e inferir a superficie de volatilidade implicita. A equacao diferencial
parcial (EDP) de Black-Scholes ¢ incorporada diretamente na funcdo de perda da rede,
permitindo que o modelo aprenda com dados de mercado observados (prémio da opg¢ao)
e com a lei fisica que rege sua dinamica. Foram utilizados dados de opcdes de compra
europeias de ativos negociados no mercado brasileiro, adquiridos via API, entre 2021 e
2023. Para validacao, empregaram-se dados de opgdes negociadas em 2024, envolvendo
ativos de sete grandes empresas nacionais. Os resultados analisados demonstraram que o
PINN obteve alta acuricia na precificagdo de pregos de mercado e, aprendeu a dinamica
da EDP com residuos com valores proximos a zero. Além disso, o modelo ¢ capaz de
inferir uma superficie de volatilidade implicita suave e financeiramente coerente com a
realidade do mercado, capturando com sucesso o "volatility smile", como também derivar
as "Greeks" (como o Delta) através de diferenciagdo automatica

Palavras-chave: Volatilidade implicita, Precificacao de opgdes, Redes Neurais PINNSs,

Equacao de Black-Scholes, Volatility smile.
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Abstract

Challenges in quantitative finance, such as option pricing and the calibration of implied
volatility, are recurrent. The Black-Scholes model, by assuming constant volatility, fails
to capture phenomena like the volatility smile. This work proposes a methodology based
on Physics-Informed Neural Networks (PINNs) to price options and infer the implied
volatility surface. The Black-Scholes partial differential equation (PDE) is directly
embedded into the network’s loss function, allowing the model to learn from observed
market data (option premiums) and the physical law governing its dynamics. Data from
European call options on assets traded in the Brazilian market, acquired via API between
2021 and 2023, were used. For validation, option data from 2024 were employed,
involving assets from seven major national companies. The analyzed results showed that
the PINN achieved high accuracy in pricing market options and learned the PDE
dynamics with residuals close to zero. Furthermore, the model can infer a smooth and
financially consistent implied volatility surface that successfully captures the volatility
smile, and also derive the Greeks (such as Delta) through automatic differentiation.
Keywords: Implied volatility, Option pricing, Physics-Informed Neural Networks,

Black-Scholes equation, Volatility smile.

Resumen

Los desafios en las finanzas cuantitativas, como la valoracion de opciones y la calibracion
de la volatilidad implicita, son recurrentes. El modelo de Black-Scholes, al asumir una
volatilidad constante, no logra capturar fendmenos como el "volatility smile". Este trabajo
propone una metodologia basada en Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs)
para valorar opciones e inferir la superficie de volatilidad implicita. La ecuacion
diferencial parcial (EDP) de Black-Scholes se incorpora directamente en la funcion de
pérdida de la red, permitiendo que el modelo aprenda tanto de los datos observados del
mercado como de la ley fisica que rige su dinamica. Se utilizaron datos de opciones de
compra europeas de activos del mercado brasilefio, obtenidos via API entre 2021 y 2023.
Para la validacion, datos negociadas en 2024, involucrando activos de siete grandes

empresas nacionales. Los resultados analizados demostraron que la PINN logré alta
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precision en la valoracion de precios de mercado y aprendi6 la dindmica de la EDP con
residuos cercanos a cero. Ademas, el modelo puede inferir una superficie de volatilidad
implicita suave y coherente con la realidad financiera del mercado, capturando
exitosamente el "volatility smile", y también derivar las "Greeks" (como el Delta)
mediante diferenciacion automatica.

Palabras clave: Volatilidad implicita, Valoraciéon de opciones, Redes Neuronales

PINNSs, Ecuacion de Black-Scholes, Volatility smile.
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1 INTRODUCAO

Modelos matematicos, como o modelo de Black-Scholes, que sdo capazes de
descrever como os pregos dos contratos evoluem sao fundamentais para quem atua no
mercado financeiro (HULL, 2016). O modelo introduzido por Black, Scholes e Merton
foi capaz de fornecer a primeira solucdo analitica em tempo continuo para a
precificacao de opgdes europeias, revolucionando o campo na época.

No entanto, o modelo foi construido sobre premissas que o simplificam, sendo a
mais importante, assumir que a volatilidade (o) do ativo subjacente permanecera
constante ao longo de todo tempo, independente do prego de exercicio (strike) (HULL,
2016). Apos anos de negociacdes no mercado, essa premissa se demonstrou que esta
suposic¢ao nao ¢ valida, pois o mercado demonstra um fendmeno conhecido como
“volatility smile”, ou “skew”, onde ocorre com opgdes que contenham o mesmo
vencimento, mas diferentes strikes, implicando assim em diferentes valores de
volatilidade.

Essa premissa ¢ capaz de gerar um problema ao tentar precificar uma opgao,
uma vez que ha a necessidade de uma calibragdo de uma superficie de volatilidade
implicita que seja consistente com os precos de mercado observados, porém, métodos
tradicionais para isso sdo muitas vezes computacionalmente intensivos ou carecem de
robustez.

As Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINNs) surgiram como uma classe de
modelos de deep learning que sdo capazes de resolver equacdes diferenciais parciais
(EDPs) (SANTOS, 2024), onde a principal ideia € utilizar a prépria EDP, junto com
suas condigdes de contorno e iniciais, como um termo que € responsavel por regularizar
a funcdo de perda da rede, junto com as observagdes realizadas através dos dados,
penalizando toda vez que a rede se desvie do esperado ao violar as leis fisicas, ou

financeiras, impostas e dos dados reais.

Neste presente trabalho, ¢ proposto e demonstrado a eficacia do modelo PINN

com o objetivo de ndo so ser capaz de precificar opgdes, como também capaz de gerar o
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peso de calibragdo da volatilidade observado no mercado brasileiro, tendo aprendido a

respeitar a EDP de Black-Scholes e dados do mercado financeiro brasileiro.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste topico, vamos tratar a respeito de como se fundamenta o modelo
matematico utilizado. Antes de tudo, precisamos entender sobre a equacao diferencial
parcial (EDP) de Black-Scholes, que ¢ responsavel por ser a parte da fisica do PINN e
que governa a precificacdo no mercado. Em seguida, a formulagdo da Rede Neural ¢
detalhada para a fim de explicar como ela ¢é capaz de integrar a fisica ao seu processo de

treinamento e aprendizagem.

2.1 A Equacio Diferencial Parcial de Black-Scholes

A Equacao de Black-Scholes (BS), uma EDP (Equacao Diferencial Parcial)
parabdlica de segunda ordem e que € responsavel por precificar uma opgao europeia V,
e que depende do preco do ativo subjacente, S, e do tempo, t, pode ser descrita pela
equagao diferencial parcial de Black-Scholes a seguir:

av 1 0%V av

YYo= 2c22 7 oy _
at+205 652+r565 rV 0

Onde:
e V(S,t) ¢ o preco da opgdo.
e S ¢ o preco do ativo subjacente.

e t ¢ otempo, onde ¢ utilizado o tempo até o vencimento, T = T — t, o que inverte
. v
o sinal do termo e

e ¢ ¢ avolatilidade do ativo subjacente.
e 71 ¢ ataxa de juros livre de risco.
No modelo cléssico de Black-Scholes, ¢ levado em questao a premissa de que
tanto a taxa de juros r e quanto a volatilidade o sdo constantes, no entanto, a suposi¢ao
de uma volatilidade constante ¢ uma suposicao falha quando o objetivo ¢é capturar a

realidade presente no mercado ao ndo ser capaz de capturar o fenomeno do "sorriso da
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volatilidade" (ou volatility smile), onde op¢des Out The Money (OUT) e In The Money
(ITM) nao podem serem precificados de forma correta (HULL, 2016).

Com isso, para resolver esta limitagdao, podemos formular a Equacao de Black-
Scholes incluindo a volatilidade local o(S,t). Com esta abordagem utilizando PINN
permite com que este termo ndo seja tratado como uma constante, mas sim como uma
funcdo alvo dependente do estado (S,t) que pode ser aprendida pela rede, ao fazer a
resolucdo do problema de forma inversa (LIU; MA, 2025), sendo capaz de aprender
uma estrutura que ¢ complexa e ndo-constante a partir dos dados do mercado utilizados
durante o treino, fazendo assim com que seja gerado um modelo capaz de realizar uma
precificagdo mais realista do que a formulagao analitica padrao.

2.2 Redes Neurais como Aproximadores de Fun¢des

Uma Rede Neural (Neural Networks) tem como seu principio a ideia de um
Perceptron de Multiplas Camadas (MLP), que tem como papel ser um aproximador de
fungdes. Uma MLP que contenha uma quantidade suficiente de neuronios € a0 menos
uma camada oculta com uma fung¢do de ativagcdo ndo linear que seja capaz de se
aproximar de qualquer fung¢ao continua em um dominio em um determinado dominio
compacto com um certo grau de liberdade de precisdo, isso de acordo com o Teorema
de Aproximag¢do Universal (HORNIK et al. apud SANTOS, 2024).

O modelo trabalho no presente trabalho teve como base estd arquitetura
estrutural, onde a rede recebe um vetor de entrada x = Vy (S, K, 7,7) € que o processa
através uma sequéncia de camadas ocultas, e por sua vez, a cada camada, estes dados de
entrada passam por uma transformacao linear e sendo multiplicado pelos pesos e adi¢@o
de viés, e em seguida, passando por uma fungdo de ativagdo nao linear. A camada final
produz uma saida escalar Vy que € a aproximagao esperada da rede com os pregos reais
de opcodes, que sdo o nosso alvo. A figura abaixo demonstra um exemplo de estrutura

utilizada no projeto.
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Camadas Ocultas
Camadas Entrada

Camadas Saida

Figura 1 Esquema do funcionamento de uma Rede Neural (NN).

A capacidade de uma NN em aprender através de mapeamentos complexos de
um R™ — R™ a torna uma ferramenta qualificada capaz de aprender a fungdo objetivo
do trabalho V (S, K, 7,7), que € uma fun¢ao ndo linear. Porém, uma Rede Neural
utilizando apenas os dados do mercado, exige uma quantidade demasiada de dados
suficiente para poder cobrir todo o espago de precifica¢do e ainda poderia ndo ser capaz
de ter uma consisténcia fisica, pois ela poderia por exemplo violar as condigdes de nao-
arbitragem ou falhar em reproduzir corretamente a curva de volatilidade de uma forma
suave. Para poder solucionar isso, se faz necessario a utilizacao de estrutura PINN.

2.3 Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINN5)

Uma rede neural PINN, que sdo um tipo de deep learning, e que € capaz de
incorporar o conhecimento fisico através de solugdes de Equacdes Diferenciais Parciais
no processo de aprendizado, como ocorre no presente trabalho, onde a rede do tipo
Vyge, parametrizada pelos pesos 8, onde a mesma ¢ treinada e capaz de predizer
valores de preco de opgdes V (S, t).

O uso do PINN se destaca na sua funcao de perda composta, onde ao invés de
apenas ser treinada através da observacgao dos dados reais, como ocorre em aprendizado

supervisionados tradicionais, a rede se utiliza também do aprendizado através da fisica
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imposta sobre si, no caso do presente trabalho, EDP de Black-Scholes. A sua fungao de
perda logo total (L;ytq;), € uma soma de duas componentes, a perda gerada pelos dados

(Lgata), © a perda guiada pela fisica (Lppg) € que € dado por:

Liotat = Adata - Laata + Appe -LppE

o Perda dos dados (Lg,¢,): Este fator segue a mesma logica utilizada em treino de
modelos de aprendizagem supervisionado, onde ela ¢ capaz de medir a diferenga
entre os precos previstos pela rede Vg e os valores dos pregos observado no
mercado Vi ket € através do Erro Quadratico Médio (MSE) sobre um conjunto

com Ng,¢, pontos de dados presente:

Ndata

1
Lagta = Z Vo (Si,t;) — Vel?
Ndata =1

Este termo tem como objetivo garantir com que o modelo seja ajustado
aos precos reais do mercado, o que foi validado na avaliacdo do treinamento
como visto na imagem abaixo:

e Perda da Fisica (Lppg): Este termo de perda é regido por um modelo fisicamente
consistente, onde ele ¢ capaz de fazer a medicao do quanto a saida que o modelo
teve Vy e quanto esta viola a EDP de Black-Scholes. Sendo assim, ¢ definido o
residuo da EDP como:

1 ,.,0%V Vg

St—aV9+ 2g +7rS v
fEO =30 +50 S gez t 555 — Ve

onde as derivadas parciais ndo sdo calculadas por diferencas finitas, mas sim de

forma analitica utilizando a diferenciacdo automatica, que se torna uma vantagem pois
, o v
nos ¢ permitido calcular as gregas, como o Delta (4 = a—:) como subproduto da rede.

A perda Lppg € entdo calculada como o MSE deste residuo, sendo calculado
sobre um grande numero de Nppy pontos de colocacdo, que foram amostrados de

maneira aleatéria dentro do dominio da EDP (S, t):

NppE

1 2
Lppg = E Z |f(Sjr tj)l

j=1
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Sendo assim, o objetivo do termo f(S,t) — 0 ¢é forcado sobre todo o dominio,
garantindo assim que o modelo possa aprender a EDP de Black-Scholes. Nos resultados
gerados a partir do treino da rede utilizada neste presente trabalho, sao validos conforme
visto na imagem abaixo.

2.4  Dados Experimentais

Para poder validar corretamente um modelo treinado de maneira supervisionada,
o uso de dados reais, caso se aplique, ¢ um dos pontos fundamentais do projeto. Para o
caso de precifica¢do de opgdes, a performance do modelo depende diretamente de dados
de mercado reais, pois a componente Lg,¢, do PINN requer um conjunto de
informagdes para que o modelo possa encontrar a melhor solugao.

2.4.1 Fonte e Justificativa dos Dados

Os dados foram adquiridos via API fornecido pela empresa OPLab, uma
provedora de dados do mercado financeiro, e foram consolidados em um conjunto de
dados que abrange o periodo de 2021 a 2023 de uma cesta de ativos, sendo eles das
empresa petrolifera Petrobras ( PETR4 ), da bolsa de valores (B3SA3), dos bancos
Banco do Brasil (BBAS3), banco Bradesco (BBDC4) e o banco Itau (ITUB4), a
empresa do setor de energia (ELET3), a empresa varejista Magazine Luiza (MGLU3) e
da mineradora Vale (VALE3). A escolha destes ativos foi definida devido a alta
liquidez dos mesmos no periodo citado, o que garante que os precos observados
(premium) pelo modelo sejam confidveis diante da realidade do mercado.

2.4.2 Estrutura e Pré-processamento dos Dados

O conjunto de dados fornecido via API contém informagao de uma série de
contratos negociados diariamente para cada op¢ao. Os dados presentes neste conjunto
sdo:

e symbol: O ticker do contrato daquela opg¢ao.
e time: O registro de data/hora da observagao.
e spot price: O prego do ativo subjacente negociado naquele momento, S.
e strike: O preco de exercicio do contrato, K.

e premium: O ultimo prego negociado (prémio) da opgao, V.
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® days to _maturity: O nimero de dias até o vencimento e que foi convertido para
unidade em ano utilizando T = numero de dias até o vencimento / 252,
sendo 252 o nimero de dias comerciais padrao de acordo com o mercado de agdes
brasileiro.

e moneyness: Uma classificacdo pré-calculada de um valor intrinseco e que serve
para descrever o estado que aquela op¢ao se encontra, ¢ que diz quanto aquela
opcao teria de valor se ela pudesse ser exercida naquele momento, sendo elas:

o Out The Money (OUT)
o At the money (ATM)
o In The Money (ITM.

e volatility: A volatilidade implicita (IV) de mercado naquele instante observado.

e delta, gamma, vega, theta, rtho: Sdo as "Greeks", ou gregas, que sdo calculadas
pelo mercado de acordo com os valores apresentados de days to_maturity, strike
e premium.

e option_type: O tipo de contrato de op¢ao que esta sendo negociado, sendo elas:

o Call (Opgao de compra) - ela concede ao comprador o direito de compra
de um ativo sobre o negociador. Ela ocorre quando o investidor tem a
analise de que aquele ativo em questao ira subir de valor no momento do
exercicio.

o Put (Opcao de venda) - concede ao comprador o direito de venda sobre
um ativo analisado. Ocorre quando o investidor tem a analise de que o
preco daquele ativo observado ira cair no momento do exercicio daquela
op¢ao.

Na arquitetura do projeto, o script responsavel por preparar e disponibilizar para
o modelo ¢ o data_loader.py, onde ele executa:

1. Filtragem de Tipo: Selecionamos exclusivamente opgdes do tipo CALL para
manter a consisténcia do modelo aplicado como fisica no modelo.

2. Filtragem de Liquidez: Contratos com volume de negociacdo zero ou que nao
tiveram alteragdo de preco (indicando falta de liquidez) sdo descartados. Isso se

da devido ao executar as operagdes de treinamento, mostrou-se que valores
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proximos a zero faziam que os resultados dentensem ao infinito, tornando
inconsistente as operagdes por violar as condi¢des de contorno
3. Filtragem de Vencimento: Op¢des com vencimento muito curto como T <
5dias, sdao removidas, pois, nesses regimes, o "time decay" (Theta) sdo
extremamente altos e os precos podem se tornar errados, nao seguindo a dinamica
suave esperada da EDP.
4. Filtragem de "Moneyness'": Opgoes ITM ¢ OTM, por exemplo |Delta| >
0,99 ou |Delta| < 0,01, s3o descartadas devido ao fato de seus prémios
consistem quase inteiramente de valor intrinseco ou sdo muito proximos de zero,
oferecendo assim pouca informacgao para o ajuste esperado da volatilidade.
2.4.3 2.4.3. Variaveis de Treinamento ¢ Validagao
ApOs ocorrer o pré-processamento dos dados, eles sao divididos em duas
categorias essenciais para ocorrer o treinamento, sendo elas:
e Variaveis de Treinamento: O vetor de entrada x que alimenta a rede neural ¢
composta pelas variaveis:

o spot price (S): O prego do ativo subjacente negociado naquele momento.

o strike (K): O preco de exercicio do contrato.

O taxa de juros (r): Taxa de juros livre de risco, sendo padronizado para o
cenario brasileiro a taxa Selic, com os dados no formato diario e obtidos
via Banco Central.

o time_to maturidy (t): Tempo de maturidade daquele ativo calculado a
partir de T = numero de dias até o vencimento / 252 como dito
anteriormente.

Portanto, a rede ¢ capaz de calcular o prego a partir do vetor Vg =
Vo(S,K,T,7).
e Variavel Target: O pregco do mercado premium, ou Vygrker» € 0 dado
supervisionado, tendo como fung¢ao tinica ser comparada com a saida da rede Vy
e para calcular a perda dos dados em Lyg.,. E esta perda que é responsavel por

ajustar a volatilidade implicita que a rede tem como objetivo aprender.
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3 METODO
Esta secdo ¢ responsavel por detalhar a arquitetura computacional € o

pipeline de treinamento que foi implementado.
3.1 Pipeline de Dados e Pré-processamento

O primeiro passo no que se refere a arquitetura do modelo ¢ o script responsavel
pelo Pipeline que € responsavel por preparar os dados transformando em tensores ¢
disponibilizé-los para a rede. Os dados seguem um fluxo bem estabelecido da seguinte
forma:

1. Geracao e Coleta de Dados: O estudo utilizando PINNs pode ser aplicado tanto
utilizando dados sintéticos gerados com a finalidade de simular a dindmica de
preco sobre um framework, como o de Black-Scholes, quanto em dados reais,
como o do que foi aplicado no projeto, que foram utilizados dados de uma cesta
de ativos. A partir disto, o script responsavel pelo gerenciamento dos dados aplica
filtros como discutido anteriormente, como a Filtragem por Moneyness e a
inclusdo dos dados via API do Banco Central para obter as informagdes da taxa
de risco (7).

2. Extracao de Variaveis: Apos o gerenciamento dos dados, ocorre uma separagao
dos dados que serdo as nossas colunas de entrada (features), que € o proprio vetor
x=][S,K,t,r] onde S é o prego do exercicio daquele ativo, K o preco de
exercicio, T € o tempo até o vencimento e r a taxa de risco livre, e a nossa coluna
do alvo supervisionado Vg ker (premium).

3. Normalizacio de Entradas: Para garantir a estabilidade adequada do
treinamento e pelo fato de redes neurais terem sensibilidade dos hiperparametros
do framework PINN e também na escala dos dados de entrada, é realizado uma
normalizag¢do destes, utilizando o MinMaxScaler para tornar os dados em uma
escala de [0,1]. As estatisticas de normalizagdao, como por exemplo S;,in € Simaxs
sdo armazenadas para a desnormalizacdao das variaveis de entrada no momento
que os dados serdo utilizados para da fisica e do forward pass.

4. Divisao e Estratificacdo de Dados: O dataset ¢ entdo dividido em subconjuntos

de Treinamento, Teste e Validacdao. Para poder ter a garantia de que o modelo
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possa ter uma distribuicdo balanceada de regimes de preco, ¢ aplicado uma
amostragem estratificada nestes dados, onde o conjunto dos dados ¢ categorizado
com base no parametro moneyness, € assim, ¢ garantido essa propor¢ao das
categorias ¢ diminui o viés sistematicos.
5. Preparacao de Tensores: Por fim, estes dados que sdo separados em lotes
(batches) de tamanho de 1024, para garantir que ndo ocorra um problema de
alocagdo demasiada de espaco na memoria do GPU devido a grande quantidade
de operagdes realizadas durante o treinamento. Apds isso, estes lotes sdo
convertidos em tensores e assim alimentando a entrada do modelo.
3.2  Arquitetura da Rede Neural

A arquitetura da Rede Neural PINN ¢ uma Multilayer Perceptron (MLP) como
ja discutido, que incorpora alguns mecanismos com o objetivo de obter uma melhora no
desempenho e estabilidade durante o treinamento:

1. Mapeamento de Features de Fourier (FFM): O vetor de entrada x = [S, K, 7, 7]
j& normalizado ¢ transformado para um espago de alta dimensao utilizando FFM.
Essa técnica ¢ implementada com o objetivo de fazer com que a rede aprenda
fungdes de alta frequéncia como a superficie da volatilidade. Isso se da pois esta
técnica visa diminuir o viés espectral (spectral bias) que ¢ algo inerente as MLPs.
Esse mapeamento ocorre através de uma camada linear simples e com pesos fixos,
¢ que € inicializada aleatoriamente com o desvio padrdo da o5 oyrier € faz com que
ocorra uma transformacao seno e cosseno dos resultados.

2. Estrutura Shallow-Deep Hibrida: Apds ocorrer o FFM, a rede parte a ser
dividida em duas redes paralelas, sendo elas uma rasa (Shallow), que ¢ composta
por duas camadas ocultas com 256 e 64 neuronios cada, € uma profunda (Deep)
que ¢ composta por quatro camadas ocultas, compostas por 521 neurdnios cada,
cuja as suas saidas sdo combinadas em uma camada linear intermedidria.

3. Fungdes de Ativacao Localmente Adaptativas (LAAF): Para cada camada
presente na rede neural, foi aplicado uma fung¢do de ativagdo SiLU( Sigmoid

Weight Linear Unit). O seu uso tem como objetivo fazer com que o gradiente
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tenha um fluxo mais estavel em redes mais profundas, em comparacao a ativagoes
tradicionais como o ReLU ou Tanh que tem valores de ativagdes fixos.

4. Arquitetura de Saida Dupla: O vetor de features da ultima camada de saida ¢
direcionado para duas camadas de saida independentes que formam o principal
ponto do projeto que ¢ a implementacdo de uma solugdo direta e outra como uma
solucao do problema inverso:

a. Na solugao direta, a volatilidade ¢é tratada como um valor constante na
entrada, como ¢ solucionado a equagdo Black-Scholes na realidade.
b. Nasegunda camada linear de saida, ¢ a implementagao proposta para tratar
a volatilidade ndo como constante, mas sim como uma variavel que sera
ajustada e capaz de obter um valor intrinseco e mais assertivo. Isso faz
com que o modelo obtenha um valor do premium mais ajustado a realidade
do mercado.
33 Implementacio da Fisica
Em frameworks PINN, a principal caracteristica ¢ a implementacdo de uma
fisica que seja capaz de transformar Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) em um termo
que ¢ responsavel por regularizar a fungdo de perda.

1. Definicio da EDP: No presente trabalho, a EDP em questdo ¢ a equagdo de
Black-Scholes, onde o modelo se baseia para precificacdo de opgdes. A funcao
V (S, ) deve satisfazer o residuo da EDP F, sendo dado por:

_0Vp 1 5 %V, Vg

F=—+4-0" +rS———rV,
ot 1277 asz TV as T TYe
2
Onde temos que V; = aaLtB (Theta), Vs = % (Delta), e V; = aasvf (Gamma).

2. Diferenciacio Automatica (AD): Os célculos das derivadas parciais
apresentadas, tanto de primeira quanto de segunda ordem, sdo realizados a partir
da Diferenciacdo Automadtica, que ¢ uma estrutura presente no modulo da
biblioteca Pytorch, onde ¢ utilizado o médulo apropriado para poder realizar o
calculo do gradiente do preco alvo V' em relacdo as features do treinamento. A

AD ¢ recomendada pois ¢ um método preciso, que ndo ocorre erros relacionados
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a truncamentos ou arredondamento, que ¢ comum em métodos aplicando
diferencas finitas.
3. Aplicacao da Regra da Cadeia: Um passo fundamental durante a realizagao dos
calculos envolve empregar diretamente a Regra da Cadeia. Visto que o
aprendizado e o célculo das derivadas ocorrem nas features de entrada ja
normalizadas, torna-se fundamental ajustar essas derivadas pela mesma escala da
normaliza¢do realizada durante o gerenciamento dos dados. Desta forma,
podemos garantir que as derivadas fisicas corretas sejam obtidas em relagdo a S e
t.
4. Calculo da Perda da Fisica: Para cada ponto dentro do conjunto de alocagdo, ¢
determinado um Residuo da EDP F. A partir disto, a Perda da Fisica (Lppg) ¢
dada pelo Erro Quadratico Médio (MSE) de F em relacdo a zero, de modo que
este calculo ¢ responsavel por quantificar o quao bem o modelo obedece as leis
da fisica que foram impostas para o modelo.
3.4  Orquestracdo do Treinamento

O pipeline completo do aprendizado da PINN retine métodos de otimizacdo e
sele¢do de dados para contornar algumas dificuldades de convergéncia comuns
presentes neste framework, como a disparidade nos gradientes.

1. Otimizacio e Aprendizado Progressivo: Para garantir um aprendizado
progressivo do modelo, um método de treinamento com taxas de aprendizado
(Learning Rate) decrescente foi utilizado. O treino inicia com uma taxa alta de
1le™*, o que permite que o modelo seja capaz de uma convergéncia rapida inicial,
aprendendo o comportamento dos dados e da fisica presente, e a cada etapa pré-
definida, essa taxa de aprendizado decai até a ordem de 1e~°, onde o é 0o momento
que o modelo € capaz de realizar ajustes a cada ciclo de treinamento. Essas etapas
mudam a cada vez que ndo ocorre uma melhoria significativa na taxa de Perda
total Lyorq; Na ordem de 1e~’ depois de uma quantidade de ciclos definido de
ciclos definidos por um fator dentro de um Early Stopping (patience), logo,
durante o loop de treinamento para cada fator de aprendizado ¢ atualizado a cada

vez que ndo ocorre uma melhoria significativa, diminuindo esta taxa de
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aprendizado até que ao atingir o tltimo estagio, o treinamento ¢ encerrado, mesmo
sem atingir o numero maximo de ciclos pré-definido. Esta técnica empregada
evita que o modelo execute uma quantidade de ciclos sem uma melhoria
significativa na aprendizagem.

Ponderacdo Adaptativa de Perdas (Adaptive Loss Weighting): Uma forma de
mitigar uma patologia do gradiente desequilibrado, que ocorre como
consequéncia de uma soma estatica das perdas e que € comum nestes modelos de
redes neurais, ¢ utilizar um autobalanceamento das perdas. Essa técnica visa
implementar 0s pesos Agqra © Appg cOmo parametros treindveis
log_lambda_data e log_lambda_PDE, de forma que possa garantir que a
patologia ¢ mitigada e garanta que os termos das perdas sejam balanceados de
uma forma dinamica.

Balanceamento dos Gradientes: Um problema comum que ocorre nos
treinamentos de redes PINNs € a “patologia dos gradientes”, onde as magnitudes
dos termos Lyt € Lppg acabam disputando entre si, fazendo com que ocorra um
desequilibrio, pois esta diferenga faz com que a rede otimize um termo de perda
em detrimento ao outro. Se Lg,¢, dominar, a rede sofrerd overfitting, pois havera
uma memorizacdo dos dados e ela ndo ira aprender a fisica. J4 se ocorrer o
contrario, a rede pode aprender a como obter uma solugao fisicamente plausivel,
porém, esta solu¢do ndo consegue se ajustar aos pregos reais do mercado. Como
solugdo para este problema, foi implementado uma técnica de balanceamento
adaptativo de perdas, onde 0s pesos A;4¢4 € Appr S30 ajustados de forma dinamica
a cada época. O objetivo ¢ fazer com que o gradiente de cada termo de perda tenha
magnitudes comparaveis, garantido assim que a rede leve em consideragdo tanto
as informacdes observadas através dos dados, como também na solugdo a fisica
imposta sobre o modelo. O grafico a seguir demonstra como 0s pesos Aggeq ©
Appg foram ajustados ao longo do treinamento.

Fluxo de Gradiente e Ativacdes de Rede: E comum que PINNs exijam redes
profundas para poderem serem capazes de se aproximarem de solu¢des complexas

de EDP. As fungoes de ativacdes presentes nas redes como a “ReLU” e “tanh”,
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podem sofre com o desaparecimento de gradientes, problema conhecido como
“vanishing gradients”, ou até mesmo com o problema de algum neuroénio saturar
e prejudicar o fluxo de informagao. Para isso, ao invés das fungdes de ativagdes
citadas anteriormente, foi utilizada a funcao “SiLU” (Sigmoid-weighted Linear
Unit), que também ¢ conhecida como Swish. O uso desta funcdo permite que,
localmente, ocorra um fluxo de gradiente mais estavel, evitando assim uma
saturacao de forma prematura e uma melhora na capacidade da rede em aprender
mapeamentos complexos.

"Spectral Bias" e Funcdes de Alta Frequéncia: Em redes neurais padrdes
(Multilayer Perceptrons - MLPs), podem sofrer de uma tendéncia a aprender
primeiro componentes que tenham baixa frequéncia da fungao de destino, tendo
dificuldade em capturar os detalhes presentes nas fungdes que tenham alta
frequéncia. Este problema ¢ chamado como um problema de "spectral bias". No
mundo das finangas, isso se torna um problema muito critico, uma vez que quando
isso ocorre, ndo seja possivel captar detalhes de fendmenos como o "volatility
smile" ou o comportamento do preco proximo ao vencimento (t = T'), pois estes
sdo por natureza caracterizados por serem de alta frequéncia. Para solucionar isto,
foi aplicado um Mapeamento com "Fourier Features" (Fourier Feature Mapping).
Esta técnica faz com que antes de passar as variaveis de entrada (S,t, K) para
alimentar a primeira camada da rede, estas variaveis sao mapeadas para um espago
vetorial utilizando uma expansao baseada em senos e cossenos, por exemplo, uma
entrada x — [sen(fix),cos(f1x),...,sen(fp,x),cos(f,x)]. Desta forma, esta
transformagdo durante o pré processamento da rede permite com que ela aprenda
de uma forma mais facil as fun¢des com alta frequéncia, e € capaz de capturar as
curvaturas acentuadas vistas nas superficies de volatilidade e preco.
Regulariza¢io da Superficie de Volatilidade para Problemas Inversos: A
regularizacdo do parametro da volatilidade (o) a partir dos precos observados do
mercado (V) ¢é por definicdo um problema inverso mal posto (ill-posed inverse
problem). Esta condicdo surge pelo fato de perda de dados (Lgqtq) focar

unicamente no erro de precificacdo, nao tendo assim um gradiente que ¢ capaz de
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representar o pardmetro o. Como consequéncia, a rede pode convergir para uma
solugdo que tem alta precisdo em prever os precos (1), ela falha em inferir uma
superficie de volatilidade que seja suave e economicamente plausivel, pois o
otimizador encontra um atalho onde a saida ¢ acaba se tornando ruidosa ou pode
colapsar em valores que ndo representam a realidade, visto que o impacto na perda
total ¢ ignorado pelos termos de prego, gerando assim uma patologia similar a dos
gradientes  desequilibrados  citados anteriormente (WANG; TENG;
PERDIKARIS, 2020). Para solucionar este problema, houvesse a necessidade de
implementar um terceiro termo de perda, focado na Regularizagdo de Suavidade
da volatilidade (Lyeg4), onde ele tem como fungdo penalizar solugdes onde a
superficie da volatilidade ¢ complexa ou ruidosa. Esta implementagdo consiste em
um célculo das “gregas da volatilidade”, calculando as suas derivadas parciais a
partir da propria saida o da rede em relacdo as varidveis de entrada x = [S, K, 7],
com o auxilio da diferencia¢do automatica, o termo ¢ definido como a média dos
quadrados dessas derivadas (MSE) de acordo com a equacdo abaixo, visando
minimizar este termo em conjunto com os demais termos, fazendo com que o
otimizador encontre uma superficie com menores gradientes, o tornando mais

suave e que satisfaga a fisica da EDP e se ajuste ao mercado:

Lreg = E |G + Gy + (o]
4 RESULTADOS
4.1  Panorama das Opcdes no Brasil:

Antes de mergulhar nas estratégias e dindmicas do mercado de opgoes, ¢
essencial compreender algumas caracteristicas tinicas do ambiente brasileiro,
especialmente na B3 — a bolsa de valores oficial do Brasil.

Uma das primeiras peculiaridades que chama atencdo ¢ a predominéncia das
opcdes de compra, conhecidas como calls. Elas representam a maior parte das
negociacdes, o que influencia diretamente o comportamento dos investidores e a

formacgao de pregos no mercado.
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Outro ponto relevante € a concentracdo de liquidez em poucos ativos. Papéis
como PETR4 (Petrobras) e VALE3 (Vale) dominam o volume de negociagoes,
tornando-se os principais alvos de estratégias com opgdes. Essa concentragao pode
limitar a diversidade de operagdes, mas também oferece maior previsibilidade e
profundidade para quem opera nesses ativos.

Por fim, o calendario de vencimento das opg¢des na B3 possui uma regra
especifica: elas expiram sempre na terceira segunda-feira de cada més. Esse detalhe ¢
fundamental para o calculo do tempo até a expiragdo representado pela variavel T e

impacta diretamente o valor das opcdes e a escolha das estratégias mais adequadas.

4.2  Avaliacdo da Convergéncia:
Durante o processo de treinamento, a convergéncia do modelo foi monitorada
cuidadosamente por meio de dois indicadores principais, representados em graficos

historicos que ajudam a visualizar o desempenho e a evolugdo da otimizagao.

e O grafico de perdas oferece uma visdo clara da eficicia da otimizacdo das
diferentes componentes da funcdo de perda. Observa-se uma queda rapida e
consistente tanto na perda associada aos dados de mercado quanto na perda
relacionada a equacao diferencial parcial. Essa trajetoria indica que o otimizador
conseguiu equilibrar com sucesso o ajuste aos dados reais com o respeito as leis
fisicas que regem o modelo. A estabilizacdo das curvas em niveis baixos, sem
oscilagdes abruptas ao final do treinamento, sugere que o modelo convergiu de
forma robusta, sem cair na armadilha da memorizagao excessiva dos dados.
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Histérico de Perdas e Taxa de Aprendizado

—— Perda de Treinamento
Perda de Validacdo

104 4 ——- Taxa de Aprendizado (LR)

103 4

Loss (MSE)

102 4

101 4

Epoca

Figura 2 Historico de Perdas durante o treinamento.

Ja o gréfico de evolucdo dos pesos ilustra como o mecanismo de balanceamento
adaptativo atua ao longo do treinamento. Inicialmente, o peso atribuido aos dados
de mercado (weight data) ¢ elevado, o que permite ao modelo aprender
rapidamente a precificar os ativos com base nas observagdes reais. Com o avango
do treinamento, os pesos associados a equagdo fisica (weight pde) e a
regularizacdo (weight reg) ganham relevancia, redirecionando o foco da
otimizacdo para a consisténcia matematica e a suavidade da superficie de
volatilidade. Essa transi¢do € essencial para garantir que o modelo ndo apenas
reproduza os precos observados, mas também incorpore os principios
fundamentais da teoria de Black-Scholes.
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Evolucao dos pesos (data, PDE, reg)
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Figura 3 Evolug¢do dos Pesos Dindmicos.

Validacao da Precificagao

Para avaliar a capacidade do modelo em precificar op¢des com precisao,
foram realizadas comparacdes diretas entre os precos previstos € 0s pregos reais
observados no mercado. Trés visualizagdes principais foram utilizadas para essa
analise:

O gréafico de dispersdo Previsto vs. Real oferece uma visdo clara da performance
do modelo. Nele, os precos previstos (eixo Y) sdo comparados diretamente com
os precos de mercado (eixo X). A proximidade dos pontos a linha diagonal y=x
revela uma correlagdo quase perfeita, indicando que o modelo consegue replicar
com alta fidelidade os pregos reais em uma ampla gama de valores. Essa aderéncia
sugere que o modelo ndo apenas aprendeu os padrdes do mercado, mas também
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0s generalizou de forma eficaz.

Comparagao entre Preco Real e Previsto (Conjunto de Validagao)

Previsdes do Modelo
——-~ Linha de Perfei¢ao (y=x) 7

30

25 4

N
o
L

-
w
n

Preco Previsto pela PINN

10 A

0 5 10 15 20 25 30
Preco de Mercado Real (Prémio)

Figura 4 Comparagdo dos Pregos previstos.

e A comparagdo entre a superficie de precos gerada pelo modelo PINN e a
superficie real do mercado mostra uma impressionante semelhanga. O modelo foi
capaz de capturar nuances importantes da estrutura de precos, como a curvatura e
a forma da superficie em funcao do moneyness e do tempo até o vencimento. Essa
aderéncia visual reforca a robustez do modelo na representacdo da dindmica de
precificacdo observada no mercado brasileiro.
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Superficie de Prego da PINN Superficie Analitica de Black-Scholes (Vol Média da PINN)

Preco da Opgao (v)

Figura 5 Superficie de Black-Scholes Gerada pelo PINN e Resolucdo Analitica.

4.4  Validacgao da Fisica

Um dos aspectos mais importantes na validacdo de modelos baseados em
equagoes diferenciais € verificar se eles respeitam a estrutura matematica que os

fundamenta. No caso do modelo PINN aplicado a precificagdo de opgdes, essa
verificacdo foi feita por meio da anéalise da superficie de residuo da equagdo de Black-

Scholes.
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Mapa de Calor do Residuo Absoluto da EDP de Black-Scholes
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Figura 6 Heatmmap do Resido da EDP.

O grafico acima apresenta o valor do residuo da equagao diferencial parcial ao
longo de todo o dominio de entrada, ou seja, em diferentes combinagdes de preco do
ativo subjacente (S) e tempo até o vencimento (t). A superficie resultante se mantém
uniformemente proxima de zero, o que indica que o modelo ndo apenas aprendeu a

precificar corretamente, mas também incorporou com sucesso a dinamica da equagao de
Black-Scholes.

Essa aderéncia a estrutura matematica ¢ um sinal claro de que o modelo ndo esta
apenas ajustando os dados de forma superficial, mas sim internalizando os principios
fisicos que regem o comportamento dos precos das opgdes. Em outras palavras, o
modelo ndo apenas "imita" o mercado ele entende sua logica.

4.5 Descoberta de Estruturas Financeiras

Ao tratar a volatilidade sigma como uma saida da rede, o modelo resolveu um
problema inverso: inferiu diretamente dos pregos estruturas complexas do mercado. Isso
permitiu capturar a dindmica da volatilidade sem suposi¢des prévias, respeitando a
logica da equacdo de Black-Scholes.
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Os graficos abaixo mostram que o modelo PINN conseguiu capturar o fendomeno
conhecido como "sorriso da volatilidade" uma variagao tipica ignorada pelo
modelo cléassico de Black-Scholes, que assume volatilidade constante. O PINN
inferiu uma superficie onde opgodes out-of-the-Money (OTM) e In-the-Money
(ITM) apresentam volatilidade mais alta que opcdes At-the-Money (ATM),
refletindo com precisdo uma estrutura de mercado essencial para a precificagao

de derivativos exoéticos e estratégias de gestao de risco.

Superficie de Volatilidade Implicita Aprendida (PINN)
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Figura 7 Superficie de Volatilidade.
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Curva de Volatilidade Implicita Aprendida (Vencimento Fixo)
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Figura 8 Curva "Volatility Smile".

5 DISCUSSOES

Os resultados demonstram que o modelo PINN desenvolvido ¢ acurado, ao
replicar os precos de mercado com baixo erro (L;4¢4); fisicamente consistente, ao
obedecer a equacao de Black-Scholes (Lppg); € capaz de inferéncia, ao resolver o
problema inverso de descobrir a superficie de volatilidade implicita uma estrutura
complexa e ndo trivial do mercado (L,.4). Esses trés aspectos comprovam a robustez da
abordagem, que combina precisdo, aderéncia a teoria financeira e capacidade de extrair
padrdes diretamente dos dados.

A abordagem PINN se destaca em relagdo aos métodos tradicionais por dois
motivos principais. Primeiro, ela ndo parte da suposi¢ao de volatilidade constante, como
ocorre na calibragao classica, permitindo aprender o volatility smile diretamente dos
dados. Segundo, diferentemente de modelos puramente de machine learning, como
MLPs padrao, o PINN incorpora restrigdes fisicas neste caso, a equagao de Black-
Scholes o que assegura previsdes financeiramente coerentes, evita resultados
implausiveis e melhora a capacidade de generalizacdo do modelo.

O treinamento do modelo PINN demanda alto custo computacional, exigindo

GPUs e longos periodos de otimizagdo. Além disso, sua implementacao atual esta
restrita a precificagdo de opgdes europeias de compra, conforme a formulagcao da EDP
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em physics.py. Essas limita¢des, no entanto, abrem oportunidades claras para avangos
futuros, como:

1. adaptagao do modelo para opgdes americanas, exigindo a reformulacao da EDP
como uma inequagao variacional,

2. expansao para outros ativos e tipos de derivativos;

3. incorporacdo de modelos mais sofisticados, como o de Heston, que trata a
volatilidade como um processo estocastico e substituiria a EDP de Black-Scholes
na fungdo de perda Lppg.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Em resumo, este projeto validou com éxito a aplicagcdo de um framework PINN
para a precifica¢do de opgdes. O modelo alcangou alta acuracia em dados fora da
amostra, demonstrou consisténcia com a equagdo de Black-Scholes e foi capaz de
inferir parametros ocultos, como a superficie de volatilidade. Esses resultados refor¢am
o potencial da abordagem hibrida que combina dados e conhecimento fisico como uma
solugdo promissora para desafios complexos em finangas quantitativas.
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