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Resumo. O presente trabalho aplica o Método dos Elementos de Contorno (MEC) a solu¢do de um problema
bidimensional de convec¢do forgada em regime estacionario, com o objetivo de avaliar a precisdo numérica de uma
formula¢do baseada no Método da Reciprocidade Multipla, Interpolacdo Direta e Técnica de Decomposi¢do de
Derivadas. O MEC se destaca por reduzir a dimensionalidade do problema e eliminar a necessidade de discretizagao do
dominio, sendo especialmente eficiente em meios homogéneos com condi¢des de contorno bem definidas. A formulagio
proposta permite representar os termos de dominio em funcao de integrais de contorno, utilizando fung¢des de base radial
para interpolar derivadas e decompondo o campo de velocidades em componentes normais e tangenciais, o0 que aprimora
a estabilidade e a precisdo do termo advectivo. O estudo foi conduzido considerando um escoamento uniforme em um
dominio quadrado, com condi¢des de contorno de Dirichlet ¢ Neumann aplicadas em lados opostos, e condigdes
homogéneas nas arestas horizontais. O niimero de Péclet adotado foi Pe=1, representando um regime balanceado entre
difusdo e advecgdo. Os resultados numéricos obtidos para diferentes niveis de refinamento mostraram comportamento
consistente, com boa estabilidade e convergéncia da solucdo. A formulagdo proposta manteve a precisdo tipica do MEC
classico, reduzindo a necessidade de polos internos ¢ mostrando-se adequada para problemas de difusdo-advecgdo em
baixos numeros de Péclet. Os resultados confirmam o potencial da técnica para aplicagdes em engenharia térmica,
transporte de massa e escoamento de fluidos em meios continuos.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Técnica de Decomposi¢ao de Derivadas. Método da
Reciprocidade Multipla. Problema Difusivo-Advectivo.

1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) se destacou por permitir a resolugcdo de problemas fisicos sem
discretizar o dominio, reduzindo a dimensionalidade do problema e oferecendo precisdo computacional, flexibilidade na
malha e tratamento simultdneo da variavel primaria e sua derivada. No entanto, a eliminacdo exata das integrais de
dominio s6 ¢é possivel para equagdes governadas por operadores diferenciais auto-adjuntos, com uma solugdo fundamental
conhecida (fungdo de Green). Para muitos problemas praticos, como problemas difusivo-advectivos com campos de
velocidade variaveis, forgas corporais ou equagdes complexas, a solu¢do fundamental ndo esta disponivel ou seu uso ndo
¢ numericamente vantajoso (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984).

Para contornar essa limitagao, técnicas como Dupla Reciprocidade (MECDR) e Interpolagao Direta (MECID) utilizam
funcdes radiais para aproximar integrais de dominio, mantendo grande parte da eficiéncia do MEC cléssico, embora
exijam pontos internos (“polos”) para garantir precisdo. Uma alternativa ¢ o Método da Reciprocidade Multipla (MRM),
que aplica sucessivas fungdes fundamentais gerando primitivas de ordem superior, evitando polos e sendo adequado para
problemas escalares, inclusive Poisson e Helmholtz (BALISTA et al., 2023).

No trabalho de Loeffler et al. (2025), o MRM ¢é combinado com o MECID para tratar integrais de ordem mais alta em
problemas difusivo-advectivos, demonstrando a aplicabilidade dessa abordagem e reduzindo a necessidade de polos em
numeros baixos de Péclet. Além disso, a Técnica de Decomposicao de Derivadas (TDD) permite tratar derivadas normais
e tangenciais de forma precisa, viabilizando a solu¢do de problemas com difusdo-advec¢@o e numero baixo de Péclet sem
recorrer a discretizac¢do interna, mantendo a eficiéncia do MEC classico (LOEFFLER; LARA; ORIQUE, 2022).

O modelo proposto ¢ adequado para aplicagdes em engenharia hidraulica, transporte de fluidos e processos de
transferéncia de calor em meios ndo homogéneos, apresentando desempenho consistente na redugdo de polos em
formulagdes envolvendo derivadas espaciais de primeira ordem. Essa caracteristica confere ao método maior estabilidade
numérica e eficiéncia computacional, tornando-o uma alternativa promissora frente a abordagens tradicionais baseadas
em discretizagdes densas ou aproximagdes locais. Além disso, a possibilidade de incluir polos adicionais permite controlar
o grau de precisao da solugdo, adaptando o modelo as exigéncias especificas de cada problema fisico.

A formulagdo mantém a generalidade necessaria para tratar diferentes tipos de fendmenos convectivos e difusivos,
podendo ser estendida a dominios de geometria complexa ou condigdes de contorno mistas. Dessa forma, o método se
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mostra versatil ndo apenas do ponto de vista tedrico, mas também pratico, facilitando sua aplicagdo em estudos de
engenharia que demandam alta fidelidade na representagdo do campo de potencial.

Neste trabalho, a técnica proposta sera aplicada a um problema bidimensional de convecgdo forgada, com velocidade
constante dentro de um dominio quadrado. As condi¢des de contorno variam em cada lado do dominio: na aresta vertical
esquerda, impde-se uma condigdo de Dirichlet homogénea (potencial prescrito), enquanto na aresta vertical direita aplica-
se uma condi¢do de Neumann ndo homogénea (fluxo prescrito). Nas arestas horizontais superior e inferior, por sua vez,
impde-se uma condicdo de Dirichlet, na qual o potencial u ¢ nulo.

O objetivo principal deste estudo ¢ avaliar o desempenho do modelo proposto na solu¢do do problema supracitado,
verificando sua capacidade de representar adequadamente o transporte convectivo e a distribuicdo do potencial sob
diferentes condigdes de contorno. Serdo discutidos aspectos relacionados a precisdo, convergéncia e comportamento
numérico do método, de modo a evidenciar suas vantagens e limitacdes frente a técnicas convencionais de analise.

2. EQUACAO DE DIFUSAO-ADVECCAO

A equagdo que rege um modelo difusivo-advectivo em regime estacionario, em um meio isotropico, tem sua origem
no principio fundamental de conservacao de energia da mecanica dos continuos, o qual estabelece que a taxa de variacao
do fluxo de energia em um volume de controle deve ser igual a soma dos fluxos advectivos e difusivos que atravessam
suas fronteiras. Esse equilibrio fisico descreve o transporte de uma grandeza escalar — como temperatura, concentracao
ou potencial — sob a acdo combinada de dois mecanismos distintos: a difusdo, que tende a uniformizar o campo devido
a gradientes espaciais, e a adveccdo, responsavel pelo transporte dessa grandeza em funcdo do movimento do fluido.
Quando o sistema atinge o regime permanente, as variagdes temporais desaparecem, restando apenas os efeitos espaciais
do transporte. Nessa condi¢do, ¢ assumindo propriedades do meio constantes e isotropicas, a equagdo diferencial
governante pode ser convenientemente expressa em notacdo indicial, conforme mostrado na equacédo (1) (REDDY, 2023),
permitindo uma representagdo compacta e adequada a formulagdo integral de contorno que sera desenvolvida nas se¢des
seguintes.

A,y (X) = 7;(XNu,; (X) (D

Nessa equagdo, A representa a difusividade térmica do meio continuo, u(X) é a temperatura (variavel primaria) e v; é
o campo de velocidades aplicado ao dominio. Considerando o foco deste trabalho, adotam-se estratégias numéricas que
reduzem a necessidade de polos internos. Para simplificar, assume-se que o meio é homogéneo € o escoamento
incompressivel. Embora seja possivel considerar um campo de velocidades variavel, para facilitar o estudo da taxa de
convergéncia e da aplicabilidade do modelo proposto, assume-se inicialmente que os componentes do campo de
velocidades sdo constantes e normalizados pelas propriedades do meio conforme apresentado pela equagéo (2).

v = ﬁl/l (2)
Resultando em equagdo (3):
Wi (X) = vi(Xu,; (X) (3)

Neste ponto, ¢ necessario desenvolver a equagéo integral de contorno, que transforma o problema diferencial definido no
dominio em uma integral sobre o contorno, simplificando a andlise numérica.

3. EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO
De acordo com a metodologia adotada neste trabalho, a equagdo integral de contorno € obtida multiplicando-se ambos

os lados da equacdo diferencial parcial difusivo-advectiva por uma funcdo auxiliar u*(§,X) e integrando sobre todo o
volume de controle Q(X), conforme indicado na equacéo (4):

Jo wi QU EX)da = [ viu,; X)u’(EX) dQ “

A funcdo auxiliar u* ¢ a fungdo de Green associada ao problema de Poisson, correspondente a resposta de um meio
infinito sujeito a uma fonte concentrada unitaria (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994).

O tratamento matematico do termo a esquerda da equacdo (4), relacionado aos efeitos de difusdo, ¢ amplamente
conhecido (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984), resultando na seguinte forma integral, equagdo (5):

c@®u® + [Lul)q* (& X)dr — [Lq(X)u* (€ X)dl = — [ v,(0Du;(Xu* (& X)dQ Q)
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O termo a direita da equacao (5) ¢ tratado aplicando-se o conceito de reciprocidade multipla, no qual sdo consideradas
as fungdes fundamentais de ordem superior, correspondentes aos Laplacianos sucessivos da fun¢ido fundamental ux(&;X).
Dessa forma, a primeira dessas fungdes ¢ definida pela equag@o (6):

UHEX) =u (§X) (6)

A partir da definicdo inicial da primeira primitiva da solu¢do fundamental apresentada na equagdo (6), o
desenvolvimento matematico prossegue com a aplicagdo sucessiva do método da Reciprocidade Multipla, no qual
integrais de dominio sdo gradualmente transformadas em integrais de contorno por meio da introdugéo das primitivas de
ordem superior da funcdo fundamental. Esse processo envolve o uso repetido de integracdes por partes e do Teorema da
Divergéncia, considerando simplificagdes associadas ao campo de velocidades constante e ao uso de elementos lineares.
Como resultado, obtém-se uma formulago geral capaz de expressar o termo de dominio original em fungdo de integrais
de contorno sucessivas, culminando na equacdo (7), que representa a forma generalizada do procedimento de
Reciprocidade Multipla.

Joviu; 'igdQ = ¥0_ vP [viu; PURAT —v2P $0_ q PUTAT + v 3P0 [ (viu;) PUdQ (7

O MECID ¢ uma estratégia que substitui integrais de dominio por integrais de contorno, aproximando o niicleo dessas
integrais através de fung¢des de base radial. Diferente do método de Reciprocidade Multipla, o MECID nfo depende de
condigdes de reciprocidade, funcionando como uma interpolacdo direta mais simples ¢ numericamente estavel. Essa
abordagem foi inicialmente aplicada em engenharia por Nardini e Brebbia (1983) e, desde entdo, demonstrou oferecer
maior precisdo e robustez numérica em diversos problemas. No MECID, as fungdes radiais sdo utilizadas para aproximar
o termo de dominio presente na equagdo (7), transformando-o em uma combinacao de integrais de contorno, o que elimina
problemas de singularidade normalmente associados as fungdes fundamentais cléssicas.

Por meio dessa técnica, as integrais sdo reescritas em forma matricial, permitindo que os termos do dominio sejam
expressos como o produto entre uma matriz de interpolagdo e um vetor de variaveis fisicas. A determinagao do escalar
b=viu ;¢ feita com base na variavel potencial u(X), cujas derivadas espaciais sdo aproximadas usando fungdes radiais
especificas, como F(r)=r3/9. O resultado final é uma formulacio puramente de contorno, em que as grandezas do dominio
sdo representadas em fungdo das variaveis de contorno, consolidando o MECID como uma extensio mais direta, precisa
e eficiente do Método dos Elementos de Contorno tradicional (LOEFFLER et al., 2024).

Entretanto, como a precisdo das derivadas espaciais obtidas por funcdes de base radial tende a se degradar,
especialmente na dire¢do normal a fronteira, introduz-se o TDD como uma estratégia complementar. Essa técnica permite
aprimorar a exatiddo ao decompor o vetor velocidade e o gradiente do potencial. A ideia central ¢ decompor o vetor
velocidade e o gradiente do potencial em componentes normais e tangenciais, descrevendo as derivadas ao longo de
coordenadas tangenciais no contorno. Essa reformulagdo ¢é particularmente util em modelos de convecgdo forcada de
calor, mas pode ser aplicada a outros problemas escalares com termos advectivos semelhantes. A abordagem mostra que,
ao reescrever o produto escalar viu; em termos de vng+v:it, sendo q a derivada normal e t a derivada tangencial do
potencial, obtém-se resultados mais estaveis e precisos, pois as derivadas tangenciais dependem fortemente dos valores
nos elementos de contorno adjacentes, onde a interpolagdo ¢ mais confiavel.

Com essa decomposigdo, as integrais de contorno passam a envolver duas componentes — uma associada a derivada
normal e outra a derivada tangencial —, permitindo que o termo advectivo seja tratado de forma mais precisa dentro do
MRM e do MECID. As integrais resultantes sdo entdo convertidas em matrizes incorporadas ao sistema global do MEC,
em que as incognitas continuam sendo u e q. Essa formulagdo preserva a precisdo da parte difusiva do problema ¢ melhora
a estimativa da contribui¢do advectiva, consolidando a decomposi¢do tangencial como uma ferramenta eficaz para
aprimorar o desempenho numérico em problemas com transporte e convecgao.

Os detalhes completos da dedugdo, abrangendo as etapas intermedidrias, formulagdes matematicas e justificativas
teoricas, encontram-se descritos de maneira sistematica no trabalho de Loeffler et al. (2025), que serve como principal
referéncia para o desenvolvimento apresentado neste estudo.

4. PROBLEMA BIDIMENSIONAL DE CONVECCAO FORCADA

Este estudo considera um problema bidimensional de convecgdo forgada, no qual um fluido incompressivel escoa com
velocidade uniforme dentro de um dominio quadrado. O transporte de uma grandeza escalar, neste caso o potencial u,
ocorre sob a ac¢do simultanea de difusdo e advecgdo, envolvendo interagdes complexas entre os gradientes de velocidade
e os fluxos de calor ou massa no dominio.
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Figura 1 — Problema Bidimensional de Convecgdo Forgada
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Ve u=0

Fonte: PINHEIRO (2023).

As condig¢des de contorno variam ao longo do dominio: na aresta vertical esquerda, aplica-se uma condigdo de
Dirichlet homogénea, impondo um valor prescrito do potencial u nulo; na aresta vertical direita, utiliza-se uma condigao
de Neumann ndo homogénea, onde o fluxo ¢ determinado e especifico. Essa configuracdo permite observar o
comportamento do campo potencial frente a diferentes tipos de restrigdoes nas fronteiras, conforme ilustrado na Figura 1.

As analises concentram-se nos valores de potencial obtidos ao longo da aresta direita, onde sdo analisados os
resultados numéricos.

Figura 2 — Resultado Numérico — Aresta Direita
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Fonte: Producao do proprio autor.

A Figura 2 apresenta os resultados numéricos obtidos para o potencial u considerando diferentes discretizacdes do
dominio, correspondentes a malhas com 16, 80, 160 e 320 elementos, indicadas nas Figuras 2a, 2b, 2c ¢ 2d,
respectivamente. Em todas as simulacdes, utilizou-se o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) aliado as formulacdes
numéricas descritas neste trabalho. Observa-se que, mesmo para a malha mais grosseira (Figura 2a), o comportamento
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geral da solucio ja é adequadamente capturado, evidenciando a estabilidade do método frente a discretizagdo espacial. A
medida que o nimero de elementos aumenta, o campo numérico torna-se progressivamente mais suave € coerente,
indicando uma melhora significativa na resolucdo espacial da solugéo.

Com o refinamento da malha, nota-se que a curva obtida tende a convergir para um padrao bem definido, sugerindo
que o método tende a uma solu¢do mais acurada. Essa tendéncia de convergéncia ¢ um indicativo importante da
consisténcia do modelo e da eficiéncia das técnicas numéricas empregadas, demonstrando que o erro associado a
discretizagao aparenta diminuir de maneira controlada a medida que o nimero de elementos aumenta.

Neste caso, o nimero de Péclet adotado ¢ igual a Pe=1, o que caracteriza um regime de transporte equilibrado entre
os efeitos de advecgdo e difusdo. Essa condig@o intermedidria € particularmente util para avaliar a estabilidade e a precisao
do método, pois evita tanto o dominio do termo difusivo — tipico de baixos valores de Péclet — quanto a instabilidade
numérica associada a altos valores de Pe, nos quais a convecgdo ¢ dominante. Assim, o caso analisado representa uma
situacdo que permite verificar a capacidade do método em descrever adequadamente o comportamento fisico do problema
sem recorrer a técnicas de estabilizacdo adicionais.

De modo geral, a analise comparativa entre as diferentes malhas mostra que o método € capaz de reproduzir com boa
estabilidade o comportamento fisico esperado, mesmo na auséncia de uma solug@o analitica para validagdo direta. O
refinamento progressivo evidencia a convergéncia numérica e a robustez da formula¢do empregada, reforcando seu
potencial para aplicagdo em problemas de difusdo-convec¢do mais complexos, onde a obtengdo de solugdes analiticas €
inviavel.

5. CONCLUSAO

Os resultados obtidos demonstram que o modelo proposto apresenta desempenho consistente na resolugdo do
problema de convecgdo forgada bidimensional considerado. O método mostrou-se estdvel e preciso mesmo para malhas
relativamente grosseiras, evidenciando boa convergéncia com o refinamento da discretizagdo. Observou-se que o
comportamento do campo de potencial ¢ adequadamente capturado pelas formulagdes utilizadas, reproduzindo a
influéncia dos termos advectivos e difusivos de maneira equilibrada. A variagdo progressiva das malhas indicou uma
tendéncia de estabilizagdo da solugdo, refor¢ando a robustez da abordagem e a eficiéncia das estratégias numéricas
implementadas.

O caso com numero de Péclet igual a Pe=1 revelou-se particularmente util para avaliar o desempenho do método,
uma vez que representa um regime intermediario no qual os efeitos de difusdo e advecg¢do possuem magnitudes
comparaveis. Sob essas condigdes, o modelo foi capaz de manter estabilidade e coeréncia nos resultados, sem apresentar
oscilagdes numéricas indesejadas. Essa caracteristica ¢ especialmente importante em aplicagdes praticas, onde o controle
do balango entre transporte difusivo e convectivo ¢ essencial para garantir solu¢des fisicamente consistentes.

De modo geral, o estudo confirma que a técnica proposta ¢ promissora para a modelagem de fendmenos convectivo-
difusivos em dominios bidimensionais, podendo ser estendida a geometrias mais complexas e a diferentes regimes de
transporte. O desempenho observado sugere que o método possui potencial para aplicagdo em problemas de engenharia
envolvendo transferéncia de calor, escoamento interno e transporte de espécies quimicas.

Como perspectiva para trabalhos futuros, destaca-se a busca por uma solug@o analitica ou semi-analitica de referéncia
que permita avaliar quantitativamente o erro ¢ a taxa de convergéncia do método. Além disso, pretende-se investigar o
comportamento da formulagao para valores mais elevados do nimero de Péclet, nos quais os efeitos convectivos se tornam
dominantes, e explorar possiveis extensdes da abordagem para formula¢des tridimensionais ou com condigdes de
contorno nao lineares. Tais avangos poderdo consolidar ainda mais a aplicabilidade e a confiabilidade do modelo proposto
em diferentes contextos de engenharia.
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