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1. INTRODUÇÃO 

A soldagem por resistência a ponto é amplamente empregada na indústria 

automotiva e metalmecânica pela sua eficiência e reprodutibilidade na união de chapas 

metálicas (Miller, 2012). Seu desempenho depende fortemente de parâmetros operacionais 

como corrente de solda, pressão do eletrodo, tempo de soldagem e pós-pressão (Paiva, 

2006). Pequenas variações nesses parâmetros afetam significativamente a qualidade da 

junta, expressa pelo diâmetro do ponto e profundidade da indentação (Silva et al., 2020). 

Para otimizar esses efeitos, a Metodologia de Superfície de Resposta (RSM), associada 

ao Delineamento Composto Central (CCD), é amplamente utilizada (Box e Draper, 1987; 

Montgomery, 2013; Myers et al., 2016). Contudo, a análise de curvatura e convexidade das 

superfícies é frequentemente negligenciada, embora essencial para garantir estabilidade 

matemática e validade física (Boyd e Vandenberghe, 2004; Amorim et al., 2021).  

Este trabalho aplica a análise de curvatura a modelos de soldagem a ponto, 

avaliando a influência das variáveis de processo sobre o diâmetro e a profundidade da solda 

e identificando a natureza geométrica das superfícies resultantes. 

 

 

2. DESENVOLVIMENTO 

2.1 Referencial teórico 



 

 

2.1.1 Metodologia de Superfície de Resposta (RSM) e Modelagem Polinomial 

A RSM é um conjunto de técnicas estatísticas e matemáticas para desenvolver e 

otimizar processos (Montgomery, 2013; Myers et al., 2016). Baseia-se em modelos 

polinomiais que descrevem a variável de resposta f(x) em função de fatores independentes 

xi. Para sistemas com curvatura relevante, utiliza-se o Delineamento Composto Central 

(CCD), permitindo ajustar modelos de segunda ordem, que capturam efeitos lineares, 

quadráticos e de interação. 

A forma geral do modelo polinomial é: 

                              𝑓(𝑥) = β0 + ∑ β𝑖𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1 + ∑ β𝑖𝑖𝑥𝑖

2𝑘
𝑖=1 + ∑ β𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗𝑖<𝑗 + ε                           (1) 

onde: 

• f(x) é a variável de resposta (ex: Identação, Diâmetro). 

• xi são as variáveis codificadas de entrada (fatores). 

• β0 é o coeficiente do ponto central. 

• βi são os coeficientes de efeito linear. 

• βij são os coeficientes dos termos de interação de dois fatores. 

• βii são os coeficientes dos termos quadráticos (curvatura pura). 

• ε é o erro aleatório. 

A qualidade do modelo e a significância dos coeficientes são verificadas por meio da 

Análise de Variância (ANOVA) e pelos coeficientes de determinação (R2, 

R2
aj e R2

pred). O teste de Curvatura é um componente crucial na ANOVA, verificando a 

adequação do modelo de segunda ordem (Valor-P < 0,05). 

 

2.1.2 Análise de Curvatura e Classificação da Superfície 

 

A análise de curvatura, segundo Box e Draper (1987), identifica o ponto estacionário 

(derivadas parciais nulas) e a natureza geométrica da superfície via autovalores da Matriz 

Hessiana (H): 

                                                       H=2B                                                        (2) 

A matriz B dos coeficientes é definida por: 
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A classificação da superfície de resposta é dada pelo sinal dos autovalores (λ) de H: 

• Superfície Convexa (Mínimo Local): Todos os autovalores são positivos (λi>0). 

• Superfície Côncava (Máximo Local): Todos os autovalores são negativos (λi<0). 

• Superfície Sela (Indefinida): Autovalores apresentam sinais mistos (positivos e 

negativos). 

Conforme Boyd e Vandenberghe (2004), a presença de curvatura do tipo sela 

(indefinida) implica que o modelo não possui um único ponto ótimo interno e requer a 

imposição de restrições para garantir a validade física e estabilidade matemática dos 

resultados. 

 

2.1.3 Otimização e Restrições Geométricas 

 

Funções indefinidas ou convexas sem restrições tendem a gerar soluções 

divergentes (Amorim et al., 2021). A introdução de restrições geométricas evita 

extrapolações fora da região experimental e garante estabilidade numérica. Kumar et al. 

(2024) demonstram que a curvatura em processos térmicos, como a soldagem a ponto, 

influencia diretamente o desempenho de modelos otimizados. Assim, a análise de curvatura 

reforça a robustez da RSM. 

 

2.2 Metodologia 

 

A análise de curvatura foi analisada com auxílio dos softwares Minitab 19 e Excel®. 

 

2.2.1 Planejamento experimental 



 

 

 

O experimento foi conduzido com 23 chapas de aço carbono, cada uma contendo 6 

pontos de solda, totalizando 138 medições válidas. As variáveis de entrada (fatores 

controláveis) foram: 

• Pe: pressão do eletrodo (kN) 

• Is: corrente de solda (kA) 

• Ts: tempo de soldagem (ms) 

• Pp: pós-pressão (kN) 

As variáveis de resposta foram: 

• Diâmetro médio (E e F) — medido na parte externa e interna da solda, 

respectivamente; 

• Indentação (Id) — profundidade da marca do eletrodo sobre a chapa. 

O planejamento foi estruturado segundo um Delineamento Composto Central (CCD), 

com ponto central replicado, totalizando 125 combinações experimentais.  

 

2.2.2 Ajuste do modelo e análise estatística 

 

Os modelos foram ajustados por regressão múltipla com eliminação backward (nível 

de significância α = 0,10). A adequação dos modelos foi verificada pela Análise de Variância 

(ANOVA) e pelos coeficientes de determinação R2, R2
aj e R2

pred. 

Os modelos apresentaram valores de R2
aj entre 70,9% e 85,4%, indicando bom 

ajuste dos dados. 

 

2.2.3 Análise de curvatura 

 

A curvatura foi avaliada por meio da matriz Hessiana (H=2B), onde B representa a 

matriz dos coeficientes quadráticos.  

A presença de curvatura significativa foi confirmada pelos testes F (valor-P < 0,05) 

obtidos na ANOVA. 

 



 

 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

3.1 Análise do diâmetro médio – parte externa (E) (baseado em diâmetro_E2) 

O modelo para o diâmetro médio externo (Diâmetro_E2) obteve um ajuste 

R2=76,53% e R2
aj =71,88%, com uma ligeira melhoria em relação ao valor de R2

aj =70,9% 

mencionado originalmente. 

• Variáveis Lineares: As variáveis lineares mais influentes foram o Tempo de 

Soldagem (T) (P=0,000, Coef. =0,2154) e a Pós-pressão (Pp) (P=0,000, Coef. 

=0,1131), seguidas pela Corrente de Solda (Is) (P=0,000, Coef. =0,1809). O termo 

Pp apresentou o maior Coeficiente Codificado em módulo (0,3394 - negativo na 

Equação Corrigida), indicando ser o fator de maior impacto na resposta. 

• Interações: O modelo revelou interações de dois e três fatores significativas, como 

P×Pp (P=0,007), T×Pp (P=0,044) e a interação de três fatores P×T×Pp (P=0,019). 

• Curvatura: A curvatura foi altamente significativa (F=19,78; P=0,000). O Coeficiente 

de Curvatura (Pt Ct) foi positivo (0,1792), mas a presença de efeitos significativos 

com sinais mistos, como o Coeficiente Pp negativo e o T positivo, confirma que a 

superfície é do tipo sela (indefinida), reforçando a necessidade de restrições 

geométricas para a otimização. 

Esses resultados são ilustrados pela Figura 1, feita pelo software Minitab. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Figura 1: Teste de ANOVA para resposta do diâmetro externo. 

 

 

Fonte: os autores. 

 

3.2 Análise do diâmetro médio – parte interna (F) (baseado em diâmetro_média_F) 

 



 

 

O modelo para o diâmetro médio interno (Diâmetro_média_F) apresentou o segundo 

melhor ajuste, com R2=83,01% e R2
aj=79,64%. A curvatura global foi extremamente 

significativa (F=119,84; P=0,000). 

• Variáveis Lineares: As três variáveis de processo, T (P=0,000; Coef. =0,2112), Pp 

(P=0,000; Coef. =0,1518) e Is (P=0,000; Coef. =0,1367), foram altamente 

significativas, sendo T a de maior efeito. 

• Interações: Foram identificadas interações de dois e três fatores significativas: P×Pp 

(P=0,001), I×T (P=0,008) e P×I×Pp (P=0,025). 

• Implicações: A forte significância do termo de Curvatura (F=119,84) corrobora o 

comportamento não linear acentuado. A ocorrência de termos significativos com 

sinais opostos reitera a classificação de curvatura do tipo sela (indefinida). 

Esses resultados são ilustrados pela Figura 2, feita pelo software Minitab. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Figura 2: Teste de ANOVA para resposta do diâmetro interno. 

 

Fonte: dos autores. 

 

3.3 Análise da profundidade (indentação) (baseado em identação corrigida) 

 

O modelo de indentação (Identação Corrigida) demonstrou o melhor desempenho 

estatístico com R2=87,35% e R2
aj=84,84%. A curvatura foi significativa (F=18,30; P=0,000). 



 

 

• Variáveis Lineares: A Corrente de Solda (Is) (P=0,000; Coef. =0,02887) e o Tempo 

de Soldagem (T) (P=0,000; Coef. =0,02975) foram os fatores lineares mais 

influentes. O Coeficiente de Efeito Codificado do T foi o maior (0,02975), seguido de 

Is (0,02887), indicando que pequenas variações nesses fatores levam às maiores 

alterações na profundidade. 

• Interações: As interações de dois fatores P×T (P=0,000) e I×T (P=0,000) foram 

altamente significativas. O modelo também apresentou a interação de três fatores 

I×T×Pp significativa (P=0,011). 

• Curvatura: O Coeficiente de Curvatura (Pt Ct) foi negativo (−0,01253) e altamente 

significativo (P=0,000), confirmando a tendência à concavidade local, onde o 

aumento desses fatores leva a um máximo de indentação antes de estabilizar ou 

reduzir. 

Esses resultados são ilustrados pela Figura 3, feita pelo software Minitab. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

Figura 3: Teste de ANOVA para resposta da identação. 

 

Fonte: dos autores. 

 

 

 

 

 



 

 

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

A aplicação da análise de curvatura aos modelos obtidos no experimento de 

soldagem a ponto permitiu identificar a natureza geométrica das superfícies de resposta e 

compreender o comportamento não linear entre os fatores de processo e as variáveis de 

qualidade da solda. 

A análise de curvatura permitiu identificar a natureza geométrica das superfícies e 

compreender o comportamento não linear entre fatores e variáveis de qualidade da solda. 

Os modelos apresentaram bom ajuste estatístico (R²aj entre 71,88% e 84,84%), sendo o 

de Indentação Corrigida o melhor. 

A curvatura foi significativa em todas as respostas (P < 0,001), com predominância 

do tipo sela, confirmando comportamento indefinido. A Pós-pressão (Pp) teve forte impacto 

na redução do diâmetro externo, enquanto T e Is influenciaram fortemente todas as 

respostas. A otimização requer restrições geométricas para evitar divergências. O equilíbrio 

ideal entre diâmetro e profundidade ocorre em níveis intermediários de Is e T, exigindo 

ajuste balanceado entre esses fatores. 

Conclui-se que a análise de curvatura é ferramenta indispensável na interpretação 

de modelos obtidos via RSM e CCD, garantindo confiabilidade das soluções. 
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