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O Problema de Equilibrio (PE) é uma formulagao unifica-
dora que abrange, como casos particulares, problemas
de desigualdade variacional, otimizacdo, complementa-
riedade, ponto fixo, equilibrio de Nash, dentre outros?.
Em espagos de Hilbert, esquemas extragradiente clas-
sicos costumam exigir duas projecdes por iteragéo (em
um conjunto convexo e fechado C) e/ou conhecimento
prévio de constantes do tipo-Lipschitz, o que restringe a
aplicabilidade®’. Para reduzir custo, variantes extragra-
diente subgradiente substituem a segunda projecéo (ou
minimiza¢ao) em C' por uma projecao (ou minimizagao)
em um semiespaco de apoio T, definido via subgradi-
ente e que contém C'; essa troca € uma relaxacédo se-
gura e computacionalmente barata®. Além disso, regras
de passo autoadaptativas evitam buscas lineares e tor-
nam a escolha de ), explicita®, enquanto a proporgéo
durea ¢ = 1+T‘/5 € empregada aqui para ampliar o in-
tervalo admissivel do pardmetro 1 (para além do caso
classico (0, 1)), trazendo estabilidade adicional e ganhos
computacionais®. Em paralelo, ingredientes inerciais e
a técnica de viscosidade contribuem para acelerar e ga-
rantir convergéncia forte®. Nesse contexto, propomos
e analisamos um algoritmo extragradiente subgradiente
acelerado, fortemente convergente, para PE pseudomo-
nétono sob condicao do tipo-Lipschitz, com passo auto-
adaptativo baseado na proporgéo aurea, conciliando ro-
bustez tedrica e eficiéncia pratica.

Formulacdo. Seja H um espago de Hilbertreal, C ¢ H
convexo, fechado e néo vazio, e f : H x H — R com
f(x,z) = 0. O PE consiste em encontrar z* € C tal
que f(z*,y) > 0 para todo y € C. Assumimos a Con-
dicdo A: f é pseudomonoétona em C, satisfaz condigao
do tipo—Lipschitzem H, f(z,-) é convexa e semicontinua
inferior em H, para todo =z € H, e f(-,y) é fracamente

semicontinua superior em C, para todo y € C.

Também consideramos uma Condicao B: Esco-
lha uma sequéncia inercial {u,} < [0,1) tal que
limp, oo ¢ [|2n —2n-1] = 0, onde {a,} C (0, 1) satisfaz
a, —0e Y a, = +oo.

n=

Algoritmo 1

Passo 0: Considere u; € [0,1), A > 0, p = /5,
2

0=p—1,uc (075). Escolha z,z; € H e de-
finan = 1.

Passo 1: Dados x,,_1,2, € H, u, € [0,1) € A\, > 0,
calcule w,, = z,, + u,, (¢, — x,—1) € resolva

yn = axgmin{ A, f (wn, ) + 3w, — g}
yel

Se y, = wy, pare: y, resolve o PE. Se ndo, siga.

Passo 2: Escolha v, € 02f(wn,yn) € gn € Ne(yn) tais
que ¢, = w, — AU, — Yn, € defina 0 semiespaco

T, = {a: € H: (Wp — AUp — Yny, T — Yn) < 0}.
Etapa “barata” em T,,: calcule

Zp = arg min{/\nf(yn, y) + %”wn - y||2}
yeTy,

Passo 3: Ponto auxiliar e,, = (1—0)w,,+0x,, atualizagdo
por viscosidade, onde g € uma p-contragao,

Tn+1 = Op g(en) + (1 - an) Zny -

Atualizacao do passo (autoadaptativo):

dn := f(wn, 2n) = f(Wn,yn) = f(Yn, 2n),
No = [lwn = yall* + (1L + @)llz0 — yal®,
N {min{)\n, PN/ (pdn)}, dn >0,
Ans caso contrario.

Definan :=n + 1 e retorne ao Passo 1.
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Apresentamos a seguir o enunciado central que funda-
menta o método e um panorama dos demais achados.
Teorema (convergéncia forte). Sob as Condicoes A
e B e supondo o conjunto solugdo Spr(f,C) # 0, a
sequéncia {z,} do Algoritmo 1 converge fortemente
para z* € Spp(f,C), com z* = Pg, s.c)(9(z*)). Sob
forte pseudomonotonicidade da bifungdo, a convergén-
cia & R-linear. Esse resultado garante a robustez do al-
goritmo sem exigir o conhecimento prévio das constantes
do tipo-Lipschitz na implementacéao, gracas a atualizacao
autoadaptativa do passo.

Algoritmo 2. Propusemos uma variante com um se-
gundo passo inercial w,, = (1 — ay,) [Zn + Sn(Tn — Tr—1)]s
mantendo a mesma regra de passo autoadaptativa e vis-
cosidade.

Experimentos numéricos. Avaliamos os Algoritmos 1
e 2 em instancias tipo Nash—Cournot, medindo: (i) acu-
racia A(z) = ||z — argminyec{f(z,y) + 3ly — x||2}||2; (i)
erro relativo E,, = ||xp11 — nl||/ max{1, ||z, ||}; (i) nd-
mero de iteragbes até o critério ||y, — w,| < & e (iv)
tempo de CPU (s). Observamos decaimento estavel de
A(z,) e E, e que o Algoritmo 2 (duplo passo inercial)
requer menos iteragdes € menor tempo de CPU, preser-
vando a precisdo. A regra de passo via proporgdo aurea
manteve desempenho estavel para i € (0,2/¢), inclusive
1 > 1, confirmando o ganho teérico (intervalo ampliado)
e computacional (robustez sem busca linear).
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Figura 1: FE, por iteracdo para diferentes valores de p
(caso m = 100).

Acuracia
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Figura 2: Acurécia A(x,,) por iteragéo para diferentes va-
lores de p (caso m = 100).

A Figura [3]sintetiza as quatro métricas normalizadas em
[0,1]. Observa-se que o Algoritmo 2-D domina o Algo-
ritmo 1 em iteragbes e CPU, mantendo erro relativo e
acuracia semelhantes.

Figura 3: Grafico radar. Valores menores (mais préximos
do centro) indicam melhor desempenho.

Propusemos um esquema extragradiente subgradiente
com passo autoadaptativo e uso da proporgdo durea, in-
corporando termos inerciais e a técnica de viscosidade.
O método é explicitamente implementavel, dispensa o
conhecimento pratico das constantes do tipo-Lipschitz,
garante convergéncia forte e, sob forte pseudomonoto-
nicidade, atinge taxa R-linear. A analise via proporcao
aurea amplia o intervalo admissivel de y, 0 que se reflete
em maior robustez. Os experimentos em instancias tipo
Nash—Cournot confirmam decaimento estavel das mé-
tricas de acuracia e erro relativo e mostram que a vari-
ante com duplo passo inercial reduz iteracées e tempo
de CPU sem perda de precisao.
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