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O estudo de sequéncias é um assunto fundamental nos
cursos de Analise |, sendo essencial para compreensao
de conceitos como limite e continuidade de fungdes. Para
estudantes de licenciatura ou bacharelado em Mateméa-
tica, dominar esse contetido é de grande importancia,
pois se trata da base tedrica necessaria para o estudo
de topicos mais avancados em Analise Real, como dife-
renciabilidade e integragdo. A presente pesquisa busca
realizar um estudo do método das aproximagdes sucessi-
vas, uma técnica utilizada para encontrar solugdes apro-
ximadas para equacoes através de uma sequéncia de
iteracdes.

Realizar o estudo de sequéncias numéricas e o método
das aproximacgdes sucessivas e suas aplicagdes.

O desenvolvimento deste trabalho basea-se em uma
abordagem de pesquisa tedrica em diversos livros que
foram disponibilizados para estudo, além de trabalhos de
outros pesquisadores voltados para o contetdo de ana-
lise real, tudo isso com a intencao de elaborar um con-
tetdo sobre sequéncias numéricas e formular aplicages
do Método das Aproximagdes Sucessivas. O trabalho se
dividiu em trés etapas: pesquisa bibliografica, a escolha
do conteldo a ser apresentado e a redagao e construgao
dos topicos.

Uma sequéncia numerica (z,,) € Cauchy, se dado € > 0,
existe ng € N tal que para todo p € N,

n>ny = |Tn — Tnyp| <€

Segundo Lima [2], se uma sequéncia de nameros reais
(z,,) é Cauchy entdo ela é convergente. Esse tipo de se-
quéncia surgiu quando os matematicos no século XVIlI
tentavam processos numéricos para resolver equagoes.

Segundo Angelo [1], a equacdo =3 — 9z + 2 = 0, pode
3

ser escrita na forma equivalente x = ou, ainda,

3+ 2
9

z = f(r), onde f(z) =
construir uma sequéncia numérica infinita, tomando-se
inicialmente um certo valor =1, € em seguida calculando-
se:

. Dessa forma, pode-se

xo = f(x1), 23 = f(x2), ooy Tpy1 = f(xn),- ..

Dessa forma, o objetivo é demonstrar que a sequéncia é
de Cauchy, pois, neste caso, ela sera convergente para
um ponto xo que constitui a solugdo da equacao dada.
Com isso uma aplicagao seria 0 seguinte método:

(Método das Aproximacdes Sucessivas) Seja dado
0 < X < 1. Suponhamos que a sequéncia (x.,,) satisfaca
a seguinte condicdo:

|$n+2 _$n+1| < ‘xn+1 - mn‘v VneN

Afirmamos que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy, e por-
tanto, converge. Com efeito para n = 1 temos:

|xs — xo| < A|xg — 21|
De maneira geral, temos:
[Tyt — | S N g — 2], VR EN
Deste modo, para n, p € N arbitrarios, vale
|Zntp — Tnl < |Tnitp — Togp—1| + oo + [Tng1 — 24

< ()\n+p—2+/\n+p—3_~_m_’_)\n—1)|x2 _1’1‘
= AT NPT A ) | — 2
= AT NPT N 1) |z — 2

1—MN
:)\n—l_ 1— |J)2—l‘1|
n—1
< 1_)\|$2—$1|
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Assim, como

n—1

lim

n—>oo]_—/\‘x2_x1| =0

Dado um e > 0 arbitrario, existe um ny € N tal que
n—1
0 < ;=2 —a| < e paratodo n > no. Logo

|Zn+p — xn| < e paratodop € Nen > ng, ou seja,
|z, — xn| < € para quaisquer que sejam m,n > ngy. E
portanto, a sequéncia (z,) é de Cauchy e concluimos
que é convergente.

Aplicacdao 1 (Aproximagoes sucessivas da raiz qua-
drada) Seja um valor a > 0 e queremos descobrir a raiz
quadrada desse valor a. Vamos definir uma sequéncia
(zn,) € tomar um z; = ¢ > 0, tal que ¢ € um valor dado
arbitrariamente e definindo:

a

:)

Vamos provar que b = limz,, e b # 0, deve ser necesse-
riamente b = v/a.
Quando fazemos n — oo em (1), obtemos:

S

1
Tn41 = 5 (xn + (1)

Uma resultado que serve para mostrar que a férmula
de recorréncia (1) fornece aproximagdes sucessivas para
v/a € 0 seguinte lema:

a

1
Lema. Para todo = > 0, tem-se 3 (:Jc + g) > \/g
T

A demonstracdo desse lema pode ser encontrada em
Lima [2], capitulo 4, pagina 87.

Aplicacao 2 (AproximacOes sucessivas da raiz n-
ésima). Seja um valor a > 0 e queremos descobrir a
raiz n-ésima desse valor a. Vamos definir uma sequéncia
(zn,) € tomar um z; = ¢ > 0, tal que ¢ € um valor dado
arbitrariamente e definindo:

1 a
Tn41 = N ((N— 1) “ Ty + N—l)

Tn

(2)

Aplicacdo 3 (AproximacOes sucessivas para solu-
cOes de equacdes transcendentais) . Por exemplo,
para resolver uma equagao cos(z) = z (Ponto fixo) de-
finimos:

(3)

ZTp41 = cos(zy,)

Aplicacao 4 (Aproximagoes sucessivas para calcular
logaritmos) . Seja um valor a > 0 queremos descobrir 0
valor de In(a), entdo definimos:

e —a

(4)

Tn4+l = Tp — otn

O estudo realizado permitiu me aprofundar no conteudo
de sequéncias numéricas, em especial as sequéncias de
Cauchy, como base para buscar aplicagbes do método
das aproximacdes sucessivas. Verificou-se que esse mé-
todo constitui uma ferramenta poderosa e acessivel para
a resolucdo de equagdes que nao admitem solugéo al-
gébrica direta, como é o caso de equacgdes transcenden-
tes e o célculo de raizes n-ésimas. Por meio da anélise
das aplicagbes — como o calculo de raiz quadrada, raiz
n-ésima, solugdo de equagdes transcendentais e aproxi-
macao de logaritmos — foi possivel ver a eficacia do mé-
todo, que combina simplicidade computacional com rigor
matematico. A convergéncia garantida sob certas condi-
¢des, como 0 caso a constante 0 < A < 1, assegura a
confiabilidade do processo iterativo.

Além disso, este trabalho cumpre uma fungéo de servir
como material de apoio a estudantes que estejam em
fase inicial com Anadlise Real.

FNDE pelo apoio financeiro.

PET Matematica por ter proporcionado um ambiente
de estudos e a oportunidade de elaborar uma pesquisa
académica.

Agradeco imensamente a minha orientadora, Prof2.
Dr2. Flavia Morgana, pela sua dedicagao e orientagao in-
dispensavel durante a pesquisa académica que me pos-
sibilitou desenvolver habilidades ciéntificas e uma melhor
compreensao sobre o contéudo de Analise Real.
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