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Introdução

Modelos Não Lineares de Efeitos Mistos (NLME) são fer-
ramentas essenciais para a análise de dados longitudi-
nais e de medidas repetidas, com aplicações em áreas
como farmacologia e biologia, conforme apontado por
Davidian e Giltinan2 em dados de cefamandol. A su-
posição de normalidade nos erros e efeitos aleatórios,
comum nesses modelos, é frequentemente inadequada
devido a presença de observações atípicas. Para contor-
nar essa limitação, a literatura propõe o uso de distribui-
ções de caudas pesadas. Destaca-se a família de distri-
buições de Mistura de Escala de Normais Multivariadas
(SMN), que inclui as distribuições t, normal contaminada
e slash como Meza et. al4 com caudas pesadas. A es-
timação dos parâmetros nesses modelos pode ser feita
por diversos métodos, uma abordagem popular é o algo-
ritmo EM (Expectation-Maximization), mas sua aplicação
é limitada quando o passo de esperança não possui solu-
ção analítica. Para superar isso, variantes como o MCEM
(Monte Carlo EM), que utiliza simulações de Monte Carlo
são propostas. No entanto, o MCEM tem um alto custo
computacional e dificuldades de convergência em mode-
los muito complexos. Nesse cenário, o algoritmo SAEM
(Stochastic Approximation EM), proposto por Delyon et.
al3, emerge como uma alternativa mais eficiente e com
melhores garantias de convergência.

Material e Métodos

A família de distribuições SMN, conforme descrita em
Andrews e Mallows1, que generaliza a distribuição nor-
mal ao introduzir uma variável aleatória de escala, escre-
vendo a variável Y na seguinte forma estocástica.

Y = µ+ J−1/2Z, J ∼ H(j; g) (1)

em que Z é um vetor aleatório com distribuição normal
multivariada, com de média zero e matriz covariância Σ,
e J é uma variável aleatória positiva, independente de
Z, que representa a escala da mistura. A variável J tem
função de distribuição acumulada H(j; g), onde g denota
os parâmetros da mistura (que podem ser escalares ou
vetoriais). A estrutura do modelo NLME é definida em
dois estágios. Para um conjunto de n indivíduos, com um
vetor de observações Y i de dimensão ni × 1 para cada

indivíduo i, o modelo é:

Y i = fi(ϕi;Xi) + ϵi,

ϕi = Aiβ + bi,
(2)

onde o primeiro estágio descreve a variabilidade intrain-
dividual e o segundo, a populacional. Aqui, fi é uma fun-
ção não linear; Xi é o vetor de covariáveis; ϕi é o vetor
de parâmetros para o i-ésimo indivíduo; Ai é a matriz de
delineamento; β é o vetor de efeitos fixos e bi é o vetor
de efeitos aleatórios. Para incorporar a robustez, assumi-
mos que tanto os erros aleatórios (ϵi) quanto os efeitos
aleatórios (bi) seguem distribuições da família SMN:

Y i | bi
ind∼ SMNni

(
fi(ϕi,Xi), σ

2Ini ;H1

)
,

bi
ind∼ SMNq (0,Ψ;H2) , i = 1, . . . , n,

(3)

em que Ψ é a matriz de covariância dos efeitos aleató-
rios. Utilizando a representação hierárquica das distribu-
ições SMN, o modelo pode ser expresso de forma condi-
cionalmente normal:

Y i | bi, Ji ∼ Nni(fi(ϕi,Xi), J
−1
i σ2Ini),

bi | Gi
ind∼ Nq(0, G

−1
i Ψ),

Ji
ind∼ H1(j), Gi

ind∼ H2(g), i = 1, . . . , n,
(4)

em que Ji e Gi são variáveis latentes de escala. A con-
sequência dessa estrutura é que a função de verossi-
milhança marginal L(θ) não possui forma analítica fe-
chada, pois exige a integração sobre os dados laten-
tes (bi, Ji, Gi). A complexidade da função de verossimi-
lhança marginal inviabiliza a maximização direta. Para
estimar os parâmetros do modelo, utilizamos algoritmos
iterativos. Embora o algoritmo EM seja uma base para
problemas com dados latentes, sua aplicação direta aqui
é intratável. Por isso, adotamos o algoritmo SAEM, que
substitui o Passo-E por uma aproximação estocástica,
garantindo a convergência para as estimativas de má-
xima verossimilhança sob condições gerais sendo mais
computacionalmente eficiente. O passo de simulação
do SAEM, é implementado com métodos MCMC (Monte
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Carlo por Cadeias de Markov). Especificamente, o algo-
ritmo Metropolis-Hastings é utilizado para gerar amostras
das distribuições condicionais dos efeitos aleatórios, por
fim a etapa de maximização que atualiza os parâmetros
do modelo.

Resultados e Discussão

O algoritmo SAEM foi aplicado ao banco de dados de Ce-
famandol2, que contém as concentrações plasmáticas do
antibiótico em seis indivíduos ao longo do tempo. O da-
dos e os ajustes do modelo podem ser visualizados na
Figura 1, baseado no modelo com erro Slash5 e efeito
aleatório Normal.

Figura 1: Concentração de Cefamandol (onde os pontos
são dados reais e as curvas são os ajustes individuais).

Uma análise diagnóstica inicial, utilizando a distância de
Mahalanobis (Figura 2) indicou a presença de indivíduos
atípicos. Essas observações justificaram a aplicação de
modelos com caudas pesadas.

Figura 2: Distância de Mahalanobis para Normal-Normal

Quatro modelos diferentes foram ajustados utilizando
uma malha de graus de liberdade e seus resultados são

apresentados na Tabela 1. A comparação dos modelos,
baseada nos critérios de informação, demonstrou a su-
perioridade do modelo Slash5-Normal, onde apresentou
o menor AIC (545,68) e BIC (544,22) , sendo considerado
o mais adequado e parcimonioso para descrever os da-
dos.

Tabela 1: Estimativa dos parâmetros (Est.) com erros
padrões (E.P.) para os modelos ajustados aos dados do
cefamandol.

NN S5N NS2.25 S5.25S5

Par Est. (E.P.) Est. (E.P.) Est. (E.P.) Est. (E.P.)

ϕ̂0 385,56 (33,25) 384,83 (37,64) 388,90 (16,84) 385,08 (118,69)
η̂1 -1,74 (0,10) -1,78 (0,08) -1,75 (0,02) -2,16 (0,10)
η̂2 115,60 (8,15) 104,08 (9,42) 116,37 (2,89) 102,21 (6,42)
τ̂0 -3,76 (0,09) -3,82 (0,09) -3,72 (0,03) -3,85 (0,19)
d̂1 0,10 (0,04) 0,10 (0,04) 0,06 (0,03) 0,83 (1,37)
d̂2 0,08 (0,04) 0,08 (0,03) 0,05 (0,03) 0,07 (0,02)
σ̂2 25,23 (4,86) 15,86 (4,74) 25,22 (2,82) 16,04 (5,79)
L̂o(θ̂) -277,10 -265,84 -277,11 -270,02

AIC 568,20 545,68 568,23 554,04
BIC 566,74 544,22 566,77 282,56

Conclusões

Os resultados deste estudo demonstraram a eficácia da
abordagem de NLME com distribuições de cauda pe-
sada, especificamente a distribuição slash, para a aná-
lise de dados longitudinais. Especificamente, o mo-
delo Slash5-Normal demonstrou ser o mais adequado
e parcimonioso para descrever os dados por apresen-
tar o menor AIC e BIC, além do maior valor de log-
verossimilhança. Adicionalmente, a metodologia pro-
posta, que emprega o algoritmo SAEM, mostrou-se uma
alternativa viável e computacionalmente eficiente para a
estimação dos parâmetros.
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