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Em 1905, Albert Einstein formulou a teoria da Relativi-
dade Especial, cujo postulado central estabelece que a
velocidade da luz € uma constante universal, indepen-
dente do movimento do observador. Essa formulagéo
surgiu da necessidade de compatibilizar as leis da me-
canica com as equacoes de Maxwell, que descrevem
o comportamento do campo eletromagnético e perma-
necem invariantes apenas sob as transformacdes ade-
quadas. As transformacoes de Galileu, validas na me-
canica classica, ndo preservavam essa invariancia, o
que levou a substituicdo delas pelas transformacdes de
Lorentz, responsaveis por unificar espagco e tempo em
um Unico quadro teérico.®Em 1907, Hermann Minkowski
traduziu essa concepgao para a linguagem do espaco-
tempo, descrito pela geometria de Lorentz-Minkowski, na
qual o espaco-tempo é representado por um produto in-
terno pseudo-euclidiano que combina dimensdes espa-
ciais e temporais. O objetivo deste trabalho é apresentar
os fundamentos da geometria lorentziana. Analisamos
as principais distingdes da métrica desse conjunto com
a métrica euclideana e buscamos explorar ndo apenas a
estrutura matematica subjacente, mas destacar de que
maneira a Geometria Lorentziana contribui para a com-
preensao dos fendmenos astrofisicos e cosmoldgicos.

A pesquisa possui carater bibliografico e exploratorio,
fundamentando-se nas obras consultadas de Ivo Couto"
e Rafael Lopez?, com embasamento fisico disposto por
Igor Padilha®, com o objetivo de compreender as bases
matematicas da métrica Lorentziana e suas implicacdes
na fisica. Utilizou-se o software GeoGebra 3D na cons-
trucdo de modelos e visualizagées do Cone de Luz e das
superficies associadas aos diferentes tipos de vetores no
espaco de Lorentz-Minkowski.

Definicao 0.1 (Métrica). O espacgo de Lorentz-Minkowski

é o R3, munido com suas operagdes usuais de soma e
multiplicacdo por escalar dotado da seguinte forma bili-
near:

(1)

A métrica Lorentziana pode ser também representada

(21,91, 21), (T2, Y2, 22))L = T1T2 + Y1Y2 — 2122

de forma matricial. Dados u e v € L3, tais que u e v séo
vetores na base candnica, escrevemos (u,v). = u‘Gv,
onde:

Essa matriz também podera ser denotada como: G =
diag[1,1, —1], sendo u e v os vetores coluna.

Definicao 0.2. A pseudo-norma Lorentziana é a aplica-
¢do ||| : L? = R dada por ||v||L, = /] (V. V)1, |

Definicdo 0.3 (Carater Causal). Dizemos que um vetor
vel?é:

* Tipo espago, se (v,Vv); >0, ouv=_0;
* Tipo tempo, se (v, V), < 0;
* Tipo luz, se (v,v); =0, mas v+ 0.

Exemplo 0.1. 1. Sev=(4,1,2), entdo((4,1,2), (4,1,2)),
= 13> 0 e portanto v é tipo espaco;

2. Sev=(123), entdo ((1,2,3),(1,2,3)). =-4 < 0 e
portanto v é tipo tempo;

3. Sev=(6,8,10), entdo ((6,8,10), (6,8,10)), = 0 e por-
fanto v é tipo luz.

Todos os vetores em L3, possuem um carater causal
Unico, permitindo uma representagcdo geométrica que
analisaremos através de superficies especificas.

Sendo v = (z,y,2) € L3, e c € R, temos:
WWi=c < 22 +y* - =c (2)

A expressao (2) representa: um cone, se ¢ = 0; um hi-
perbol6ide de uma folha, se ¢ > 0; um hiperboléide de
duas folhas, se ¢ < 0.
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Figura 1: (a) Cone, (b) Hiperboldide de 1 folha, (c) Hiper-
bolodide de 2 folhas, (d) Cone de luz, sendo este o objeto
de estudo evidenciando as relagdes e interagbes geomé-
tricas no 3. Fonte: Autoria propria.

Representacdo Geométrica

Figura 2: A localizacao de cada tipo causal dos vetores.
O conjunto de todos os vetores tipo espaco é dado por
S = {vel® (v,v) >0} (fig a). Analogamente defini-
mos o0 conjunto de todos os vetores tipo tempo, dado por
T = {v e L (v,v) < 0} (fig b), e por fim, o conjunto de
todos os vetores tipo luz, chamado de Cone de luz, dado
por C = {v e L3 (v,v) =0} (fig c). Fonte: Autoria pré-
pria.

Subespacos do L3: A nogéo de carater causal pode ser
generalizada para outros objetos geométricos, como os
subespagos de L.

Ortogonalidade No espaco de Lorentz-Minkowski, a or-
togonalidade entre dois vetores é definida pelo produto
escalar lorentziano nulo. Diferentemente do caso euclidi-
ano, essa condicao reflete a estrutura causal do espago-
tempo, sendo fundamental para descrever as relacbes
entre direces espaciais e temporais.

Definicdo 0.4 (Ortogonalidade). Dois vetores u,v € L3
séo (Lorentz-)ortogonais, se (u,v)r, = 0.

Definicao 0.5 (Complemento Ortogonal). Seja U um
subespacgo do L? (notado U < 12). O complemento
(Lorentz-)ortogonal de U é:

Ut :={vel?®| (u,v) =0, YuecU}

Proposicdo 0.1. Sejar C L% umplano, 7 : ax+by+cz =
0. Sec =0, entdo 7 é tipo tempo.

Teorema 0.1. Seja L < L% uma reta passando pela ori-
gem. Ento o carater causal de L é o mesmo de qualquer
vetor que dé a sua diregéo.

(©)

Figura 3: (a) Plano tipo espaco; (b) Plano tipo tempo; (c)
Plano tipo luz. Fonte: Autoria propria.

Teorema 0.2. Sejan < L umplano, r : ax+by+cz = 0,
en = (a,b,c) o vetor euclidianamente normal a n. Entéo:

* 7 é tipo espago < n € tipo tempo;
* 7 @ tipo tempo < n é tipo espaco;

* 7 étipo luz < n é tipo luz.

B,

(@ (b)

Figura 4: (a) Ortogonalidade Euclideana (b) Ortogonali-
dade Lorentziana.Fonte: Autoria propria.

Na geometria Lorentziana, a métrica define a estrutura
do espaco-tempo, classificando o carater causal dos ve-
tores, uma vez que o produto escalar ndo é positivo de-
finido. Essa caracteristica fundamenta a nogéo de cone
de luz, elemento essencial para compreender os limites
causais entre eventos. A analise dessas propriedades
revela o comportamento geométrico e fisico do espaco-
tempo, permitindo uma compreensao mais profunda das
relagdes entre movimento e causalidade.
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