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O Teorema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido
como teorema do ponto fixo de Banach, € um resultado
matematico da analise funcional, um ramo da matema-
tica. Ele pertence a classe dos teoremas do ponto fixo
e garante, além da existéncia e unicidade de um ponto
fixo, a convergéncia da iteracdo de ponto fixo. Assim,
a afirmagéao é construtiva, pois fornece um método para
determinar o ponto fixo e uma estimativa do erro corres-
pondente.

Com o teorema do ponto fixo de Banach, pode-se,
por exemplo, demonstrar a convergéncia de métodos ite-
rativos como o método de Newton, bem como provar o
teorema de Picard-Lindeldf, que é a base da teoria de
existéncia de equacoes diferenciais ordinarias.

O teorema recebe o nome de Stefan Banach, que o
demonstrou em 1922, em sua tese de doutorado.

A metodologia adotada foi puramente teodrico-dedutiva,
fundamentada em conceitos classicos de Analise Fun-
cional e Topologia. O estudo exigiu a revisao rigorosa
das definicoes de Espacos Métricos Completos, Se-
quéncias de Cauchy e, crucialmente, Aplicagées Con-
trativas (Contracédo Forte), que servem como premissas
do Teorema do Ponto Fixo de Banach (TPFB). O mé-
todo principal consistiu na demonstracao da existéncia
e unicidade do ponto fixo, sendo ambas as conclusées
garantidas pela condigado de contragédo (A < 1). A exis-
téncia foi comprovada estabelecendo-se que a sequén-
cia iterada (x,+1 = f(z,)) € de Cauchy, um fato que
segue diretamente da propriedade de encolhimento uni-
forme da fungédo. Em seguida, a completude do espacgo
meétrico foi aplicada para confirmar a convergéncia para
um ponto que pertence ao espacgo. Finalmente, a unici-
dade da solugéo foi provada por argumentos de contra-
dicdo baseados na mesma condi¢do de contracdo, con-
cluindo o rigor da analise.

Definicao 0.1 (Espago Métrico). Seja M um conjunto

néo vazio. Uma métrica em M é uma fungdo
d:MxM—R

que associa a cada par de pontos (xz,y) € M x M um
numero real d(x,y), chamado distancia de = a y, que
satisfaz os sequintes postulados, para todo z,y,z € M:

d1) d(z,z) =0
d2) d(z,y) > 0
d3) d(z,y) = d(y, z)
d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

y) >
Y

O par (M, d) é dito espago métrico, onde M é um conjunto
e d uma métrica em M.

Definicao 0.2 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia
(x,,) num espago métrico (M,d) é dita ser de Cauchy
quando, para todo € > 0, existe ny € N tal que:

d(xm,zn) < € paratodom,n > ng.
Definicéo 0.3 (Contragéo Forte). Seja (M,d) um espago
meétrico. Uma aplicagdo f : M — M é chamada de con-
tracdo forte (ou Contracdo de Banach) se existe uma
constante real ) tal que:

1. 0 < X\ < 1 (o coeficiente de contracdo);

2. Para todos os pontos x,y € M, a seguinte desi-

gualdade é satisfeita:

d(f(x), f(y) < X-d(z,y) (1)

Definicdo 0.4 (Espago Métrico Completo). Um espago
meétrico (M, d) € dito completo se toda sequéncia de
Cauchy em M for convergente.

Isto significa que, se (x,,) € uma sequéncia de Cauchy
em M, existe um ponto x € M tal que:

nl;n;o d(xp,z) =0
As definicbes apresentadas sao de extrema importancia
para a fundamentagao da Analise Matematica. Em parti-
cular, a nogéo de Espago Métrico Completo (garantindo
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que todas as sequéncias de Cauchy convergem) e a de-
finicdo de Contragdo Forte (garantindo um encolhimento
uniforme das distancias) estabelecem as condicdes ne-
cessarias e suficientes para o principal resultado desta
area.

Teorema (Ponto Fixo de Banach). Se M é um espaco
meétrico completo, toda contracdo

fiM—> M

possui um unico ponto fixo em M. Mais precisamente,
se escolhermos um ponto qualquer xo € M e pusermos
z1 = f(x0),z2 = f(x1), ery Tny1 = f(zn),... @ SEQUéncia
(x,,) converge em M e a = limx,, € 0 Unico ponto fixo de

f-

Este estudo confirmou o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach como um dos resultados mais poderosos da Ana-
lise. A prova é clara: se a funcao é uma Contracao Forte
(encolhe distancias) e o ambiente € um Espaco Métrico
Completo (sem "buracos"), a solugao (ponto fixo) existe
e é Unica.

O valor real do teorema reside no seu método constru-
tivo. Isso significa que ele ndo se limita a afirmar que

uma solugao existe, mas, crucialmente, oferece uma re-
ceita pratica para encontra-la: a sequéncia de iteragao
dada por x,.1 = f(x,). Esse aspecto o torna funda-
mental, com uma aplicacdo importante na garantia da
existéncia e unicidade de solugbes para equagoes dife-
renciais ordinarias (EDOs).
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